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Resumen

En el siguiente trabajo se realizara un estudio descriptivo de la formulacion del modelo de
Perona-Malik para reducir el ruido en las imagenes, tomando como caso particular la
ecuacion de calor, se explicaran las caracteristicas mas importantes del desarrollo del
modelo y se realizard un analisis de la solucién de la ecuacion de calor mediante la
convolucion usando la transformada de Fourier, para tal efecto se estudiara la convolucion
bidimensional discreta, dado que la solucion de la ecuacion de calor esta dada por la
convolucion entre la condicion inicial y el kernel gaussiano. Finalmente, se analizara la
aplicacion de la solucién de la ecuacion de calor al procesamiento de imagenes digitales,
especificamente el proceso de restauracion y suavizado de una imagen, mediante una
implementacién en Matlab usando imagenes de prueba tomadas por el semillero de
investigacion en aeronaves no tripuladas de la Escuela de Comunicaciones, con el
propésito de apoyar la investigacion en fotogrametria, en la que se pretende usar
imagenes tomadas por drones para fortalecer la seguridad de las bases fijas del Ejercito

Nacional.

Palabras Clave: procesamiento de imagenes, Convolucion, Kernel Gaussiano,

Ecuacion de Calor, modelo de Perona y Malik
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Abstract

In the following work, a descriptive study of the formulation of the Perona-Malik model will
be carried out to reduce noise in the images, taking the heat equation as a particular case,
the most important characteristics of the development of the model will be explained and
an analysis will be carried out. of the solution of the heat equation through the convolution
using the Fourier transform, for this purpose the discrete two-dimensional convolution will
be studied, since the solution of the heat equation is given by the convolution between the
initial condition and the Gaussian kernel. Finally, the application of the heat equation
solution to digital image processing will be analyzed, specifically the process of restoring
and smoothing an image, through an implementation in Matlab using test images taken
by the research hotbed in unmanned aircraft of the School of Communications, with the
purpose of supporting research in photogrammetry, in which it is intended to use images

taken by drones to strengthen the security of the fixed bases of the National Army.

Keywords: image processing, Convolution, Gaussian Kernel, Heat Equation, Perona and
Malik model.
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Capitulo 1. Introduccion.

Una imagen es una representacion en dos dimensiones de la precepcion visual que los
seres humanos tenemos de lo que nos rodea sea real o imaginario, estas se pueden
representar a través de un dibujo, una pintura, un video o una fotografia. Asi las imagenes
nos permiten mostrar expresiones culturales, artisticas e histdricas, y al mismo tiempo
nos permiten realizar estudios del entorno. En el presente trabajo se usan las imagenes
digitales, las cuales se obtienen a través de camaras fotograficas para luego ser
procesadas como una funcién que depende de dos variables espaciales y cuyos valores
representan la intensidad o nivel de gris de la imagen en cada punto de tal forma que
estos valores son discretos y finitos. En el caso de imagenes a color generalmente se
utiliza un espacio RBG donde cada pixel es la combinacion de la intensidad de tres
colores distintos: rojo, azul y verde, por lo tanto, tenemos una funcién para cada tipo de
color, con lo cual podemos decir que el proceso en una imagen a color sera una

generalizaciéon del realizado en una imagen a escala de gris.

Las imagenes digitales se utilizan en diferentes campos de la ciencia y la tecnologia,
como en la medicina, en la astronomia, la geografia, la geologia, la fisica, las
comunicaciones, entre otras ramas, por lo cual es importante el estudio del procesamiento
y tratamiento de imagenes digitales, que permite extraer informacién de las imagenes y
mejorar la calidad de estas eliminando distorsiones o ruido. Actualmente en el grupo de
investigacidn en aeronaves no tripuladas (SIVRT) de la Escuela de Comunicaciones, se
esta generando un proyecto a través del cual se pretende crear un prototipo de un sistema
de aeronave no tripulada con vuelos autonomos para el reconocimiento y vigilancia en
bases fijas del Ejercito Nacional, en este proyecto se usan camaras Foxer Falkor 2 Mini
Estandar, la cual, a pesar de ser una camara pequefa y ligera, su nivel de resolucién no
es optimo, y dado que no hay mucho presupuesto para el proyecto que permita mejorar
la inversion en las camaras, se ha propuesto analizar las imagenes tomadas por los
drones a través de diferentes filtros que permitan mejorar la calidad de las mismasy en

algunos casos realizar procesos de restauracion.

Por lo cual, el presente proyecto pretende analizar diferentes filtros aplicAndolos a las
imagenes en escala de gris, tomadas por los drones del grupo de investigacion SIVRT,
para luego escoger los que tienen mejores resultados. El estudio principalmente se centra

en el trabajo realizado por [1] de tal forma que se inicia resolviendo el problema de Perona
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y Malik usando el coeficiente de difusién igual a 1, que da como resultado la solucién de
la ecuacioén de calor, obteniendo finalmente la convolucién entre el kernel Gaussiano y la
imagen inicial, para luego usar diferentes coeficientes de difusiéon y analizando los
resultados obtenidos poder aplicarlos al procesamiento de las imagenes, para

posteriormente comparar los resultados y realizar una evaluacién general de cada caso.

1.1. Motivacion.

Las imagenes digitales son usadas en diferentes areas de la ciencia y la ingenieria, son
un instrumento importante en el andlisis de objetos, cuerpos o elementos y en general del
entorno. Se pueden aplicar en la medicina, la geografia, las comunicaciones, la seguridad
entre otras, en particular, el grupo de investigacién en aeronaves no tripuladas (SIVRT)
de la Escuela de Comunicaciones, hace uso de estas en uno de sus proyectos de
seguridad, a través del cual se pretende crear un prototipo de un sistema de aeronave no
tripulada con vuelos autbnomos para el reconocimiento y vigilancia en bases fijas del
Ejercito Nacional, donde se realizan tomas aéreas de las bases para luego analizar si hay
alguna inconsistencia que pueda vulnerar la seguridad de las bases. En este proceso se
ha observado que las imagenes tomadas suelen tener una baja calidad y hay algunas
imagenes distorsionadas o con mucho ruido que resultan dificil de analizar. Por este
motivo se ha planteado el presente proyecto de aplicacién, en el cual se pretende

procesar estas imagenes con el fin de mejorar su calidad y disminuir el ruido en estas.

En el desarrollo del procesamiento de imagenes se han utilizado diferentes métodos para
restaurar imagenes entre ellos los modelos estocésticos, el andlisis espectral y los
métodos basados en las ecuaciones diferenciales parciales. En este trabajo se estudia el
modelo planteado por Peronay Malik, el cual es la base de la difusién anisotrépica ya que
pretende generar un suavizado intrarregional en vez de un suavizado entre regiones,
usando un coeficiente de difusion determinado. Un caso particular de este modelo es la
ecuacion de calor cuya solucién proporciona lo que se llama el filtro gaussiano, el cual se
estudiara a fondo y se revisaran otros casos particulares tomando diferentes coeficientes
de difusibn como los propuestos por [2] para finalmente aplicar los diferentes filtros a
imagenes de prueba con el propdsito de comparar los resultados y determinar el mejor

filtro.
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1.2. Planteamiento del trabajo.

Las ecuaciones diferenciales parciales estudian el comportamiento o variacion de
fendmenos del mundo real. Estas se aplican como modelos matematicos para resolver
problemas del calor n-dimensionales y en particular para el caso bidimensional con el
andlisis de imagenes. El objetivo es analizar la restauracion de una imagen de prueba,
tomada por un dron del semillero de investigacion en aeronaves no tripuladas de la
Escuela de Comunicaciones; mediante la aplicacion de las ecuaciones diferenciales y en
particular la ecuacién de calor, usando el modelo de Perona y Malik, inicialmente se
pretende analizar el coeficiente de difusion igual a 1 y luego analizar otros coeficientes de
difusion que cumplan con ciertas caracteristicas para que la ecuacion diferencial tenga
solucion y al mismo tiempo realizar un procesamiento efectivo en las imagenes, con el

propésito de mejorar la calidad de estas.

1.3. Objetivos

Las ecuaciones diferenciales parciales estudian el comportamiento o variacion de
fendmenos del mundo real. Estas se aplican como modelos matematicos para resolver
diferentes problemas, un caso particular es el modelo de Perona y Malik que permite el

andlisis y procesamiento de imagenes.

El objetivo general de este trabajo es restaurar las imagenes tomadas con drones por el
semillero de investigacion en aeronaves no tripuladas (SIVRT) de la Escuela de

Comunicaciones.

Para llevarlo a cabo, se plantea los siguientes objetivos especificos:

Analizar el modelo de Perona y Malik para la restauracion de imagenes y en

particular el suavizado mediante la ecuacion de calor.

¢ Analizar mediante imagenes de prueba la correspondencia entre la variable
tiempo t y el parametro de escala o del kernel Gaussiano. Para llevar a cabo tal
andlisis se hard uso del software Matlab.

¢ Analizar las imagenes de prueba en diferentes escalas.

¢ Implementar en Matlab la convolucion bidimensional entre una imagen vista

como superficie y la funcion Gaussiana.

e Interpretar la accion del kernel en el dominio frecuencial.
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e Aplicar diferentes coeficientes de difusion en la ecuacién diferencial planteada
por Perona y Malik para el procesamiento de imagenes, evaluar y analizar los

resultados para finalmente obtener el mejor filtro.

1.4. Estructura del trabajo.

En el capitulo 1 se desarrolla la introduccion donde se presenta la motivacion, el

planteamiento del trabajo y los objetivos para su desarrollo.

En el capitulo 2 se encuentra el contexto y el estado del arte del procesamiento de
imagenes y especificamente del modelo de Perona y Malik [1], donde se describe la
aplicacion de las ecuaciones diferenciales en la difusibn de imagenes, observando
algunos modelos presentados antes de este, ademas en este capitulo se revisaran los

principales aportes realizados al modelo de Perona y Malik.

En el capitulo 3 se expone el marco tedrico, donde se estudiara con mayor profundidad
el modelo propuesto por Perona y Malik, revisando los resultados obtenidos en [1], e
identificando las propiedades de la difusién isotrdpica y anisotrépica, para luego tomar
como caso particular la ecuacién de calor mostrando su solucién y finalmente revisar otros
coeficientes de difusion anisotrépica. Ademas, se desarrolla una descripcion de la
convolucion bidimensional continua y discreta que sera uno de los factores mas
importantes en el procesamiento de imagenes, ya que la solucién de la ecuacién de calor
resulta ser igual a la convolucion entre el kernel gaussiano y la condicion inicial que en

este caso sera la imagen original.

En el capitulo 4 se presenta la metodologia aplicada al desarrollo del proyecto, en el cual
se describen las diferentes caracteristicas que se analizaran en el capitulo 5y se presenta

las herramientas de evaluacion que seran usadas para el analisis de la aplicacion.

En el capitulo 5 se mostrara la aplicacién de la ecuacién de calor en una imagen a escala
de grises tomada por drones del grupo de Investigacion de la Escuela de
Comunicaciones, de tal forma que se observara los resultados del modelo planteado por
Perona y Malik usando diferentes coeficientes de difusibn para comparar efectos
generados en la imagen de prueba al generar una difusion anisotropica y finalmente se

realizard una evaluacion y andlisis de los resultados para escoger el mejor filtro.

Y en el capitulo 6 se realizaran las conclusiones y se plantearan las lineas de trabajo

futuras.
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Capitulo 2. Contexto y Estado del Arte.

El procesamiento de imagenes digitales tiene como objetivos fundamentales la
compresion, el muestreo, la restauracion y el andlisis o extraccion de informacion, nuestro
estudio esta enfocado en la restauracion de imagenes, donde la imagen restaurada es
una adaptacién de la imagen original en una escala espacial, de tal forma que la imagen
u esta inmersa en un proceso de evolucién [3], que se visualizard como una familia de
imagenes que denotamos como u(*,t), cuando t es cero, u(*,0) = uy(*) se refiere a la
imagen original, la cual es transformada a través de un proceso que se puede describir

en forma general como

0
a—lz(t, x) + F(x,u(t,x), Vu(t, x), V?u(t,x)) =0, en Q € R", (2.1)

donde F es un operador diferencial de segundo orden. En otras palabras, la evolucion de

u depende de sus derivadas en diferentes érdenes.

Entre los modelos propuestos para el suavizado de imagenes podemos encontrar el
modelo de Rudin en [4] donde muestra un modelo de difusion inversa con el cual obtiene

una imagen de estado estable, este modelo se describe a través de

d
a—ltt = —sign(Au)|Dul. (2.2)

Mas adelante se encuentra un filtro no lineal propuesto por Kramer [5] que suaviza
imagenes a escala de gris remplazando el valor del nivel de gris en un punto por el valor
maximo o minimo de niveles de gris que se encuentran en una vecindad del punto,

usando

0
6—1; = —sign(D?u(Du, Du))|Dul. (2.3)

En 1987 Perona y Malik [1] presentaron un modelo de difusién anisotrépica a través del

cual se puede hacer deteccion de bordes y suavizado de imagenes, este modelo se

representa a través de
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Z—':(t, x) = div(c(|Vu|?)Vu), (2.4)

donde c es el coeficiente de difusidén. Se han desarrollado multiples estudios del modelo
de Perona y Malik que han permitido el avance en el desarrollo del procesamiento de
imagenes digitales, entre los que se encuentra el articulo publicado por Gerig y Kubler [6]
en 1992 donde se realizé la primera implementacion préctica del modelo de Perona y
Malik en imagenes de resonancia magnética. Por otra parte en [7] se presenta una version
del modelo de Perona y Malik para deteccién de bordes donde se conserva las ventajas
del modelo original y muestran que para obtener una solucién Unica de la ecuacion de
Perona y Malik debe cumplirse que la funcion c(s) la cual representa el coeficiente de
difusion, multiplicada por s debe ser no decreciente, de esta forma remplazan el gradiente
Vu en la funcion ¢ por el estimador DG, * u que en la practica se puede remplazar por un
filtro paso-bajo generado por el kernel Gaussiano. La ecuacion propuesta queda
representada por la ecuacion (2.5)

O = div(e(IV6, »ul) V), u(0) = up, @5)
En [8] se muestra una solucion de la ecuacion de difusién presentando esquemas semi-
implicitos que son mas estables para cualquier paso de tiempo, este esquema es una
discretizacion de la ecuacion de difusion, desde otra perspectiva, en el trabajo realizado
por Mescheder y Lorenz en [9] se relaciona el modelo de Perona y Malik con un modelo
probabilistico utilizando diferentes mezclas a escala gaussiana donde se modela la
varianza de la suavidad, en este modelo se proponen diferentes algoritmos que permiten
inferir informacion de las imagenes de forma semejante al esquema de difusividad del
modelo de Perona y Malik, ademas en el trabajo de Mescheder y Lorenz se muestra cOmo
se puede obtener un procedimiento eficiente para obtener el muestreo del modelo
probabilistico, este algoritmo funciona mejor para restaurar areas texturizadas y bordes
difusos que el algoritmo sin modificar. En [10] Kewei Zhang demuestra la existencia de
infinitas soluciones para la versién unidimensional del modelo de Perona y Malik, con
valores iniciales no constantes. En [11] se combina las propiedades del filtrado isotrépico
y anisotrépico de tal forma que se elimina el ruido preservando la estructura local de la
imagen y se conservan los bordes aplicando el proceso a imagenes en 2D y 3D en escala

de grises y en color.
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En 2014 Yifei en [12] presenté cuatro modelos de eliminacion de ruido multiescala
basados en ecuaciones diferenciales parciales fraccionadas donde se estudia su
estabilidad y convergencia, lo cual muestra la capacidad de eliminar ruido y de conservar
informacion de la imagen mejorando los detalles de textura los cuales son mejores que

los algoritmos tradicionales.

En [13] se presenta un modelo que depende del tiempo para solucionar el problema de
optimizacion de variacion total no lineal que permite disminuir el ruido en imagenes
presentado por Rudin y Osher, el modelo propuesto se basa en el movimiento de ajuste

de nivel que a través de pruebas numéricas se muestra que es estable.

Por otra parte, en [14] se genera un algoritmo de suavizado que conserva los bordes y la
informacion valiosa para cualquier proceso de segmentacién usando el modelo de Perona
y Malik y obteniendo una estimacién del coeficiente de difusién tomando una particién de
la imagen y usando minimos cuadrados. En 2017 Karami [15] escribié un articulo en el
cual plantea un método numérico del problema de Perona y Malik este método se obtiene

usando el operador p-laplaciano de tal forma que la ecuacién propuesta esta dada por

u; = div(|Vu|P~2Vu). (2.6)

Notese que para p = 2 resulta ser el caso particular de la ecuacion de Perona y Malik,
donde el coeficiente de difusién es igual a 1 y se obtiene como resultado la ecuacion de
calor, que es el caso especifico en el cual se centrara la aplicacion que se hara en el

capitulo 5.

En [16] podemos observar la aplicacion del suavizado en imagenes capturadas por medio
de un microscopio Optico en donde se mejora la calidad de la imagen y se prepara para
el proceso de clasificacion y segmentacion, para este proceso se utilizé técnicas de
filtrado morfolégico que permiten eliminar pequefios detalles que no son de interés,
preservando los bordes sin afectar mucho la estructura dentro de laimagen. Por otra parte
en [17] se desarroll6 un modelo de restauracion basado en la deteccion de bordes y
propagacion de texturas en donde se busca obtener un equilibrio entre la propagacion del
color y los bordes, es decir que se busca una estabilizacion entre la textura y la estructura
para poder obtener un mejor resultado, para resolver este problema se plante6 una
funcién de probabilidad que identifica el orden de restauracion de la zona objetivo y
genera el equilibrio entre la propagacion de la textura y la estructura. El procesamiento

de imagenes en donde se identifica el nivel de intensidad en un punto respecto a sus
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vecinos es llamado proceso de "bajo nivel” y en cambio cuando se tiene en cuenta los
objetos presentes en la imagen el proceso es de "alto nivel’. En nuestro caso se hace un
estudio de bajo nivel ya que la solucién de la ecuacién de calor realiza un barrido punto a

punto y normalizando la intensidad de cada punto teniendo en cuenta los pixeles vecinos.

En [18] se establece un método que identifica regiones dafiadas de la imagen y realiza
un proceso de restauracion mediante ecuaciones diferenciales parciales, mejorando la
calidad de la imagen y eliminando o compensando las distorsiones, ya que durante el
proceso de captura de la imagen se puede tener efectos no deseados como distorsiones
o ruido. Para lograr conservar los bordes una técnica que se utiliza en [18] es la
binarizacién. Por ejemplo, podemos observar la llustracion 1, en la que se representan
los bordes con el color blanco y el resto de la imagen con color negro. Este método fue
propuesto en [19] que junto con la ecuacion de calor permite mejorar considerablemente
el aspecto de las imagenes conservando los bordes y rellenando las regiones donde se
ha perdido informacion teniendo en cuenta la informacién suministrada por los pixeles

vecinos para luego suavizar la imagen y obtener mejores resultados.

IMAGEN ORIGINAL IMAGEN DAA

llustracion 1 Proceso de binarizacion de una imagen por restaurar y localizacion de las regiones de dafio,
recuperada de [18]

Se pueden observar algunas aplicaciones del suavizado de imagenes en diferentes areas
como por ejemplo en medicina donde se aplica el modelo de Perona y Malik en imagenes
de resonancia magnética como se describe en [20] donde se muestra cOmo se utilizan

las imagenes para mapear de forma no invasiva las areas de actividad del cerebro,
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determinando asi las areas o regiones correlacionadas como respuesta a un estimulo
dado, y se propone un método en dos etapas de segmentacion donde se utiliza la difusion
anisotrépica Yy se utiliza como coeficiente de difusién el propuesto por Black en [21] quien
utilizoé la teoria de estimacion robusta para obtener el siguiente coeficiente llamado
también funcién Turkey

x? x?
1-— | — < g2
c(x) = [ 50 ] Sty =9 2.7)
0, en otro caso.

Al usar esta funcion el proceso de difusion se denomina Difusion Anisotrépica Robusta,
la solucion del modelo de Perona y Malik con este coeficiente de difusion es dada por.

A
u(s,t +1) = u(s,t) + P |z:g|VuS,p(t)| Vg (1), (2.8)
S
donde
1
g|Vu5'p(t)| =

1+ |Vug, (0]

Y u(s,t) es la imagen muestreada, s es la posicion de cada pixel, 1 es la constante que
determina la difusion (en general toma como valor la unidad), y n, representa los nodos
vecinos de s. La ventaja de usar la funcion Turkey (2.7) es que el proceso de difusién

converge mucho mas rapido y genera bordes mas agudos.

En [22] se realiza una aplicacion de restauracion de imagenes para dispositivos moéviles
con el objetivo de corregir los defectos observados en imagenes tomadas por teléfonos
moviles, los principales defectos que se tratan en [22] son el ruido y elementos
indeseados o deterioro en la imagen, para solucionar estos dos problemas se usa la
difusion anisotropica y el repintado de imagenes, en cuanto al proceso de difusion
anisotropica se muestra que cuanto menor es el coeficiente de difusién mas se preservan
los detalles de la imagen de tal forma que la difusion se realiza en direccion perpendicular
al gradiente en cada punto y entonces se remarcan los bordes, pero en caso contrario
cuanto mayor sea el valor del coeficiente de difusion los bordes se empiezan a difuminar
eliminando los detalles més insignificantes. En cuanto al paso temporal (ver la ilustracion

2) que estaria relacionado con el valor de ¢ en [22] se muestra que este parametro indica
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el avance de la ecuacién de difusiéon en cada iteracion, por lo tanto, cuanto mayor sea
este parametro en las areas planas se igualara mucho mas rapido la textura, ademas se
observa gque en las esquinas con un angulo bastante acentuado estas se van difuminando
hasta casi perderse y entonces las puntas se curvan y finalmente al incrementar el
namero de iteraciones los resultados son similares que al hacer el cambio en el paso
temporal pero teniendo en cuenta que al aumentar el nimero de iteraciones el costo
computacional es mayor, resulta mejor hacer cambio en el paso temporal, ya que el
tiempo total serd igual al nUmero de iteraciones multiplicado por el paso temporal.

llustracion 2 (a) imagen original, (b) imagen con ruido gaussiano (c) Restauracion con At=0.1. (d)
Restauracion con At=0.5 (e) Restauracion con At=1. (f) Restauraciéon con At=3, recuperada de [22]

Otra aplicacién del modelo de Perona y Malik podemos encontrarlo en [23] donde se
utiliza la difusién anisotrépica en la evolucion de algunos contornos activos, combinando
la difusion directa en la curva de nivel con una difusién inversa en la componente normal,
este método esta basado en la evolucién de las superficies por flujos geométricos cuya
solucién al final del contorno muestra los limites del objeto segmentado, para luego definir
una métrica que tiene en cuanta los aspectos radiométricos de la imagen la cual depende
del modulo del gradiente, esta atrae el contorno hacia los bordes del objeto, sin embargo
esta puede que sea incapaz de frenar el contorno en las frontera del objeto a segmentar
asi que para mitigar esto se realiza un realce de la imagen antes de aplicar el método

aumentando el contraste entre los objetos y suavizandolos interiormente y es aqui donde
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el modelo de Perona y Malik juega un papel importante, y a partir de una familia
uniparamétrica de difusividades dada por [24] donde se establece el coeficiente de

difusion como

1
c(ul) = NERE €R. (2.9)
X

Cuando p =1 se tiene el modelo de variacion total, para p < 1 se tiene una difusion
directa y para p > 1 se tiene una difusion inversa, donde finalmente se muestra que para
valores de p entre 1y 2 se obtiene un buen comportamiento entre el realce, la eliminacién

del ruido y el agrupamiento no supervisado de pixeles.

La segmentacién es el procedimiento a través del cual se realiza la particion de la imagen
en diferentes regiones, la cual se basa generalmente en las caracteristicas de los pixeles
de la imagen, de modo que se puede identificar el borde de una region al observar que
hay cambios bruscos o discontinuidades abruptas en una vecindad de pixeles, otra forma
de definir una regién es a través de la textura y los valores del color. El proceso de
segmentacion hace parte fundamental en el andlisis de las imagenes debido a que este
permite extraer informacion significativa de la imagen, de tal forma sea posible contar o
medir las propiedades de los objetos, identificar los colores, las propiedades y las formas

de cada region en la imagen y reconocer los bordes en la misma.

Podemos encontrar varios métodos de segmentacioén que se pueden clasificar segin sus
propiedades. En [25] podemos observar una descripcion de varios de estos métodos entre

los que destacamos los siguientes algoritmos.

» Algoritmos basados en umbrales. Permiten separar los tonos de gris
correspondientes a una determinada region, este algoritmo se aplica a una imagen
completa y se puede combinar con otras técnicas en el pre o post procesamiento
para obtener mejores resultados. El objetivo inicialmente es binarizar la imagen
generando una operacion de reasignacion para los valores de los pixeles v(x,t)

comparandolos con el valor del umbral t, la cual definimos como

1, v(x,y) <t,

0, v(x,y) >t. (2.10)

9(x,y) ={

» Algoritmos basados en clustering. Se agrupan los pixeles que tienen

caracteristicas semejantes bajo un criterio determinado.
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» Algoritmos basados en el crecimiento de regiones. En esta técnica se parte
desde el centro de un objeto y se va aumentando el nimero de pixeles que lo
rodean hasta encontrar los bordes que lo limitan y se repite el mismo
procedimiento con cada objeto que se encuentra en la imagen, por lo cual se
requiere informacion de los objetos que se encuentran en la imagen.

Asi se genera una particion de la imagen, es decir que se divide a la imagen en
regiones conexas mutuamente excluyentes cuya union representa la imagen
completa y por lo tanto si Ry,R,,R;3,... R, €S una particion de R entonces se
cumplen las propiedades

o U R;=R.

o R;i=1,23,..,nesunaregion conexa.

o RiNRj=QVi+j.

o P(R;) =Verdadero.

o P(R;NR;) = Falso,Vi #j,
donde P es un predicado légico, asi se asegura que cada pixel pertenece a una
sola region y que los pixeles se encuentran conectados de alguna manera ya que
pertenecen a una misma region u objeto. Se puede empezar usando un conjunto
de pixeles que seria una semilla a partir de la cual se agrupan los pixeles vecinos
que contienen las mismas propiedades en cuanto a la intensidad de los pixeles y
Su varianza, una de sus desventajas es que si en la imagen se encuentran objetos
con intensidades parecidas se identificarian como el mismo objeto y obtendriamos
una region errénea.

» Algoritmos basados en borde. Se encuentran los limites de cada regién o
segmento en la imagen detectando los bordes para asi definir los objetos en la
imagen.

» Algoritmos basados en multiumbrales. Son una generalizacion de los
algoritmos basados en umbrales ya que en este proceso no se utiliza un solo
umbral para separar los objetos del fondo, sino que se utilizan varios umbrales
que cumplen distintas tareas, para escoger los valores de los umbrales se puede
usar el histograma de la imagen donde se identifican los picos y valles de los
valores de los pixeles y asi asociar a cada valle un valor umbral, asi la operacion

de reasignacion quedaria definida por
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0, v(x,y) < ty,
1; tl < U(xr)’) < tZI
9gxy) =12, t; <v(x,y)<t, (2.11)

n, t, <vix,y),

donde cada intervalo s; corresponde a una region u objeto en la imagen que se
desea analizar. Otra forma de escoger los umbrales es identificando los valores

aceptables de los tonos de gris y asignarles un valor de probabilidad igual a

N2 de puntos con tono A

P, = . 2.12
V" Total de puntos en la imagen ( )

Otro ejemplo del procesamiento de imagenes se puede ver en [26] donde se detalla el
proceso realizado a imagenes pancromaticas digitalizadas con el propésito de analizar
las posibilidades de trabajo de las variables textuales para caracterizar unidades de
vegetacion ya sean naturales o cultivos, para este proceso se extraen zonas de ensayo
de ambos tipos de vegetacion y se realizan comparaciones de los resultados, y a partir
de las matrices de coocurrencias de niveles de gris se calculan las variables de textura,
para luego realizar una clasificacion supervisada teniendo en cuenta las caracteristicas
de densidad y distribucion de la vegetacion, asi se puede describir la distribuciéon de los
niveles de gris relativa al vecindario de cada pixel usando parametros estadisticos como
la variabilidad, el contraste, el valor medio entre otros, que permiten obtener nuevas
bandas de textura que se pueden usar de forma aislada o conjunta para clasificar las
imagenes originales. Uno de los problemas que se pueden presentar en este proceso son
los errores en las zonas de frontera entre clases ya que el valor de cada pixel depende
de la distribucién de los pixeles vecinos. Asi el proceso en general estd basado en la
matriz de coocurrencias de niveles de gris, filtros de energia y densidad de los bordes,
dentro de los filtros de energia, se hizo uso de los filtros descritos en [27] donde se
destacan el de media ponderada, el gradiente, de forma, ondulacién, rugosidad,
oscilacion, y el laplaciano de un filtro gaussiano. Finalmente se observé que este proceso
es una buena alternativa cuando las clases informacionales son heterogéneas o cuando

no se dispone de imagenes multiespectrales o se tiene poca resolucion.
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Capitulo 3. Marco Teorico.

3.1. Modelo de Perona y Malik

El modelo de Perona y Malik [1] es un modelo de difusion, el cual es utilizado para reducir
el ruido de las imagenes manteniendo los bordes y tratando de conservar la mayor
cantidad de informacion posible de la imagen, este proceso de difusibn es una

transformacion no lineal espacio-variante de la imagen original y un filtro, definido como

Z—I;(t,x) = div(c(|Vu|?)Vu), (3.1)

en el que c(.) es el coeficiente de difusion, el cual es una funcion de c: R™ — R donde n
es la dimensidn del campo escalar de u, de tal forma que su valor es practicamente cero
en los bordes y cercano a 1 en los valores donde la imagen tiene el mismo potencial.
Cuando c(.) es constante el modelo es isotrépico; de lo contrario el modelo de difusion
serd anisotropico [28]. La funcidbn c¢(.) se fija para que la ecuacién se mantenga
parabdlica. En el caso particular, tomando x € R?, donde x = (x;,x,), entonces Vu =

Uy, Uy ), Y la funcién c(|Vul?) = c(u,, ? + u,,?). por tanto, tenemos que
1 2 1 2

div(c(|Vul*)Vu) = div(c(|Vul?) (uy,, uy,))
= div(c(IVul?uy,, c(IVul*)uy,)
= V- (c(IVul®)uy,, c(IVul?)uy,)
= (c(Vul®)uy,)x, + (c(IVul*)uy,)y,
= c(|Vu|2)uxlx1 + C’(|Vu|2)(2ux1ux1x1 + Zuxzuxle)uxl
+C(|Vu|2)ux2x2 + C’(|Vu|2)(2ux1ux1x2 + zuxzuxzxz)uxz
= c(IVuIZ)(uxlxl + uxzxz) + C’(|Vu|2)(2ux1ux1ux1x1 + zuxzuxluxle + Zuxluxzuxlxz + zuxzuxzuxzxz)
= c(|Vu|2)(ux1x1 + uxzxz) + 26’(|Vu|2)(u2x1ux1x1 + Zuxzuxluxle + u2x2ux2x2),

luego entonces (3.1) queda descrita como

ou t,x) =di Vul|?)V
6t('x)_ w(c(|Vul*)Vu) (3.2)

U = C(qu|2)(ux1x1 + uxzxz) + ZC'(IVuIZ)(uleuxlxl + 20U, Uy, Uy, + uzxzuxzxz)
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3.1.1. La difusidn isotrdpica y anisotropica

En [29] Koenderin propone la necesidad de buscar un modelo matemético que tenga en
cuenta la percepcién visual donde la imagen original es procesada sin necesidad de
afadir mas informacion, y como respuesta se obtuvo la ecuacion de calor la cual no es la
Unica ecuacion diferencial que cumple con las expectativas, se han presentado mas
ecuaciones diferenciales no lineales que no difunden el flujo de manera uniforme, estas

ecuaciones diferenciales generan filtros de difusion anisotrépica.

Los modelos de difusion anisotrépica disminuyen el ruido de las imagenes manteniendo
los bordes y los detalles importantes para la interpretacion de la imagen, generando una
familia de imagenes parametrizadas cuya imagen procesada es la combinacion de la

imagen original y un filtro que obedece de la informacién local de la imagen [30].

El modelo de difusién anisotropica de Perona y Malik casi se comporta como el filtro de
difusion lineal, es mas, es isotropico para el caso en el que el coeficiente de difusion es
constante en ese caso la difusiébn es homogénea es decir que se realiza igual para todas
las direcciones, pero en los bordes se encuentra inhibido es decir que en los bordes no
se puede eliminar el ruido y por esto los conserva, estos modelos se basan en los

siguientes criterios [31]:

» Causalidad. EI modelo no debe generar nuevos detalles en la imagen al disminuir
la resolucion.

» Localizacion inmediata. Se debe mantener los bordes que representan los
limites de las regiones, de tal forma que sean iguales a los de la imagen original.

» Suavizado segun la zona. El suavizado es menor cerca a los limites de las

regiones y mayor dentro de las regiones de la imagen.

3.1.2. La ecuacion de Calor

Si tomamos como caso particular c(s) = 1 en (3.2), obtenemos

Up = Uy e, + Uy, (3.3)

gue equivale a

du
E(t' x) — Au(t,x) = 0. (3.4)
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Esta es la famosa ecuacién de calor [32], donde F = —Au(t,x). Con lo cual queda
demostrado que la ecuacién de calor es un caso particular de las ecuaciones diferenciales
parciales usadas para el suavizado de imagenes, es decir que es un caso particular del
modelo de Perona y Malik. Una de las propiedades importantes de la ecuacion (3.4) es

su equivalencia con una convolucion gaussiana, un filtro pasa bajo notado por G, (x),

donde G,(x) >0y fRz G,(x) dx = 1; ademas de algunas invariancias del operador lineal
T, con t > 0, definido por (T;uy)(x) = u(t,x), donde u(t,x) es la solucion unica de la
ecuacion de calor [32], por lo que T; representa una familia de imagenes correspondientes
a la evolucién de u,, que para nuestro caso es la convolucién gaussiana. Veamos

entonces algunas propiedades de T;:

» Invarianza en la translacion.
T (thuo) = Tr(Teuo),
donde 7, es la translacion dada por
() (x) = f(x + h).
» Invarianza escalar.
Ty (Hyuo) = Hy(T,rug)
con t’ = tA?, donde
(Haf)(x) = f(Ax).
» Invarianza isométrica.
T;(Rug) = R(T;uo)
para una transformacion ortogonal R de R? donde
(Rf)(x) = f(Rx).
» Principio de comparacion. Si u, < v, entonces
(Teuo) < (Tywo).
» Conservacion del valor promedio.
Ty (Muy) = M(Tyuy),

donde

Mf:-fc f(x)dx.

» Propiedad de semigrupo.
Tyysuo = Te(Tsuo).
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Estas propiedades de invarianza son una forma natural de analizar una imagen desde
diferentes puntos de vista, por ejemplo, la invarianza en la escala de grises indica que el
analisis debe ser independiente del rango de brillo de la imagen original [3]. Las otras
propiedades geométricas expresan la invarianza del andlisis de la imagen en cuanto a las
posiciones capturadas en la imagen inicial y su percepcion, ademas se puede estimar
gue la suavidad es isotropica es decir que es la misma en todas las direcciones. En las
siguientes secciones nos centraremos entonces en el estudio de la ecuacion de calor, su

solucién y aplicacion a las imagenes digitales.
Solucion de la ecuacion de Calor

Antes de presentar la solucién de la ecuacion de calor es necesario establecer que la
condicion inicial que denotamos como u,(x) pertenece a Ly (C), lo que significa que uq(x)

definida por ejemplo en R = [0,1] x [0,1], es extendida a un conjunto cualquiera digamos
¢ =[-1,1] x [-1,1] de R?, y ademas verifica que |, |uo(x)|dx < oo; entonces decimos
que u, es una extension integrable de Lebesgue o que u e L%(C) [3].
Solucién de la ecuacién de calor por el método de separacion de variables
Teniendo en cuenta [33] el problema de Cauchy

U = Uy , X ER, t>0

u(0,t) = u(L,t) =0, t>0 (3.5)
u(x,0) = uy(x), x ER,

se desea buscar soluciones de la forma:

u(x,t) = p(w(t),

Donde ¢(x) y w(t) son funciones definidas en una sola variable diferente de cero en su

dominio, para lo cual se verifica:

U = Uyy,
P (t) = () w(t), (3.6)
0 hien
) _w(®) _
o(x)  w®) (3.7)
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donde necesariamente 1 ha de ser una constante. Por lo tanto, tomando 4 fijo se tiene

w (t) = w(t)A,
o9 = 0o (3.8)
y sus soluciones son
(l)(t) = a’leltl .
o(x) = aze‘ax N a3e"‘/7x, SiA+0, (3.9)

{ w(t) = ay, 120 (3.10)
p(x) = ax + az, stA=1.

Luego las soluciones del problema son

uy(x, t) = a;et (azeﬁ" + a3e“/7"),

sid#0, (3.11)
uy(x, t) = et (cleﬁx + cze‘ﬁx),

uo(x,t) = a;(xa, +az), ., _
(b)) = xc, + ¢y =0, (3.12)

donde c1 = aqa, y Cy = a1a3.

De la familia de soluciones u,(x,t), se buscan las que verifican las condiciones de

frontera, es decir, que las constantes ¢; y ¢, deben satisfacer el sistema lineal

e*(cy +¢y) =0,

A
e (Cle\/IL n Cze—\/iL) =0, (3.13)

puesto que para 1 = 0 solo se encuentra la solucion c¢; = ¢, = 0 que corresponde a la
solucion trivial del problema. Luego para A # 0, la condicion necesaria y suficiente para

gue la ecuacién anterior tenga solucién no trivial es que
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eVAL _ g=VAL = (3.14)

Evidentemente si 1 > 0 no se verifica la ecuacion. Sea 1 < 0 y llamamos —u? = 1 para

u € R. Entonces la ecuacion es equivalente a

sin(ulL) = 0. (3.15)

Es decir, que necesariamente
uL = km, k €N,
lo que implica que

k?m?
)= B

, k eN.

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno, y los resultados anteriores tenemos que

uy(x, t) = et (cleﬁx + cze‘ﬁx)
o uy(x, t) = et (cleﬁx - cle‘ﬁx)

o uy(x,t) = c et (eﬁx - e‘ﬁx)

T _ an.Z
o uy(x,t) = 2icysin (Tx> e L2

t

o uy(x, t) = cug(x, t), k € N.

Con lo cual encontramos un sistema fundamental de soluciones lo que significa que la
solucion es combinacion lineal de {ux(x,t), k € N} Ahora teniendo en cuenta la

condicién inicial

uo(x) = Z CSin (k_n x) . (3.16)

Finalmente usando los coeficientes de Fourier se tiene que
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L  (knm
Cp = f uy(x)sin (T x) dx, (3.17)
0
de modo que la solucion de la ecuacion de calor es

oo

kr ~ kznzt
u(x, t) = Z CSin (Tx> e L7, (3.18)

k=0

Solucién de la ecuacion de calor mediante convolucion

Se desea obtener soluciones de la ecuacion de calor como en [3] que sean singulares en
el origen. Empezamos con el caso de dimensién uno haciendo uso de la transformada de
Fourier que finalmente también nos permitirA obtener la soluciéon fundamental en
dimensiones mayores.

Solucién unidimensional. Consideramos la ecuacién de calor con condicién inicial

U — Uy, =0, x€ER,
u(x,0) = u,(x).

Para solucionar la ecuacion diferencial, tenemos en cuenta que la transformada de

Fourier de u(x,t) aplicada a la variable espacial x esta dada por:

Fu,t) = foo e~ 2miXSy (x, t)dx. 3.19)

Asi aplicando la transformada de Fourier a la ecuacion diferencial tenemos:

F(ue(€, 1)) — 2mi&)*F(u(é,t)) = 0,
F(u(¢,0) = F(u(®)).

De tal forma que obtenemos la ecuacion diferencial ordinaria
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F(ue (&) + 4n?E2F(u(é, 1)) = 0,
F(up(€,0))et™ 8% 4 428240 St (y (€, 1)) = 0,

a 2¢2
5 FuE)e*ms7) =0,

F(u(E t))er™ ¢t = c(hd),
F(u 1)) = c(§)e™*m ¢,

y haciendo uso de la condicion inicial tenemos que

F(u€, 1) = Fug(§))e ™.

(3.20)
Aplicando la transformada inversa encontramos u(x, t)
u(xt) = f F(uo(§))e ¢ e?miéxdg,
u(x, t) =f Uy (X)F (e~ 4m*E*tg2midxy g
Dado que la transformada de una gaussiana G,(x) = e~amlxl* esta dada por
F(6o(©)) = =2t (3.21)
=—e a’ , .
¢ Va
entonces la transformada de G(x) = e~4%°*"t es
1 1,2
F(G = e 3t
(6©)=57=
y, denotando T(G(f)) = G,(&), donde o2 = 2t, tenemos que
Gy = e 37 (3.22)
=—2e o . .
7 \2mo
Entonces la transformada de (e ~47'¢*tg2mix) gg
Go(x = %), (3.23)

con lo cual obtenemos
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u(x,t) = f 1o (X)Gy (x — ), (3.24)
y, por lo tanto,

u(x, t) = (ug * Gg)(x). (3.25)

Solucién n-dimensional. Considerando la ecuacion del calor

ou(x,t)
or Aux0=0 (3.26)

u(x,0) = up(x),

donde x = (xq,x5,%3,...,x,)ER , t >0, uy(x) € C*°(R™) es integrable y su integral es

finita.
Luego aplicando la transformada de Fourier en las variables espaciales:
F(u§ 1)) = | e 2mxdy(x,t)dx,
Rn
se tiene
Fue(§ ) +4m?[§12PF (@, 1) =0, §ER™t>0,

F(§,0)) = F(uo ()
Resolviendo la ecuacién ordinaria en t se tiene

F(ue(§,0)e*™BIE 4 42 |E12e4 ™ BIC R (u(E, 1) = 0,
o FaE ey = o
T(u(f, t))e4n2|§|2t =c (3.27)
F(uE ) = ce 4 KkI%t
F(u( 1) = F(uo(§))e ™ kI,

Aplicando la transformada inversa a F(u(&,t)) = F(uq (E))e“‘”Z'f'zt se tiene que
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u(x,t) = fooez’mf?(u(f, t))ds,

uGet) = [ e P (ug(6))e 9

— 00

u(x,t) = f () F (et gg

Calculando la transformada de la gaussiana G(¢) = e~47°l€I’t teniendo en cuenta el

resultado obtenido en la ecuacion (3.22) se tiene

1

F(GE) =G, = S
(2mo?)2

|x|?
donde ¢ = +/2t. Luego entonces
F(e?mdlem 4T = F(e2MTIG(§) = F(G(x = §) = Go(x = §).
Y finalmente tenemos que
uGo0) = [ Gyl = uo®)
Rn

es decir,

u(x,t) = (Gg * up) (x). (3.28)

Con lo que concluimos que solucién de la ecuacion de calor esta dada por la convolucion
entre la condicion inicial y una gaussiana. Ahora bien, para asegurar la unicidad de u(x, t)

se presenta la siguiente proposicion para el caso particular n = 2.
Proposicion [3]

Sea u, en LL(C)y u(x,t) definida por (3.5) para x € R?. Entonces para todo t > 0,

u(x,y) satisface la ecuacion de calor con valor inicial u:
ou(tx) _ . _ —
== Au(t,x)y %1_1)13 fc lu(t, x) —ug(x)|dx =0

u(x,t) € Ly(C) y u € €*((0,T) x R?) para todo T > 0.
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Ademas, si t; es un numero real positivo, entonces existe una constante c(t,) que

depende de t,, tal que parat € [t;, ),
supyegz [u(t, x)| < c(t)|uol 1 (o) (3.29)
Y siu(x, t) € LL(C) entonces tenemos el principio del maximo
inf yerzto(¥) < u(t, x) < sup,erzio(x) (3.30)

Y asi u(t, x) dada por (3.28) es solucién Unica de la ecuacion de calor si satisface las
ecuaciones (3.29) y (3.30).

3.2. Convolucién: Definicion e interpretacion geométrica:

La convolucion es un operador matematico que transforma dos funciones fy g en una
tercera funcion que en cierto sentido representa la magnitud en la que se superponen f

y una version trasladada e invertida de g. Su expresion es

(f* )00 = f F(Og( - . (3.31)

La convolucién es parte fundamental del desarrollo del presente trabajo dado que la
solucion de la ecuacion de calor esta dada en términos de la convolucion entre una
gaussiana y la condicion inicial que llamamos uy,(x) y es esta convolucién la que

finalmente aplicamos en el suavizado de las imagenes.

Una interpretacion geométrica de la integral se puede obtener a través de un seguimiento
gréafico del proceso de convolucién. Eligiendo para ello dos funciones simples y de facil
representacion, por ejemplo, las siguientes dos funciones conocidas, que se representan

en la ilustracién 3:

_ _ (1 sit € [0,1] _(t site[0,1]
F1O) = Xjo1 = {0 sitg [01] 7 f2(0) = {0, en otra parte
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fi(t) fa(t)

llustracion 3. Funciones f;(t) vy f5(t)
El proceso pasa por las siguientes fases [34]:
o Primero se hace una reflexion respecto al eje vertical a una de las funciones,
tomemos por ejemplo a f,(t), que toma la expresion f,(—t) y se le desplaza un

intervalo de longitud x, obteniendo f,(x —t), como en la ilustracién 4 y la otra
funcion la dejamos igual.

sit€[x—1,x]
en otra parte

-0 ="
fz(&!?—t) filt)

AN | I

r—1 =«

llustracion 4. f, (x —t) y f1 (t)

A continuacion f,(x —t) se multiplica por la otra funcion f;(t), deslizando el
desplazamiento x a lo largo de todo el eje de tiempo desde —o a «. En este caso el
producto es nulo desde — hasta 0. Durante el intervalo temporal [0,1] donde f;(t) es

diferente de cero, el producto se corresponde con puntos que

¢ forman los limites de las areas sombreadas. Al final de este intervalo los productos

vuelven a ser nulos, como se muestra en la ilustracion 5.
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(0.2 - 1) fi(t)

ACEEIAC
I ] . . T+
4-2 1 2 ! 4—2 1 2 !
1 . . -1
A{1=940) P15 = O£2(8)
R _ _ | P
t t
-2 2 -2 2
-1 -1

L2910

0

-2 2

llustracion 5. Producto de f,(t) vy f> (x — t).

¢ La ultima fase, la integracion de las areas sombreadas, forman los puntos de la

curva que corresponde a la funcion representada por la Integral de convolucion,
como se muestra en la ilustracion 6

1 (f*g)(z)

r0.5

=TI

n C

llustracion 6. Resultado de la convolucion entre 1y 2
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En nuestro trabajo utilizaremos la convolucién discreta bidimensional, para ello se define

cada funcion f(x,y) y g(x,y) como una matriz bidimensional de tamafio (4 + 1) X (B +
Dy(C€+1)xD+1)

fO0) . f(O.B)
fey) =|fm0) - fmB)
F40) - fAB)

(3.32)
9(0.0) ... g(0.D)

9C0y) =|gm0) - g(m.D)
g(C:,O) g(Cz,D)

Suponiendo que son periodicas de periodo M y N, en direccién x y y respectivamente,
los errores de superposicion se evitan escogiendo:

M=A+C-1
N=B+D-1

Las sucesiones periodicas se forman extendiendo f(x,y) y g(x,y) de la siguiente forma:

fu(x )_{f(x,y) si0<x<A y 0<y<B
XY= si A+1<x<M-1 o B+1<y<N-1

gx,y) si0<x<C y 0<y<D

ge(x'y):{o si C+1<x<M—-1 o D+1<y<N-1

Y asi definimos la convolucién entre f y g asi [33]:
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M N
Fr D@ = D > flmmgelx—my —n)

m=0n=0

(3.33)
Una forma sencilla de obtener la convolucion h(x,y) = (f * g)(x,y) donde f(x,y) ¥y
g(x,y) estan dadas por (3.33) es siguiendo los siguientes pasos [35]:

e primero se debe rotar 180 grados la matriz g(x, y) dejando fijo el elemento central,
de tal forma que obtenemos la nueva matriz g, (x, y):

g(C€.D) . g(C,0)
9(0y) =|gmD) - gm,0)
gO.D) - g(0)

Luego si por ejemplo queremos obtener el elemento h(0,0) se desliza o se superpone el
elemento central de la matriz g,.(x,y) sobre el elemento f(0,0) como se observa en la
ilustracion 7.

vaores dea matriz g,.(x,y)

b !

b(c.D)| .. |o(c.0) ‘\\
_ ~
~
g(m,m) = D
N slinzanda el centro de ks matriz g,-(x, )
N enepmts £ (0,0)
'g(O, D) - |g(0,0) N f
X ﬁ

\\ >
N

~ : g <«—4 valores de k malriz £(x, y)

/ fa,0| - B |

las valores que quedan por fuera
se multiplican par cero

llustracion 7 Convoluciéon entre dos matrices.
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Finalmente, como en la ilustracion 8, se multiplican los elementos de g, (x,y) por los

elementos de f(x,y) que quedaron debajo y luego se suman.

fo. :)

£(0,0)

. |9(00)
g(ﬂ, D : f&n.m]

f(4,0) - [|f(AB)

llustracién 8 Producto entre las dos matrices f(x,y) y g,(x,y).

Una forma de visualizar la convolucion bidimensional mas claramente es en tres
dimensiones donde las coordenadas estan dadas por (x, y, f(x,y)), en lailustracion 9, se

muestra una vista tridimensional de la convolucién bidimensional entre dos gaussianas

fx,y) gx.y)

00

llustracion 9. Etapas de la convolucion bidimensional entre dos gaussianas,
vista en tres dimensiones.
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Este proceso bidimensional es utilizado en el procesamiento de imagenes dado que las
imagenes digitales se pueden ver como matrices y al igual que en la grafica anterior
también se puede visualizar en tres dimensiones. De este proceso se hablara en el

capitulo 5.
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Capitulo 4. Metodologia.

El desarrollo del proyecto esta enfocado hacia la aplicacion practica del procesamiento
de iméagenes, inicialmente se realiza un estudio descriptivo del modelo propuesto por
Perona y Malik que tiene como propésito reducir el ruido en las imégenes, para luego
desarrollar la aplicacion del mismo en el proceso de restauracion y suavizado de
imégenes digitales tomadas por el grupo de investigacion en aeronaves no tripuladas de
la Escuela de Comunicaciones, con el propésito de apoyar la investigacion en
fotogrametria, en la cual se pretende usar imagenes tomadas por drones para fortalecer
la seguridad de las bases fijas del Ejército Nacional.

Iniciamos el proceso con la ecuacion de calor que es un caso particular del modelo de
Perona y Malik, a través de la cual se obtiene como solucion del modelo la convolucién
gaussiana usando la transformada de Fourier, asi que para la aplicacién se estudia la
convolucion bidimensional discreta, ya que las imagenes se puedes describir a través de
matrices bidimensional en las cuales cada elemento de la matriz representa el valor de la
intensidad de color en escala de grises, dado que la solucion de la ecuacion de calor esta
dada por la convolucion entre la condicion inicial y el kernel gaussiano que depende del
valor de la desviacién y el tamafio del filtro gaussiano, para el analisis del filtro tomamos

diferentes valores de desviacion y diferentes tamafios de la mascara.

Luego se estudian diferentes desarrollos del modelo de Perona y Malik usando otros
coeficientes de difusiobn, que hacen que el procesamiento de las imagenes sea
anisotropico, es decir que la difusién conserva los bordes y suaviza el interior de las
regiones. Para este proceso realizamos una implementacion en Matlab que nos permite

observar las diferencias entre cada coeficiente.

Posteriormente se plantea un nuevo coeficiente de difusion que cumpla con las
caracteristicas planteadas por [31] de tal manera que el modelo de Perona y Malik se
conserve parabdlico y permita generar una difusion anisotrépica, este coeficiente también
es implementado en Matlab con el propésito de observar los resultados obtenidos en las

imagenes de prueba.

Y finalmente se plantean diferentes funciones descritas en Matlab para evaluar los
resultados obtenidos con el filtro gaussiano, los coeficientes de difusion planteados por

Perona y Malik y el coeficiente de difusion planteado en el presente trabajo de grado. De
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esta manera se realiza el analisis de los resultados y se identifica el mejor modelo para

el procesamiento de imagenes.
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Capitulo 5. Aplicacion aimagenes de prueba

Una imagen se puede definir como una funcién bidimensional f(x,y) donde x y y son
coordenadas espaciales y la amplitud de f en cada par de coordenadas (x,y) es llamada
la intensidad o nivel de gris de la imagen en cada punto [36], cuando x y y son cantidades
discretas y los valores de la amplitud son finitos, nosotros llamamos la imagen una imagen
digital, luego una imagen digital esta compuesta por un numero finito de elementos, cada
uno de ellos tiene una localizaciéon y un valor particular, estos elementos son llamados
pixeles. Lo cual nos permite facilmente representar una imagen digital por medio de una
matriz de numeros reales de M filas y N columnas, donde 0 < x <M —-1y0<y<N -1

luego entonces f(x,y) se puede representar asi:

£0,0) FO1) ... FON-1)
flx,y) = u (1.’0) u Q’l) AT ) (5.1)
FM=10) fM—-11) .. f(M=1N—-1)

Generalmente una imagen a escala de grises tiene asociada una matriz ordenada donde
cada pixel tiene un valor de 0 (negro) a 255 (blanco). En el caso de las imagenes a color
RGB, estas tienen tres matrices a escala de azules, rojos y verdes, para nuestro trabajo

solo utilizaremos imagenes en escala de grises.

Por ejemplo, una imagen pequefa de 8x8 pixeles se muestra en la ilustracién 10, la cual

es descrita por la siguiente matriz:

192 74 64 69 67 56 56 68 ]
45 50 48 42 45 54 53 44
54 59 55 47 54 72 78 70

flx,y) = 78 74 80 99 121 237 150 160
’ 91 90 93 104 117 126 126 125

82 96 95 93 125 183 212 207
103 110 97 85 121 193 237 240

1107 103 97 104 138 187 221 233
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llustracion 10 Imagen de 8x8 pixeles, f(x,y).

O por ejemplo en la ilustracion 11 que tiene 499 x 357 pixeles, podemos ver un pequefio

fragmento de la matriz:

n Image Tool 2 -1 [o ==

File Tools Window Help N -

, EE & e o ? d Q {ﬂ'? iy ’]'UU%—L—I B Pixel Region (Image Tool 2) [S[E]=]
N < : 3 File Edit Window Help 5

= = @

1 | | | | | | )
171208 5206 1206 205|204 {207 212|212 208 i201 ;17
| | | | | | | | |

B =

Tl 1 { | 1 I
17(207|212 {212 209|207 |207 | 200 E178
| | | jassst | b

17(206 196195 |191 |183 1170

5

10|188 197 /168 04

Pixel info: (248, 176) 179

Pixel info: (195, 297) 243 Display range: [0 255]

llustracién 11 Matriz de pixeles asociada al fragmento de la imagen de la flor

Esta forma de representacion nos permite un manejo sencillo de las imagenes. En lo que
sigue se pretende utilizar la solucién discreta bidimensional de la ecuacion de calor para

obtener el suavizado de imagenes.
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La extension de uy(x) definida en el cuadrado [0,1] x [0,1] a todo el plano R? se realiza
por propiedades de simetria a € = [—1,1]x[—1,1] inicialmente, y luego por periodicidad a

todo R? (ver ilustracion 12).

llustracion 12. Extension de u, a R? por simetria y periodicidad.

5.1 Aplicacion del filtro gaussiano.

En nuestro caso la matriz de la imagen original sera nuestra condicion inicial uy(x), y el
kernel gaussiano discreto para el caso bidimensional esta dado por la ecuacion (5.2) el
cual se representa en la ilustracion 13:

1 o
Ga-(l,]) = me_(lz+]2)/20'2 (52)
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G—a —c G—a,O G—a,d
Gy =| Go-c Go,o Go,a
Gp,—¢ Gpo Gpa

I/, 7"'~ ANy
20007 0, 00 YY < ANANANY
2L A esigassl
e R Y
S8 s

40

CHICK
"":‘:’:’:’:’““‘ S

CESKSSESS
SRR

50

25548

30 = 40

20 30

20

llustracién 13 Filtro gaussiano bidimensional

Asi la convolucion discreta con u, queda definida por:

b d
w(i, ) = uolm,m) + Gy ) = Y ) ug(m,mGe(i—m,j = n) (5.3)

m=—an=-—c¢

Veamos por ejemplo la convolucion de una matriz de 3x3 con el kernel gaussiano también
llamado filtro gaussiano de 3x3 parao =1
0.0751 0.1238 0.0751

G; =10.1238 0.2042 0.1238
0.0751 0.1238 0.0751

9 3 5
uy=1[1 8 9
2 8 1

Donde por ejemplo u(0,0) = G;(m,n) * uy(0,0) es:

11
u(0,0) = Z Z uy(m,n)G;(0 —m,0 —n)

m=—-1n=-1
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Luego entonces

u(0,0) = G, (=1, —Due(0 — 1,0 — 1) + G4 (—=1,0)u(0 — 1,0) + G;(—1,1)uo(0 — 1,0 + 1)
+G;1(0,—1)ue(0,0 — 1) + G1(0,0)u0(0,0) + Gy (0,1)ug(0,0 + 1)
+G;1(0,—1)uo(0,0 — 1) + G,1(0,0)u0(0,0) + G4 (0,1)ug(0,0 + 1)
+G;1(0,—1Due(0,0 — 1) + G,1(0,0)u0(0,0) + Gy (0,1)ug(0,0 + 1)

+G1(1,—Dug(0 + 1,0 — 1) + G4 (1,0)uo(0 + 1,0) + G5 (1,1)ug(0 + 1,0 + 1)

Remplazando, y teniendo en cuenta que hay valores que se salen de la matriz, los cuales

toman valor cero se tiene:

u(0,0) = 0.2042+9+0,1238«3 +0,1238 1+ 0.0751 * 8

u(0,0) = 2.9339 (5.4)

Para el casoi =1, j = 1 tenemos:

1

1
u(1,1) = Gy(mn) *uy(1,1) = Z Z Gi(m,n)uy(1 —m,1—n)

m=—-1n=-1
Luego entonces

u(1,1) = G, (-1, —-Dup(1 — 1,1 — 1) + G, (=1,0)ue(1 — 1,1) + Gy (—1,Dup(1 — 1,1 + 1)
+G1(0,—Duo(1,1 — 1) + G1(0,0)uo(1,1) + G1(0,1)ug(1,1 + 1)
+G1(0,—Duo(1,1 — 1) + G1(0,0)ug(1,1) + G1(0,1)ug(1,1 + 1)
+G1(0,—Duo(1,1 — 1) + G1(0,0)ug(1,1) + G1(0,1)ug(1,1 + 1)

+G1(1,—Dug(1 + 1,1 — 1) + Gy (1,0)ue(1 + 1,1) + G, (1, Dug(1 + 1,1 + 1)

y remplazando

u(1,1) = 0.0751 % 9 + 0.1238 % 3 + 0.0751 % 5 + 0.1238 * 1 + 0.2042 * 8
+0.1238 % 9 + 0.0751 % 2 + 0.1238 % 8 + 0.0751 = 1
u(1,1) = 5.5110

Aunque hay otra forma mas sencilla de obtener la convolucion entre dos matrices, para

nuestro caso si se desea obtener el elemento 1 (0,0) se deben seguir los siguientes pasos:

e primero se debe rotar 180 grados la matriz G, dejando fijo el elemento central, de
tal forma que obtenemos la nueva matriz que se observa en la ilustracion 14:
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0.0751/0.1238|0.0751

0.1238|0.2042|0.1238

0.075110.1238(0.0751

llustracién 14 Matriz Grotada

o Luego se desliza o se superpone el elemento central de la matriz G, rotada sobre
el elemento u,(0,0) como en la ilustracion 15

valores gz lamatriz Gy rotads

IR

0.0751|0.1238|0.0751| ~

0.1238|0.2042(0.1238 “
~ slineandn &l centro de la matriz G
«  enelpunto e, (0,0)

0.0751]0.1238 |0.0751

i
s
e
s
s
g
g
g
- \}/

* b
N
AN lfp——y
~ 5
N
~
AN 1 8 9 | «—] valores g la matriz u,
Y
2 (5] 1

Ins valores que quedan por fera
se multiplican por cera

llustracion 15 Transposicion de la matriz G;sobre la matriz u,

Restauracién de imagenes a través del modelo de Perona y Malik 45



Angela Suarez Villota Master en Ingenieria Matematica y Computacidn

Finalmente, en la ilustracion 16, se multiplican los elementos de u, por los elementos de

G, que quedaron debajo y luego se suman

0.0751 |0.1238|0.0751

01238 (0.20420.1258

g 3 5
0.0751 [0.1238]|0.0751

1 8 g

2 8 1

llustracién 16 Producto de las matrices G,y u,
u(0,0) =9 0.2042+ 3% 0.1238+ 1 % 0.1238 + 8 * 0.0751
u(0,0) = 2.9339
Luego comparando este resultado con (5.4) vemos que son iguales, y haciendo el mismo
procedimiento para cada i, j entre 0 y 2 obtenemos:
29339 4.0882 3.1079
u(i,j) =13.3834 5.5110 4.3976
2.1238 3.7468 2.9104
Veamos ahora la aplicacion en imagenes utilizando diferentes ¢ .Tomemos para ello la

ilustracion 17 a escala de grises tomada por un dron del SIVRT:

llustracion 17 Imagen original uy(x, y),
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La cual sera nuestra imagen inicial u,(x,y), veamos entonces su suavizado con el filtro
gaussiano tomando diferentes sigmas, en la ilustracion 18 se muestra la relacion entre el
pardmetro de desviacion tipica de la gaussiana ¢ y el tiempo t, y en la ilustracién 19 se
muestra los cambios que sufre la imagen original luego hacer la convolucion con cada
filtro G, de tamafio 5 x 5.

sigma=sqrt(2t)

Eje sigma
w
T
1

Ejet

llustracion 18 Comportamiento de la desviacion tipica en el tiempo: ¢ = /2t

\V2x

Desviacion Tipica ¢

15

llustracion 19 Imagen original y filtro gaussiano con ¢ = 2,3,4,5,6 de tamafio 5x5
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El tamafio de la méascara también influye en la rapidez del suavizado por ejemplo en la
ilustracion 20 vemos el suavizado de la imagen usando diferentes tamafios y cambiando

el valor de sigma.

m=3yoc=1 m=3yg=2 m=3yg=3

m—93 o=1 m=9yg=2 m=9yo=3

llustracion 20 Imagenes filtradas con G4, G,, G; de tamafios 3y 9

En la primera fila de imagenes presentadas en la ilustracion 20 el tamafio de la méscara
es de 3x3 y en la segunda fila el tamafio de la mascara es de 9x9 y los valores de sigma
son 1,2,3 en ambas filas respectivamente, por lo tanto, si comparamos las imagenes
podemos ver que cuanto mas grande sea la mascara la imagen pierde brillo mas

rapidamente.

Para ver mas claro el cambio veamos una sucesion de imagenes con el mismo valor de
sigma (o = 2) y diferentes tamafios de mascaras en la ilustracién 21. A pesar de que
sigma es pequefio el brillo de la imagen filtrada con la mascara de tamafio 2x2 es mayor
que el de laimagen filtrada con la mascara de tamafio 18x18 y la imagen empieza a verse

borrosa con un filtro de tamafio 8x8 y sin embargo la mejor imagen es la procesada.
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m = 2x2 m = 4x4 m = 6x6

m = 8x8 m = 10x10 m = 12x12
m = 14x14 m = 16x16 m = 18x18

llustracién 21 Imagenes filtradas con G, (o0 = 2) de tamafio 2,4,6,8,10,12,14,16y 18

Ahora veamos los cambios que sufre la imagen original al cambiar los valores de sigma
o =3,69,12,15,18,21 y 24 con una mascara de tamafio 9x9 en la ilustracion 22, vemos
gue combinando un tamafio de mascara grande con cualquier valor de sigma se pierde
brillo rapidamente, en este caso la imagen original se ve bastante difuminada con tan solo
tomar el valor de sigma igual a 3 y para valores mayores el brillo se ha perdido mucho
mas rapido, cuando ¢ = 24 los bordes de la imagen se empiezan a perder, dado que
esta es una difusion isotropica, y por lo tanto, al aplicar el filtro gaussiano no se conservan
los bordes es decir que se difuminan todos los pixeles por igual, lo que finalmente hace

gue la imagen se vea mas borrosa.
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imagen original

=9
g=18

llustracién 22 Imagenes filtradas con G,, ¢ = 3,6,9,12,15,18,21 y 24 y méascara de
tamafio 9x9

Por otra parte, si analizamos el filtro gaussiano descrito en (5.2) con respecto a sigma

vemos que G, tiende a cero cuando o — o (obsérvese la ilustracion 23)

=0
lo que explica el por qué las imagenes van perdiendo brillo y se van oscureciendo a
medida que el valor de sigma aumenta. En la ilustracion 25 vemos una vista tridimensional
en la cual se puede observar mas claramente el proceso de suavizado de la imagen, de
tal forma que al realizar la convolucién entre la imagen original u, y el filtro gaussiano los
pixeles en la imagen se empiezan a homogenizar y la superficie se torna mucho mas
suave, ademas se puede ver que el suavizado es isotropico es decir que es el mismo en

todas direcciones y no depende de la imagen.
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03

02

FILTRO GAUSSIAND (G, )

01

1 2 3 4 5 ]
SIGMA (a)

llustracién 23 Grafica de G, dependiendo de ¢ tomando |x| =1

Por lo tanto, si tomamos dos direcciones ortonormales arbitrarias D, y D,, como en la
ilustracion 24, el laplaciano es Au=up p, +up,p, ¥ Si reescribimos esta ecuacion
tomando D, = N =Vu/|Vu| y D, =T, con T-N =0, |T| =1 tenemos Au = uyy + urr,
entonces las dos ecuaciones son equivalentes en las dos direcciones. Que es lo que se

quiere expresar con la isotropia.

[lustracion 24 Suavizado en diferentes direcciones.

En la ilustracion 25 se puede observar el efecto del filtro gaussiano en la imagen de

prueba vista en tres dimensiones, usando valores de desviacion ¢ = 2,6,y 10.
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Inicialmente en la ilustracion 25 a) vemos que la imagen original tiene altos niveles de
ruido los cuales hacen que la imagen se vea distorsionada, luego en la ilustracién 25 b)
al aplicarle el filtro gaussiano con desviacion ¢ = 2 se empieza a suavizar la superficie y
al aplicar el filtro con un valor mayor de desviacion la imagen se suaviza aln mas

(llustracién 25 c¢) y d)) obteniendo asi una superficie mas uniforme.

Ug * G:

60 40 20 0

a) Imagen original b) Imagen filtrada con ¢ = 2

llo'G& uO.GlO

c) Imagen filtradacon o =6 d) Imagen filtrada con g = 10.

llustracion 25 Vista tridimensional del suavizado de la imagen con G,, G G4

5.2. Aplicacidn con otros coeficientes de difusion.

El modelo de Perona y Malik para la difusion anisotrOpica presenta un suavizado
multiescala que preserva los bordes teniendo en cuenta tres criterios basicos [31]: el
criterio de causalidad, el cual significa que no se pueden generar detalles nuevos en una
imagen al disminuir la resolucion; el criterio de localizacién inmediata, que consiste en
que los bordes de la imagen procesada deben coincidir con los de la imagen original y el
criterio de suavizado segun la zona, es decir que el suavizado debe ser mayor dentro de
una region que en su borde o frontera. Asi el problema se describe como
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{ut = div(c(|[Vul)Vw),
u(x, Y, 0) = Uy,

donde u, es la imagen inicial, u; es el cambio de la imagen con respecto al tiempo y
c(x,y,t) es el coeficiente de difusion, que para el caso anterior se toma igual a uno, sin
embargo se puede obtener otros coeficientes de difusion dados por funciones, que
controlan el flujo en los pixeles de la imagen, de tal forma que se conserven los bordes,
estos coeficientes deben tener las siguientes caracteristicas descritas por [31] de tal forma
gue la ecuacion diferencial (3.1) se conserve parabdlica, las caracteristicas basicas son

» la funcion c(.) debe ser C*, es decir infinitamente diferenciable;
» c(.) debe ser mondtonamente decreciente de 1 a 0 cuando |Vu,|? varia entre O
a o, es decir lirr(l) c(x)=1y limc(x)=0;y
X— X—>00
» la funcion de flujo definida por ¢(x) = x c¢(x) donde x = |Vu,| tiene un maximo

en R*.

Los siguientes son algunos de los coeficientes propuestos para el modelo de Perona y
Malik que hacen la difusion anisotropica,

Coeficiente dado por la funciéon de Lorentz
Este coeficiente fue propuesto por Perona y Malik en [1] dado por

1
X)) =—"=
RN -

donde K representa el limite de difusion que controla la velocidad de difusion y sirve como
un umbral suave, favorece a las regiones mas grandes sobre las mas pequefias. Esta
constante K se puede elegir usando el estimador de ruido descrito por Canny [37], que
consiste en realizar un histograma del gradiente de la imagen y tomar el valor de K como
el 90% de la suma acumulada de los valores absolutos del gradiente de la imagen en el

histograma.

En la ilustracién 26 se puede observar que el coeficiente de difusion tiende a cero cuando
x tiende a infinito y ademas su valor maximo es 1 lo que implica una difusién maxima en
este punto, en la funcion de flujo se puede observar que el valor méximo se obtiene en el

valor de K.
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i

0.8

- a) Funcion de Lorenz ¢ ().

b) F.lujo-@[:r-j = ICL[I}

llustracién 26 Coeficiente de difusion dado por la funcién de Lorentz y su flujo.

Ahora usando la misma imagen usada con el filtro gaussiano (ilustracion 27) podemos

observar las diferencias en los resultados usando este coeficiente:

llustracién 27 Imagen original a escala de grises, tomada por un dron.

Para realizar la aplicacion en Matlab se usa la imagen distorsionada como la condicion

inicial, luego se obtiene el gradiente de la imagen en cada una de las direcciones

deseadas, para después calcular el coeficiente de difusion en este y obtener u;,, que es

el cambio de la imagen en t+1, este procedimiento se puede repetir varias veces, hasta

obtener los resultados deseados. Para nuestro analisis aplicamos el coeficiente de

difusion con cinco iteraciones y diferentes valores de K, los resultados de este proceso

se observan en la ilustracién 28:
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a) Imagen filtrada con K=10 b) Imagen filtrada con K=20

c) Imagen filtrada con K=30 d) Imagen filtrada con K=40

e) Imagen filtrada con K=50 f) Imagen filtrada con K=100

llustracién 28 Procesamiento de la imagen usando el coeficiente de Lorentz

En este caso vemos que con K=40 se ha obtenido un excelente resultado, la imagen ha
mejorado notablemente su nitidez, conservando al mismo tiempo los bordes; y para
valores mayores, como el caso de k=50 y K=100 el suavizado es mucho mayor, pero se

va perdiendo nitidez.

Coeficiente de difusién dado por la funcién de Leclerc

Este coeficiente fue propuesto por Perona y Malik en [1], y viene dado por

X

cLo(x) = e 2KZ, (5.6)
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Esta ecuacion favorece a las regiones de alto contraste sobre las de bajo contraste, como

se evidencia en la ilustracion 29 el coeficiente de difusion decrece rapidamente a cero al
igual que la funcion de flujo.

1
I'-In 8
|III D -
ais T~ ¢ (-1 )

\ i T

\ / ~—_
0.4 el T

Y 'n Te—
0z .\'&\ | . 0.5 1 1.5 2 .5 3
. f
~_ |
I !
a) Funcién de Leclerc ¢.o(x) b) Flujo ®(z) = = cz.(x)

llustracion 29 Coeficiente de difusion dado por la funcion de Leclerc y su funcién de flujo.

Debido a que el flujo decrece rapidamente se puede intuir que el suavizado de la imagen
se realiza bastante rapido, como podemos observar en la ilustracion 30 el valor de K no
requiere ser muy alto para obtener un buen resultado, con solo K = 4 los resultados
obtenidos son buenos y se puede observar que para valores mayores como K =5y K =
10 se empieza a perder nitidez.

En comparacion con el procesamiento realizado con la funcién de Lorentz con este
coeficiente parece ser que los bordes se conservan menos y la imagen se difumina mucho
mas rapido, en el analisis al igual que en el caso anterior se usé cinco iteraciones con
diferentes valores de K, sin embargo, rapidamente se observa como con K = 5 la imagen
se suaviza hasta los bordes con lo cual se deja de generar una difusion anisotrGpica para
convertirse en una difusién isotrdpica, en la cual se van afectando también los bordes, asi
gue con este coeficiente el mejor resultado se obtiene al aplicar el valor de K = 4, en el

cual aun no se pierden los bordes y se disminuye el ruido considerablemente.
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a) Imagen procesada con K=1 b) Imagen procesada con K=2

c) Imagen procesada con K=3 d) Imagen procesada con K=4

e) Imagen procesada con K=5 f) Imagen procesada con K=10

llustracion 30 Procesamiento de la imagen usando el coeficiente de Leclerc

Coeficiente de Tsiotsios y Petrou
Este coeficiente se describe en [38] y se encuentra dado por la ecuacion (5.7)

x \2\ ]
erp () = 4067 (1 —~ (ﬂ) > ,  six<V5K, (5.7)

0, en otro caso.
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En este coeficiente como en los anteriores, se tiene en cuenta la funcién de flujo, el
pardmetro de umbral de gradiente o limite de difusién y el parametro de deteccién de

forma que mide el tiempo de parada del proceso iterativo.

Este coeficiente cumple en cierta forma las caracteristicas descritas por [31], ya que es
infinitamente diferenciable, tiende a cero cuando x tiende a infinito, y cuando x tiende a
cero la funcion tiende a 0,67 y ademas tiene un maximo en x = K, en la ilustracion 31
podemos observar el comportamiento del coeficiente de difusién y su funcién de flujo,
donde se puede inferir que a pesar que la difusion nos sea maxima dentro de las regiones

tiene un buen nivel de difusién, ya que lin(l) c(x) = 0,67, ademas también se puede ver
xX—

que la difusiéon no se aplica para valores mayores a V5K ya que la funcion después de

este valor es cero.

2

(11|: T :|

- 1]

K VE K

05 1

a) Funcién de Petrou cg(z). b) Flujo ®(z) = zea(x).

llustracién 31 Coeficiente de Tsiotsios y Petrou cp Y su flujo, recuperado de [31].

La ventaja de este coeficiente es que al tener un parametro que determina el limite en la
difusion se afecta solamente los pixeles que cumplen con el limite de difusion y de esta

forma los bordes se mantienen mucho mejor.

En la ilustracién 32 se puede observar que no hay cambios considerables en la imagen
para valores pequefios de K, pero en K = 20 y K = 40 la imagen empieza a suavizarse
bastante bien y ain se conserva los bordes, inclusive para K = 50 la difusién de la imagen
funciona bien, y ya para K = 60 la difusion es mucho mayor y se empieza a afectar los

bordes perdiéndose asi la nitidez, para valores ain mayores de 60 vemos que por ejemplo
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que para K =80 y K =100 la imagen va perdiendo nitidez en los bordes y se van

difuminando méas. En comparacién con los anteriores coeficientes el valor de K para el

cual se obtiene mejores resultados es K = 50, con el cual el limite de difusién es V5K =

111,80 asi no todos los pixeles son afectados, solo aquellos que estan por debajo de este

umbral.

a) Imagen procesada con K=5 b) Imagen procesada con K=10

c) Imagen procesada con K=20 d) Imagen procesada con K=40

e) Imagen procesada con K=50 f) Imagen procesada con K=60

g) Imagen procesada con K=80 h) Imagen procesada con K=100

llustracion 32 Imagen procesada con el Coeficiente de Tsiotsios y Petrou

Restauracién de imagenes a través del modelo de Perona y Malik



Angela Suarez Villota Master en Ingenieria Matematica y Computacidn

Aplicacion usando un nuevo coeficiente de difusion
Teniendo en cuenta que el coeficiente de difusién controla el flujo entre los pixeles de la
imagen, se trata de obtener un coeficiente que cumpla con las caracteristicas requeridas
para mantener los bordes o las fronteras de la imagen, con lo cual se plantea el coeficiente
de difusién
. /MX T .
c(x) = sm(7+z), six <K/2,
0, en otro caso.

Este coeficiente de difusion es infinitamente diferenciable, es decir que es €,y cumple

las condiciones

; —limsin (4T =
> }Cl_r%c(x)—}cl_rg51n(K +2)—1
» limc(x) =1lim0=0

X—00 x—0

Ademas, se puede observar en la ilustracion 33 gue el coeficiente propuesto es monétono

decreciente y la funcién de flujo ¢(x) = x c(x) donde x = |Vu,| tiene un maximo en R*.

0.8
0.8
cfx)

0.4

02

a

K/2 K/2
0.5

a) Coeficiente de difusion propuesto b) Funcidn de flujo ¢(x) = x c(x)

llustracion 33 Coeficiente de difusion propuesto y su funcion de flujo.

En la ilustracién 34 podemos observar que con este coeficiente de difusién se conserva
mucho mejor los bordes, y solo al tomar valores muy grandes de K como K =100y K =
120 se empieza perder nitidez en la imagen, en los valores para K =40 y K = 60 se
puede observar buenos resultados ya que aun se mantienen los bordes y la imagen se

ha mejorado considerablemente.
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a) Imagen procesada con K=5 b) Imagen procesada con K=10

c) Imagen procesada con K=20 d) Imagen procesada con K=40

e) Imagen procesada con K=60 f) Imagen procesada con K=80

g) Imagen procesada con K=100 h) Imagen procesada con K=120

llustracion 34. Imagen procesada con el coeficiente de difusion propuesto.
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5.3. Analisis de los resultados

A la hora de evaluar la calidad de una imagen procesada, se puede realizar de manera
subjetiva u objetiva, cuando se habla del andlisis subjetivo se refiere a la percepcion
humana ante el resultado obtenido en el procesamiento, que es basicamente lo que se
ha realizado en el analisis presentado al aplicar cada uno de los diferentes coeficientes
de difusién en el apartado 5.1 y 5.2, sin embargo con el propésito de obtener un analisis
mas objetivo de los resultados haremos una evaluacién usando diferentes métodos
propuestos por [39], estos métodos se utilizan principalmente para medir los impactos
técnicos en la calidad de la imagen. La evaluacion objetiva de las imagenes procesadas
se puede clasificar en tres categorias:

» Medicion de la calidad con referencia completa: Donde se compara la imagen
procesada con la imagen original sin distorsiones.

» Medicion de la calidad con referencia reducida: evalla la calidad de la imagen
procesada con algunas caracteristicas de la imagen original sin distorsiones.

» Medicion de la calidad sin referencia: es una tarea un poco mas complicada
gue las dos categorias anteriores debido a que se evalla la calidad Unicamente
con la imagen procesada ya que la imagen original sin distorsiones no se

encuentra disponible.

En nuestro caso la categoria en la cual podemos evaluar los resultados del procesamiento
de la imagen tomada sera la medicién sin referencia ya que no contamos con la imagen
original sin distorsiones, para este proceso Matlab cuenta con tres funciones que permiten
medir diferentes caracteristicas de las imagenes procesadas, entre las que se encuentra
la funcién brisque que evalla la calidad espacial de la imagen, esta funcion esta formada
por una base de datos de imagenes con distorsiones conocidas y a partir de estas hace
comparaciones con la imagen evaluada, un valor pequefio en la puntuacion dada por la
funcién corresponde a una buena calidad de la imagen, la funcién nige que trata de
evaluar la calidad de la imagen con cualquier tipo de distorsién, no utiliza puntuaciones
de calidad subjetivas por lo cual no tiene en cuenta si las percepciones de calidad son
perceptibles al ojo humano, la base de datos que utiliza son imagenes de escenas
naturales y al igual que con la funcion brisque una puntuacion pequefa indica mejor
calidad y por ultimo se tiene la funcion pige que evalla la calidad de las imagenes
basandose en la percepcion, evalia imagenes con distorsiéon arbitraria, y estima la
varianza de las regiones con distorsiones perceptibles. En [40] podemos observar una

descripcion mas detallada de estas funciones.
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Iniciaremos el analisis con el filtro gaussiano y luego se analizara cada uno de los

coeficientes presentados en el apartado anterior, para finalmente verificar cual de los

métodos genera un mejor procesamiento.

Para el andlisis usando el filtro gaussiano tomaremos el valor de ¢ = 2y diferentes

tamafios de mascara como en la ilustracion 21 ya que en esta se observan cambios

considerables en el procesamiento de la imagen

Tabla 1 Andlisis del filtro gaussiano con diferentes tamafios de mascara

ANALISIS DEL FILTRO GAUSSIANO ¢ = 2

Imagen Ta”laﬁo de Brisque Nige Pige
Procesada I, mascara
Uy 2X2 37.1966 5.7083 40.0671
U, 4x4 45.7834 5.5746 59.3352
Uz 6x6 49,5515 5.9451 78.4631
Uy 8x8 52.0624 6.5077 84.9692
Usg 10x10 53.0026 6.5834 86.5734

En la tabla 1 podemos observar que segun la prueba brisque y pige la imagen con mejor

calidad espacial y percepcién es la procesada con el filtro gaussiano de tamafio 2x2 y

o = 2y en cuanto a la prueba nige la mejor imagen es la procesada con el filtro gaussiano

de tamafio 4x4 y ¢ = 2.En la ilustracion 35 se puede observar las dos imagenes:

a. Imagen procesada con mascara de tamafio 2x2y ¢ = 2

llustracion 35 Imagenes procesadas con el filtro gaussiano

b. Imagen procesada con mascara de tamaiio 4xdy 0 = 2
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Ahora tomando un valor fijo en el tamafio de la mascara y cambiando el valor de o, en la
tabla 2 encontramos que si dejamos fijo el tamafio 3x3 que es el valor intermedio de los
tamafos que generaron mejores puntuaciones en las pruebas anteriores y tomamos
valores de la desviacién entre 1y 5, teniendo en cuenta la tabla 2, la imagen procesada
con mejores resultados es la procesada con ¢ = 1, la cual tuvo la mejor puntuacion con
la prueba brisque y Nige, aunque con la prueba pige la que mejor puntuacion obtuvo fue
la procesada con ¢ = 4, sin embargo, teniendo en cuenta las condiciones dadas por [41]
vemos que el puntaje obtenido en la prueba pige no es muy buena en comparacién con
los resultados obtenidos usando la prueba nige y brisque, en la ilustracion 36 se puede
observar visualmente los resultados del procesamiento de la imagen usando el filtro

gaussiano de tamafio 3x3 con los diferentes valores de desviacion.

a) Imagen original g

b) Imagen procesada con ¢ =1

c) Imagen procesada con o = 2 d) Imagen procesada con = 3

e) Imagen procesadacon o= 4 f) Imagen procesadacon o= 5

llustracién 36. Imagen procesada con el filtro Gaussiano de tamafio 3x3 y diferentes
valores de sigma
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Tabla 2. Analisis del filtro gaussiano con diferentes valores de desviacion.

ANALISIS DEL FILTRO GAUSSIANO 3x3

proltr:nei%?jr; I, Valor de o Brisque Nige Pige
Uq 1 32.5063 5.4170 52.0467
U, 2 39.3702 5.4199 50.6145
U3 3 40.3459 5.6325 50.6131
Uy 4 40.8311 5.7055 50.5944
Us 5 40.9781 5.7371 50.9304

Ahora evaluamos los resultados obtenidos con los diferentes coeficientes de difusién

planteados en el apartado 5.2 teniendo en cuenta los diferentes valores de K aplicados

en las ilustraciones 28, 30, 32, y 34. Iniciamos con el coeficiente de Lorentz, cuyos

resultados se presentan en la tabla 3, donde observamos que con el coeficiente de

Lorentz la imagen con mejores puntuaciones con la prueba de brisque y pige es la

procesada con K = 1, sin embargo, con la prueba de nige la imagen que obtuvo mejor

puntuacion es la

Tabla 3 Anélisis

procesada con K = 100.

del filtro con el coeficiente de Lorentz

ANALISIS DEL COEFICIENTE DADO POR LORENTZ
K Brisque Nige Pige
10 41.7226 6.5576 46.2839
20 49,3256 7.0103 60.5591
30 50.7316 6.9008 67.1613
40 49.8545 6.6986 70.5808
50 49.0801 6.6986 77.8853
100 50.3306 6.0805 77 .7990
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Ahora aplicando el andlisis usando el coeficiente de Leclerc obtenemos los resultados
presentados en la tabla 4, donde la imagen con mejor puntuacion es la procesada con
K=1 usando la prueba brisque y pige y la imagen procesada con K = 2 segun la prueba

nige.

Tabla 4 Andlisis del filtro con el coeficiente de Leclerc

ANALISIS CON EL COEFICIENTE DE LECLERC

K Brisque Nige Pige

1 15.1427 6.2982 40.2432
2 16.4435 6.1355 42.7499
3 44.5183 6.8275 51.8212
4 49.0911 6.8239 59.9391
5 49.3695 6.5043 66.9368
6 48.5991 6.2543 74.6655

Si ahora analizamos las imagenes procesadas usando el coeficiente de Tsiotsios Petrou
vemos en la tabla 5 que las imagenes con mejor puntuacion son la procesada con K = 10
segun las pruebas brisque y pige y K = 100 segun la prueba nige.

Tabla 5 Analisis del filtro con el coeficiente de Tsiotsios Petrou

ANALISIS CON EL COEFICIENTE DE TSIOTSIOS PETROU

K Brisque Nige Pige
5 29.3830 6.1220 42.3963
10 25.3499 6.6765 42.2764
20 44,3838 7.2790 50.0781
40 46.9227 6.9988 59.0508
50 46.7544 6.6080 61.1332
60 47.0765 6.2465 63.3770
80 49.0222 5.7923 68.0289
100 50.2067 5.6721 69.5541
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Y finalmente analizando el coeficiente de difusion propuesto en este trabajo vemos que
en la tabla 6 buenos resultados para la imagen procesada con K = 20 segln la prueba

brisque, K = 10 segun la prueba nige y K = 5 segun la prueba pige.

Tabla 6 Andlisis del filtro con el coeficiente propuesto.

ANALISIS CON EL COEFICIENTE PROPUESTO

K Brisque Nige Pige
5 10.2648 6.5559 10.2648
10 26.6023 6.0453 39.8311
20 9.6726 6.4903 42.8971
40 44,3162 7.9020 49.0684
60 50.0376 8.7882 53.8344
80 53.6136 8.8954 61.5441
100 54.2993 9.1063 66.2479
120 53.9141 9.1743 69.7445

Al comparar todos los resultados obtenidos, podemos ver en la tabla 7, que con la prueba
brisque la imagen que obtuvo mejor puntuacion fue la procesada con el coeficiente
propuesto y K = 20, con la prueba nige la que obtuvo mejor puntuacién es la procesada
con el filtro gaussiano de tamafo 3x3 y desviacion de ¢ = 1,y con la prueba pige la
imagen con mejor puntuacién es la procesada con el filtro propuesto y K = 5. Asi que
podemos concluir que el mejor filtro es el generado por el coeficiente propuesto al final
del apartado 5.2, sin embargo, los resultados obtenidos en este andlisis, el cual
representa una evaluacion objetiva de las imagenes, no tienen mucha relacién con el
analisis subjetivo que se realiz6 anteriormente, por lo cual podemos deducir que a pesar
de gue estos métodos de evaluacién tienen presente la varianza y la disposicién espacial
de la imagen, no tienen en cuenta las puntuaciones subjetivas en las que se analiza la
percepcion del ojo humano en lo referente a la calidad de la imagen, es por esto que en
la ilustracién 37 se muestra una comparacion visual de las mejores imagenes segun la
evaluacion objetiva y subjetiva, teniendo en cuanta el filtro gaussiano y en general los
filtros generados por el modelo de Perona y Malik con los diferentes coeficientes de

difusion presentados en el apartado 5.2, donde ademas se resaltan las imagenes que han
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obtenido mayor puntuacion en cada una de las pruebas aplicadas para evaluar la calidad
de estas de manera objetiva. Al analizar la ilustracion 37 podemos observar que la
mayoria de las imagenes que obtuvieron puntuaciones altas en la evaluacién objetiva no
perdieron brillo a excepcion de la imagen procesada con el coeficiente de Petrou y K=100
y la imagen procesada con el coeficiente de Lorentz y K=100, donde en ambos casos se
tomé un limite de difusion alto y por lo tanto la velocidad de difusion y el umbral de
suavidad es mucho mayor, sin embargo estas imagenes no hacen parte de las tres
imagenes con mayores puntuaciones en cada uno de las pruebas aplicadas. En el caso
de la prueba pige vemos que la imagen con mayor puntuacion fue la procesada con el
coeficiente propuesto al final del apartado 5.2 y K=5, en esta imagen no hay perdida de
brillo y ha conservado bastante bien los bordes, aunque se puede observar todavia un
poco de ruido, en la prueba nige la imagen que obtuvo mejor puntuacion fue la procesada
con el filtro gaussiano de tamafio 3x3 y ¢ = 1, en esta imagen no hay perdida de brillo
debido a que el valor de desviacién aplicada es pequefio y por lo tanto la varianza también
es pequenia, si el valor de la desviacion fuese mayor con este filtro la perdida de brillo se
genera rapidamente, y con la prueba brisque la imagen que obtuvo mejor puntuacién es
la procesada con el coeficiente propuesto y K=20 donde al igual que en el caso de K=5
no hay mayor pérdida de brillo y se ha conservado bastante bien los bordes de la imagen,
sin embargo en esta imagen se ha disminuido mucho mas el ruido que en el caso de la
imagen procesada con K=5 y en cuanto a la evaluacion subjetiva se puede observar que
para el filtro gaussiano con ¢ = 2 el analisis concuerda con la prueba nige en que la mejor
imagen es generada por el filtro de tamafio 4x4, ademas la evaluacion subjetiva también
concuerda con la prueba pige en que filtro gaussiano de tamafio 3x3 y ¢ = 4 es la mejor

imagen de esa serie donde se dejo fijo el tamafio y se varid la desviacion.

Tabla 7. Comparacion de los resultados obtenidos con los diferentes coeficientes.

COMPARACION DE RESULTADOS
Filtro Prueba brisque Prueba Nige Prueba Pige
Propiedad | Puntuacion | Propiedad | Puntuaciéon | Propiedad | Puntuaciéon

Gauss o = 2 T=2x2 37.1966 T=4x4 5.5746 T=2x2 40.0671
Gauss 3x3 c=1 32.5063 c=1 5.4170 =4 50.5944
Lorentz K=10 41.7226 K=100 6.0806 K=10 46.2839
Leclerc K=1 15.1427 K=2 6.1355 K=1 40.2432
Petrou K=10 25.3499 K=100 5.6721 K=10 42.2764
Propuesto K=20 9.6726 K=10 6.0453 K=5 10.2648
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PRUEBA BRISQUE PRUEBA NIQE PRUEBA PIQE EVALUACION SUBJETIVA

Tamaiio 2x2 Tamafio 4x4 Tamafio 2x2 Tamaiio 4x4

K=10 K=100 K=10 K=50

K=20 K=10

llustracion 37. Imagenes con mejores resultados en las pruebas objetivas y su
evaluacion subjetiva para cada filtro.
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Capitulo 6. Conclusiones y lineas futuras.

6.1. Conclusiones

Al comparar las imagenes de prueba podemos ver que, en el suavizado, usando la
solucién de la ecuacion de calor, intervienen dos variables importantes en el kernel
Gaussiano que son el tamafio de la mascara y el valor de sigma, puesto que al comparar
el suavizado de una imagen con diferentes sigmas y una mascara de tamafio fijo y el
suavizado con un valor de sigma fijo y mascaras de diferentes tamafios se ve que la
evolucién es similar (ver ilustraciones 20, 21 y 22), ademas teniendo en cuenta la
ilustracién 25 podemos observar que al aplicar la ecuaciéon de calor se migra informacion

de los pixeles a los pixeles méas cercanos homogenizando la superficie.

La ecuacion de calor como modelo matematico puede verse como un proceso de
evolucién a través del cual u(x, t) es transformada. Dentro de esta transformacion puede

analizarse la restauracion de imagenes y en particular el suavizado de estas.

En el caso en el que el coeficiente de difusion es igual a 1 se demostré como la ecuacion
) . d . . .
de calor resulté ser un caso particular del modelo a—?(t, x) = div(c(|Vu|?>)Vu) introducido

por Perona y Malink para el suavizado de imagenes, en el cual se produce una difusién

isotrépica.

El valor de ¢ del kernel Gaussiano esta relacionado con el tiempo por ¢ = /2t esto quiere

decir que a medida que el tiempo aumenta el valor de sigma también aumenta, pero en

. . 1 L x? ..
cambio el kernel Gaussiano dado por G, = Te 222*" tiende a cero lo que hace
(2mo?)2

gue las imagenes pierdan brillo.

La accién del kernel Gaussiano es la de un filtro paso-bajo que inhibe las altas frecuencias
(o las oscilaciones) en el dominio espacial permitiendo asi el suavizado de las imagenes.
En las im&genes de prueba se pudo comprobar que si la imagen elegida es de un alto
contenido frecuencial entonces el costo computacional es mayor respecto aquellas de

bajo contenido frecuencial.
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Al aplicar otros coeficientes de difusién en el modelo de Perona y Malik que generan una
difusién anisotrdpica, observamos mejoras en el procesamiento de la imagen ya que en
este tipo de difusion se conserva los bordes de laimagen y los resultados de la evaluacion
usando las funciones brisque, nige y pige muestran que el mejor coeficiente es el o =

1propuesto.

Al comparar la evaluacion subjetiva con la evaluacién objetiva se observa que estas
concuerdan en que la mejor restauracion es la realizada con el filtro gaussiano de tamafio
3x3y o =1y larealizada con el filtro gaussiano de tamafio 4x4 y ¢ = 2, sin embargo,
debido a que el filtro gaussiano genera una difusion isotrépica resulta mejor utilizar el filtro
propuesto en el apartado 5.2, el cual obtuvo la mejor evaluacion objetiva en las pruebas
brisque y pige.

En cuanto al aporte realizado al semillero de investigacion en aeronaves no tripuladas, se
han expuesto los mejores filtros (el filtro gaussiano y el filtro propuesto), teniendo en
cuenta la evaluacion objetiva y se ha optado por utilizar el filtro propuesto al final del
apartado 5.2 ya que este permite restaurar imagenes tomadas con drones, generando
una difusion anisotropica en la cual se conservan los bordes a diferencia del filtro
gaussiano en el que se genera una difusion isotrépica. Es asi como se obtiene una mejor
restauracion y en consecuencia un analisis correcto del entorno y las diferentes amenazas

gue podrian enfrentar las bases fijas del Ejercito Nacional.

6.2. Lineas futuras de trabajo

Luego de revisar la aplicacién de la ecuacion de calor en el procesamiento de imagenes
es posible continuar el estudio revisando los efectos sobre las imagenes usando otros
coeficientes de difusién con las condiciones descritas en [31] en los cuales se podria usar
otras funciones trigonométricas y exponenciales que permitan generar cambios en la

velocidad de difusion y en el limite de difusion.

Ademas, se podria trabajar en el sistema de evaluacion de imagenes sin referencia, en
el que se puede combinar la evaluacién objetiva con la evaluacion subjetiva, ya que los
actuales son buenos, pero no tienen en cuenta la percepcion visual subjetiva del humano,
asi que seria necesario generar un algoritmo que tuviese en cuenta estas dos

evaluaciones, esto se podria realizar usando redes neuronales en las cuales se genera
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un aprendizaje continuo de la identificacion de la calidad de las imagenes y su
restauracion.

Y por otra parte se podria trabajar en una aplicacion que permita generar el filtro
directamente en la cAmara instalada en el dron para asi tener resultados instantdneos en
el receptor de imagenes, de tal forma que se realice la restauracion de forma directa y el

analisis sea mucho mas sencillo.
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