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Resumen

Palabras Clave: Mecéanica Espacial, Trayectorias, Sistemas Dinamicos

En este trabajo se estudian las regiones de un campo vectorial que cumplen con la
condicién de ser estables para lograr que un satélite, alrededor de un planeta, se encuen-
tre en dicha zona. Para desarrollar los calculos necesarios se implementé un algoritmo,
que genera una malla de puntos, para resolver las ecuaciones del sistema de ecuaciones
diferenciales, que corresponden a las ecuaciones del movimiento.

Durante nuestro estudio se utiliza como marco de andlisis el problema restringido de
los tres cuerpos, considerando los planetas del Sistema Solar, los planetas junto a sus
satélites naturales, y el sistema extrasolar conocido como Trappist-1. Para cada uno de
estos sistemas, se identifican los puntos de estabilidad, inestabilidad y colisién con las
masas principales.

La implementacién del método numérico Runge Kutta de orden 6, junto al algoritmo
para determinar el error mediante el Hamiltoniano, implementado en la libreria Heyoka de
Python, han permitido obtener resultados satisfactorios, comprobando que los algoritmos

utilizados comprueban el comportamiento estable de los puntos identificados.
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Abstract

Keywords: Space Mechanics, Trajectories, Dynamic Systems

This topic are the study of the occasions to find which regions of a vector field can
make a satellite orbit around a planet finding a stable zone. To research the necessary
calculations, an algorithm was implemented that generates a mesh of stable points when
solving the system equations that correspond to the equations of motion.

During our study, the restricted problem of the three bodies is used as an analysis
framework, considering the planets of the Solar System, the planets together with their
natural satellites, and the extrasolar system known as Trappist-1. For each of these systems,
the points of stability, instability and collision with the main masses are identified.

The implementation of the Runge Kutta numerical method of order 6, together with the
algorithm to determine the error by means of the Hamiltonian, implemented in the Heyoka
Python library, have allowed obtaining satisfactory results, verifying that the algorithms

used verify the stable behavior of the identified points.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de la gravedad de Newton, dio inicio al estudio de la mecanica celeste, donde se
postularon diversas incognitas sobre el movimiento de los cuerpos celestes que interactian

bajo la ley de gravitaciéon universal.

En el ano 1.687 ya se habia resuelto el problema de dos cuerpos que se atraen gravi-
tacionalmente, lo cual capté un enorme atencién en el sistema Sol-Tierra-Luna, y hasta
el dia de hoy el problema de los tres cuerpos se ha convertido en uno de los méas antiguos

problemas de sistemas dindamicos.

Este nuevo campo de estudio permitié la comprension y el anélisis de varias aplicaciones

que han impactado la forma de comprender el universo.

Existen soluciones que se han encontrado para casos muy especiales, tenemos el caso
de Leonhard Euler, quien en 1.767 encontré una configuraciéon muy particular donde cada
una de las particulas describe una trayectoria eliptica respecto al centro de masas, esta
solucién funciona bajo la condiciéon de que las tres masas, o particulas, son colineales
y mantienen su posicién sobre una lniea recta; bajo esta condicién se puede obtener la
solucién analitica exacta del sistema. Cinco afios mas tarde, Joseph Lagrange descubrié
otra solucion periddica al problema de los tres cuerpos, en el cual la configuracién de
esos tres cuerpos, estan sobre un triangulo equildtero y, otra vez cada cuerpo se mueve
en una trayectoria eliptica pero siempre manteniendo una configuracion equilatera. Este
planteamiento, a simple vista aunque parece sencillo, es complejo y, su aplicaciéon puede

utilizarse para el calculo de las érbitas de satélites artificiales en regiones ideales.

El problema en términos generales, de nuestro caso de estudio se basa en las regiones

de estabilidad entorno a L4, su respectivo analisis se enfoca en el desarrollo matematico
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del problema restringido de los tres cuerpos.

Para nuestro estudio las soluciones particulares se sintentizan en los puntos de equilibrio
de un sistema de ecuaciones diferenciales, basado en el movimiento y, las leyes de la
gravedad.

En la seccién 2, se exponen los fundamentos teéricos y el desarrollo analitico de la
ubicacién de los puntos de equilibrio, de los cuales sabemos que existen cinco, los tres
primeros L1, L2 y L3, denotan las soluciones colineales encontradas por Euler; L4 y L5
son las soluciones triangulares encontradas por Lagrange. En conjunto, a estos cinco puntos
también se les conoce como puntos Lagrangianos.
En la seccion 3, se plantean los objetivos del presente estudio.
En la seccién 4, se expone la metodologia de trabajo utilizada. Se presentan los métodos
numéricos empleados, asi como la justificacién del método escogido.
En la secciéon nimero 5, se presenta el desarrollo del trabajo, junto al andlisis del estudio
sobre los sistemas: Solar, Planeta-Satélite Natural y Trappist 1.

Finalmente expondremos nuestros resultados que incluyen la posicién calculada de los

puntos de equilibrio en base a los parametros definidos para este caso particular.
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Capitulo 2

Contexto y Estado del Arte

Esta seccion se enfoca en dos partes, inicialmente se exponen las bases tedricas que
forman parte del andlisis en cuestién, y finalmente se incluyen algunos casos de aplicacién

practica, que son de interés para el estudio de la comunidad cientifica.

2.1. Principios Basicos de la Mecanica Clasica

Para describir el movimiento de un sistema mecéanico se utilizan varios modelos ma-

tematicos basados en diferentes “principios”: leyes del movimiento segin Isaac Newton.

2.1.1. Mecanica Newtoniana
Espacio, Tiempo, Movimiento

El espacio donde tiene lugar el movimiento, es tridimensional y euclidiano con una

orientacién fija. Denotado por E3. Se establece un punto 0 € E? llamado “origen de
referencia”. La posicién de cada punto s en E?3 estd determinada tinicamente por su vector
de posicién 05 = r (cuyo punto inicial es 0 y punto final es s). El conjunto de todos los
vectores de posicién, forma el espacio vectorial tridimensional R3.
El tiempo es unidimensional; se denota por t. El conjunto R = ¢ se llama eje del tiempo.
Un movimiento (o trayectoria) del punto s es un mapeo A — E3, donde A es un intervalo
del eje del tiempo. El movimiento estd definido en el intervalo A. Si el origen (punto 0)
es fijo, entonces cada movimiento estd determinado dnicamente por una funcién vectorial
uniforme 7 : A — R3.

La imagen del intervalo A bajo el mapeo t — r(t) se llama trayectoria u érbita del punto
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s.
La velocidad v del punto s en un instante ¢ € A es, por definicién, la derivada dr/dt = 7.
Se deduce que la velocidad es independiente de la eleccién del origen.

La aceleracién del punto es por definicién el vector a = © = & € R3. La velocidad y la
aceleracién se representan como vectores con punto su origen en el punto s.

El conjunto E3 también se denomina espacio de configuracion del punto s [I]. El par (s, v)
se denomina estado del punto, y el conjunto E3 x R3{v}, espacio de fase (o estado).
Considerando un caso mas general cuando hay n puntos s1, ..., s, moviéndose en el espacio
E3. El conjunto E3" = E3{s;} x --- x E3{s,} se denomina espacio de configuracién de
este sistema ”libre”. Si es necesario excluir las colisiones de los puntos, entonces se debe

disminuir £3" quitando de ella la unién de las diagonales [1]

AZU{S@IS]'}.

1<jJ
Sean (ry,--- ,ry) = r € R3" los vectores de posicién de los puntos s1, - - - , 8,. Un movimien-
to del sistema libre viene dado por funciones vectoriales suaves r(t) = (ri(¢),--- ,ra(t)).

Se define de manera similar la velocidad
V:I": (I"lf” ,I'n) = (V17"' ,Vn) ERgn

y la aceleracion

azfz(fl,---,i‘n):(al,---,an)eRS”

El conjunto E3" x R3"{v} se denomina espacio de fase (o estado) y el par (s,v), estado

del sistema.

Principio de determinacién de Newton-Laplace.

Este principio, afirma que el estado del sistema en cualquier momento fijo determina de
manera Unica todo su movimiento (tanto en el futuro como en el pasado) [I]. Conocido el
estado del sistema (rg,vp) en un instante ¢y. Entonces, segin el principio de determinacién,
el movimiento r(t),t € A < R;r (tg) = ro,70(t) = 79 = vo. En particular, es posible calcular
la aceleracién 7 en el instante t = ¢y. Entonces 7 (tg) = ag. Entonces 7 (t9) = f (to,70,70),
donde f es alguna funcién cuya existencia se sigue del principio de Newton-Laplace [1]. El

tiempo puede elegirse arbitrariamente, se tiene la ecuaciéon

i = f(t,r,7)
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para todo t. Esta ecuacion diferencial se llama ecuaciéon de movimiento o ecuacién de
Newton [I]. La existencia de la ecuacién de Newton (con una funcién vectorial uniforme
[ R{t} x R3{r} x R3{7} — R3" ) es equivalente al principio de determinacién. Esto se
sigue del teorema de existencia y unicidad en la teoria de las ecuaciones diferenciales. La
funcién f en las ecuaciones de Newton generalmente se determina de forma experimental.
La definicién de un sistema mecanico incluye especificar dicha funcién.

Las siguientes caracteristicas de movimiento son importantes en la dindamica del espacio

—

euclidiano orientado con un marco inercial fijo: p = mv - el impulso de un punto, k =

—

7 x = m(7 x ¥) - el momento angular (momento de momento), M = 7 x F - el momento

—2 , . . .
de fuerza (torque), T' = ™5~ - la energia cinética, I = mi? - el momento de inercia con

respecto al punto 0. Proposicién. Sean P = >Mpiy F = Zﬁ Entonces P = F. El punto
& = % se llama centro de masa. Se puede ver que la posiciéon del centro de masa es
independiente de la eleccién del origen de referencia. Corolario. El centro de masa de un

sistema cerrado se mueve de manera uniforme y rectilinea: £ =0

2.2. Planteamiento del Problema Restringido Circular de

los Tres Cuerpos:

Para celebrar el sexagésimo cumpleafnios del rey de Suecia y Noruega se establecio
un premio que se anuncié en una de las mads prestigiosas revistas matemadticas, Acta
Mathematica (vol 7 1885/1886). Esta competencia buscaba responder a la inquietante
pregunta sobre la estabilidad de nuestro sistema solar. El problema no fue resuelto, pero
el premio se otorgd en 1.889 al matematico francés Henri Poncairé [17] por descubrir y
sentar las bases de la teoria que describe el comportamiento cadtico en el problema de los
tres cuerpos.

Béasicamente este problema tiene que ver con una perspectiva generalizada de: ;Cémo
se mueve el sistema compuesto por el Sol, la Luna y la Tierra?. A partir de esta descripcién
general podemos considerar que los cuerpos son particulas puntuales con una determinada
masa, con fines de andlisis se puede modelar este problema restingido circular de los tres
cuerpos como aquel que describe el comportamiento de una particula sometida al campo
gravitacional de dos masas similares que giran alrededor de su centro de masas comun.

En este caso particular, el problema de los tres cuerpos, se considera que dos particulas

(lamadas mj y mg) estdn girando en una Orbita circular entorno al centro de masas
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comun. La tercera masa particula (mg) se considera despreciable (infinitesimal) respecto a
las otras. En este contexto la particula mg no influye en el campo gravitacional de ninguna
de las otras dos particulas, de hecho m3 queda sometida a la accién gravitacional de las
particulas principales. El problema en estudio “consiste en encontrar el movimiento de
la particula de masa ms sometida al campo gravitacional de dos particulas que giran en
érbitas circulares alrededor de su centro de masa.” (Gregorio, J., 2003). Considerando la
mecanica clasica Newtoniana, se puede definir la fuerza que ejercen mi y ms sobre msg,

Ccomao:
Gmimgpi  Gmamgpo

(2.1)
P} P

maay = —
Donde:

ay : aceleracién de mg respecto a un sistema inercial fijo
p1 : vector posicién respecto a mq

p3 @ vector posicién respecto a mo

r1 : norma de r{

r9 : norma de 73

G : constante gravitacional de Cavendish

Para analizar el comportamiento (z,y) de las particulas involucradas, se considera un
sistema de coordenadas cartesiano, x y y. El origen del sistema coincide con el centro de
masas, y sobre el eje z se ubican las masas mj1 y mo. No se considera desplazamiento en
el eje z, por ende, el andlisis se suscribe al plano.

Es necesario determinar las ecuaciones de movimiento en coordenadas cartesianas que
caracterizan el comportamiento de mg debido a la influencia de las otras dos particulas,
para esto primero se normaliza el sistema, considerando:

distancia d' = Ld,
/

velocidad s = Vs,

: ' _ T
tiempo ¢’ = 5-t,

donde L es la distancia entre los centros de m1 y ms, V es la velocidad orbital de m1, T es
el periodo orbital de m; y ms. Se estable un tnico parametro para el sistema, en funcién

de las masas m; y mo, llamado parametro de masa,

ma

po= = (2:2)

mi + meo

Estudio de regiones de estabilidad para Troyanos y otras particulas 6
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Figura 2.1: Ubicacion de las particulas en el espacio, con mg infinitesimal. Fuente: Propia.

Considerando que m; > mao, y aplicando el pardmetro de masa, se obtiene:

m=l-p y pp=up (2.3)

donde p € [0, %], por lo tanto p1 = po.Con estas consideraciones se puede obtener una

nueva representacién de la Figura que se presenta en la Figura Para saber si

y

.m3
(xy)
I’]f’l1 m
@ =
X
(-1,0,0) (1-4,0,0)

Figura 2.2: Posiciones de mj y mo en funcién de u. Fuente: Propia.

un problema de tres cuerpos, se puede abordar de forma restringida, se deben cumplir
ciertas condiciones: la particula pequena (no primaria) debe ser heliocéntrica, es decir, su
movimiento estd superditado a la accién gravitacional de m1, a la vez que debe estar ligada

a una particula mayor, de tal manera que se encuentren en el mismo plano orbital.
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2.3. Ecuaciones del movimiento

Se considera un marco referencial inercial X,Y, Z con origen en el centro de masa de
m1 y mg, como en la Figura donde el plano XY es el plano orbital de los primarios.
El conjunto de ejes z,y, 2z tienen el mismo origen, representado en la Figura y este
nuevo marco referencial se encuentra rotando con respecto al marco inercial XY Z con
una velocidad angular unitaria. El eje x se encuentra a lo largo de la linea de m; y mao, el
eje y perpendicular al eje x y en el plano del movimiento de las masas, el eje z es ortogonal

a estos dos.

N

mey

\ - x

mi

Figura 2.3: Marco referencial inercial y marco giratorio, el eje z coincide con el eje Z y no

se observan en la figua. Fuente: propia

Con esto se consigues que las masas tengan posiciones fijas con respecto al marco
referencial giratorio.
En unidades normalizadas se obtiene la siguiente transformacién de la posicién de la

particula entre los dos marcos referenciales:

X z
Y |=4 ] vy
VA z
Donde
cost —sint 0
Ay = sint cost 0
0 0 1
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La diferenciacién otorga la transformacion de las componentes de la velocidad a partir de

la rotacion respecto al marco inercial:

donde
0 1 0

J=| -1 0 0
0 00

Marco Referencial Giratorio En este nuevo sistema de coordenadas las posiciones de

m1 y me respectivamente, son

(xlvylazl) = (_M%O?O) y (1'2,1/2,22) = (Mlvovo)

En el marco inercial cuando ¢ = 0 se tienen las mismas coordenadas. En general, las

posiciones de m y mq para tiempos t respectivamente, son:
(X1,Y1,71) = (—pacost, —pugsint,0) (Xz,Ys, Z2) = (u1 cost, py sint, 0)

En la Figura se muestra el PCR3B en el marco referencial giratorio, donde my y mao
son posiciones fijas sobre el eje x, no se muesta el eje z, (x,y, z) son las coordenadas de la

posicién de P relativas a las posiciones de mi y mo

Potencial gravitacional El potencial gravitacional que experimenta la particula debido

a my y my (en unidades normalizadas) es

1
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o
(xy)
I’Il1 m
—. | O—x
(-11,0,0) (1-1,0,0)

Figura 2.4: Marco referencial giratorio del PSCBR, donde m; y ms tienen posiciones fijas

en el eje x. Fuente: propia

donde r; y 72 son las distancias de ms hasta m; y mo, respectivamente, dado por
r? = (X 4 pacost)® + (Y + pgsint)? + 22
3 = (X — pycost)® + (Y — pysint)? + 22
El tltimo término constante en la expresién de U se suma por convencién (Kolomaro [9]),

y no afectard las ecuaciones del movimiento.

Enfoque Newtoniano: Marco Referencial Inercial. En el marco inercial, las ecua-

ciones newtonianas del movimiento son
X=-Ux, Y=-Uy, 7Z=-Ugz

donde Ux, Uy y Uz son las derivadas parciales de U con respecto a X, Y, Z respectivamente.
Este sistema depende del tiempo. Se puede hacer una transformacién en las variables

(x,y, z) con el siguiente procedimiento

Enfoque Lagrangiano: Marco Inercial. Considere las ecuaciones de Euler-Lagrange

dob oL _
dtog — of

donde el sistema mecanico se describe mediante coordenadas generalizadas (q!,...q").
Por lo general, se define el Lagrangiano L como la diferencia entre su energia cinética y su
energia potencial.

En el marco inercial, el Lagrangiano £ estd dada por

o 1/ e o
LY. 2.X.Y,2,1) = 5 <X2,Y2,Zz> CUX,Y, Z,1)
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Enfoque Lagrangiano: Marco Giratorio. En el marco giratorio, el Lagrangiano L

estd dado por
I ©oe N 1 N2 . 2 2\ U
(x7yazvxay7z)_ 2(( y) +(y+$> +z ) (m,y,z)

Luego, el lagrangiano en este marco es independiente del tiempo, lo que simplifica el andlisis
de soluciones.

Obtenemos la féormula para L reescribiendo la energia cinética y la energia potencial del
marco inercial Lagrangiano £ en coordenadas del marco giratorio. De la ecuacién , la
energia cinética es

%<X2+Y2+Z'2> = (@—y)?+ @ +x)*+2?)

N

Ademis, desde que las distancias r1 y 79 son invariantes bajo rotacién, la energia potencial

gravitacional es

1
Ulr,y,2) = —— —— — = [ 2, (2.6)

donde 71 y ro se expresan en coordenadas giratorias

r? = (x+ p2)® +y + 22,

3 = (z—m)’ +y*+ 22

La teoria de los sistemas en movimiento dice que se pueden escribir las ecuaciones de Euler-
Lagrange en el marco giratorio y se obtendran las ecuaciones correctas. En el presente caso,

las ecuaciones de Euler-Lagrange estan dadas por

d . .
—(t—y)=y+zx—U,,

d
S +a) =~ —y) U
dty r)=—T—-Yy z5
d
—i=-U,
dt”

con

p(z + p2) N po(z — p1)

U, =
3 3 )
T T3
1Y 2Y
Uy :M3 ,u3 )
1 T9
Mz H2z
UVe="%+"3
1 T3
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Los subindices denotan las derivadas parciales. Se obtiene

i—2y=-U,
ii+2i= -0, 2.7)
3 =-U,
donde U dado por
U(,y) (2* +9%) + U(z,y,2)
7 L o 2 pr op2 1
Ulz,y) = —5 (2° +y )—E—E—yﬂm, (2.8)
1 2 2 Hr o p2
—5 (erl + ,U/27'2) - E - E (29)

es el potencial aumentado o efectivo. La version plana de (2.7) se puede obtener

estableciendo z = 2 = 0.

Enfoque Hamiltoniano: marco giratorio. Siempre que se tiene un sistema Lagran-
giano, es posible transformarlo a la forma Hamiltoniana por medio de la transformacién

de Legendre:
oL -
Pi= 3 (¢',p) szq—L ¢ ,pi)

para obtener las ecuaciones en forma Hamiltoniana:

%)

oH . 0H
§ = .

o T o

En este caso, La transformacién de Legendre estd dada por:

oL .
pm:$:$*y
oL -
Py=—=-=Yyr2=x
Y ay
L
P=="5; =

y asi la funcién Hamiltoniana es

H (2,9, 2, Dz Dy, Dz) = D2k + Dyl + P22 — L

1

=3 <(px +9)? + (p, — x)? +p§> + U, (2.10)

donde p;, py, y p- son los momentos conjugados de x, y y z, respectivamente. Por lo tanto,

las ecuaciones Hamiltonianas estan dadas por:

Estudio de regiones de estabilidad para Troyanos y otras particulas
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. OH N
= =" =Dz 5
E p Yy
. O0H
y=-—=py—z,
Opy Y
. OH
z = :p27
Op= (2.11)
i oH _
px:_aix:py_x_Ux
. oH ~
Py=—5—="DPe—Yy—Uy,
Yy ay )
0H

bz = _g =-U,

Tanto la forma lagrangiana como la hamiltoniana de las ecuaciones en coordenadas gi-
ratorias (z,y, z) dan un sistema independiente del tiempo. Visto como un sistema dindmi-
co, es un sistema dindmico en un espacio de fase de seis dimensiones, (x,y, z,2,9,2) 0
(x,y, 2, Pz, Dy, P») son subconjuntos de RS que excluyen las singularidades en las posicio-

nes de los primarios.

La Energia Total y la Constante de Jacobi. Dado que las ecuaciones de movimiento
del CR3BP ([2.11)) son Hamiltonianas e independientes del tiempo, tienen una energia total
de movimiento. Se utiliza el simbolo H cuando se considera la energia en funcién de las
posiciones y los momentos, como en , y E cuando se considera en funcion de las

posiciones y velocidades,

(x'2 + 9%+ 732) +U(z,y, 2) (2.12)

N

E(xvyvftuyuz") =

Fisicamente, la medicién de la posicién y la velocidad de la particula en los marcos de
referencia inercial o giratorio determina el valor de la energia asociada con el movimiento
de la particula.

Las comunidades de mecanica celeste y astronomia dindmica utilizan —2E, que se denomina

integral de Jacobi y estd dada por
Cx,y,z,@,9,2) = — (&* + 9% + %) — 20 (2.13)

Por lo general, la existencia de la integral de Jacobi se deriva directamente de las ecuaciones
de movimiento (2.7). El célculo es directo

i .9 .9 22\ e .. ...

o (2% 4+ 97 + 2%) = 2(22 + gy + 22)

= [ (2 02) +9 (20— 0) + £ (~0.)] = 2. (-0)
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entonces
d d —
—C=—(—(@®+9°+2*) —20) =0
0 =2 (= (@ +9°+2) - 20)
Se emplean los términos “energia”, “ energia total ”, “integral de Jacobi” y “constante

de Jacobi” para referirse al mismo concepto: la integral mas importante que determina el
movimiento de la particula. En general, no hay otras integrales que restrinjan el movimiento

de la particula, lo que hace que PCR3BP no sea un problema integrable.

2.4. Superficie de energia y zonas de movimiento posible

El problema restringido de los tres cuerpos, se puede abordar desde las leyes de Kepler.
Para ser vélido, segtin Kolomaro [9], se establece que my + mg es igual a uno; la separacién
entre las masas, es constante; el periodo orbital de m; y mo alrededor de su centro de masas

debe ser 27, y la constate universal de gravedad G = 1. Considerando el parrafo anterior,

1

—354, donde a es el semieje mayor de la elipse

se tiene que la energifa de Kepler, Ex,), =
descrita por la érbita de la particula de prueba alrededor del cuerpo de mayor masa. Se
pueden plantear dos posible escenarios para el espacio de fases posibles para la particula

de prueba:

» Egep < 0: se obtienen drbitas elipticas y circulares.

s Ekep > 0: se obtienen érbitas hiperbélicas que van desde y hacia el infinito

Existe un tercer caso, que es critico, se presenta cuando Ej., = 0. Esta situacion
provoca la obtencién de érbitas parabdlicas no limitadas. Circunscribiéndolo al problema
de Kepler, se tiene un espacio de fase en cuatro dimensiones, correspondiendo dos coor-
denadas a la posicién, y las otras dos a las velocidades respectivas. En [9], se define la
“superficie de energia”, que corresponde al conjunto tridimensional en el espacio de fase
tetradimensional. De forma tal, que permite visualizar el espacio fase formado por capas,
donde capa capa corresponde a un cierto valor de energia. “Se dice que las superficies
de energia folian el espacio de fase”. En el problema restringido de los tres cuerpos, se

considera que z = Z = 0. Ademads de aplicar la integral de Jacobi.

Superficies de energia. Al igualar la integral de energia (2.12]) con una constante, por

ejemplo e, se obtiene la superficie de energia M, dada por:
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M(M,C) = {(x7y7:t7y) | E(az,y,y'c,g)) = 6} (214)

Al considerar u constante, para un cierto valor de e, la superficie de energia M (pu,€)

es parte de una superficie tridimensional insertada en el espacio de fase tetradimensional.

Esfera de Hill. La Region de Posible Movimiento. Al proyectar la superficie de
energia sobre el marco giratorio, en el plano xy, se obtiene la regiéon de posible movimiento
para una particula, ubicdndose entre los puntos de Lagrange L1 y Lo. Se sabe que M(u, e)
corresponde a la superficie de energia, pero en la esfera de Hill, o regién de Hill, en el
limite de esta curva la velocidad de la partéula es cero. Si se considera una proyeccién de

la superficie de energia, en el espacio de posicién, se puede expresar como:

M(p,e) = {(z,y) | U(z,y) < e} (2.15)

Curvas de velocidad cero. Los limites de la esfera de Hill. En estos puntos la
energia cinética se hace cero, debido a la que la velocidad v = \/m , desaparece. Al
analizar la ecuacién , se puede deducir que la particula sélo puede moverse donde
la energia cinética es positiva. En la regién donde la energia cinética es negativa, no es
posible el movimiento de la particula, y se le llama reino prohibido. Se debe tener presente

que la energia total, F, estd dada por:

.. 1, . ) . _
E = (z,y,i,7,2) = §($2 +97+ %) + Uz, y, 2) (2.16)

Al considerar que la energia total es constante, se puede establecer E(z,y, 2,9, 2) = e.
Esto es equivalente a fijar una altura en el gréafico de potencial efectivo, U(x,y), tal como

se muestra en la Figura [2.5] De dicha imagen se deduce que:

= Alrededor de mq o mo se tiene un minimo local de energia potencial, llamado Pozo

de potencial.

= Al alejarse de my 0 mo, que domina el término correspondiente a la fuerza centrifuga.

Esto se aprecia en la ecuacién (2.8])

= Aplicando célculo multivariable, se determinan cinco puntos criticos donde la pen-
diente es cero: tres puntos de silla, a lo largo del eje x y dos puntos simétricos fuera

de dicho eje. Estos son los puntos etiquetados como L; = 1,...,5, en la Figura|2.5
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= Se pueden definir cinco casos, en términos del valor de la energia total, Sea E; de

una paricula en reposo en L;. Se considera que F5 = E4 > E3 > Es > Fj.

- - -

Figura 2.5: Gréfica del potencial efectivo U(x,y) para p = 0,3. Los puntos criticos corres-

ponden a L;,i = 1,...,5. Fuente: Propia

Los cinco casos de energia en la region de Hill. En la ecuacion ,se puede
identificar que existen cinco configuraciones basicas para la regién de Hill, considerando
un p dado, con sus correspondientes intervalos de energia e. Para mayor comprension los
andlisis se realizaran sobre la Figura Las zonas blancas, son las regiones de Hill, y las

sombreadas son el reino prohibido.

= Caso 1. F < Ej: Sila energia esta por debajo de Fq, la particula no se puede mover

entre los reinos alrededor de m; y ms.

s Caso 2. ] < E < Es: En este caso se abre un pasillo entre los reinos de mj y mao,
permitiendo que la particula se mueva libremente entre ambas zonas.
s Caso 3. Fy < Ej3: Una vez superado el valor de Es se crea una salida por Lo,
posibilitando que la particula se mueva hacia el reino prohibido.
3

» Caso 4. B3 < F < —5 = FE4 = Ej5.: La particula e puede mover libremente través

del reino de mq, debido al pasillo creado en Lg.
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= Caso 5. —% < FE: El reino prohibido desaparece, permitiendo que a particula se

mueva libremente por todo el plano = — y.

Caso1:E<E, Casos5:E<E,

Caso2:E<E<E, Caso 4:E,<E<E.

Figura 2.6: Reinos de movimiento posible. Las curvas de velocidad cero para cinco
valores de energia, se muestran en el plano x — y para p = 0,3. La zona blanca de estas
curvas son accesibles por la particula, P, para un valor de energia dado, F = e. La parte
del plano x — y que estd sombreada es inaccesible para una energia dada y se conoce
como el reino prohibido. El reino accesible mas externo, conocido como el reino exterior,
se extiende hasta el infinito. En el quinto caso (e), el reino prohibido se desvanece y es

posible el movimiento en todo el plano = — y. Fuente: Propia

Reinos de movimiento posible. En la Figura[2.6]se pueden definir los reinos existen-
tes. En el Caso 1, la region que rodea a mj se conoce como reino interior, o reino de my.
La region pequenia que acompaia a mag, es el reino de mo. La exterior que se encuentra
fuera de los reinos mj y mao, se llama reino exterior. Este estudio se centra en el Caso 3,
pero ocasionalmente se refiere al Caso 2. Los valores de energia para u pequenos se pueden
obtener sin mayores inconvenientes. La Figura representa graficamente los valores de

E; en funcién de p.
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o e=Es =E5=-3/2  Casol

-1.55
-1.60
-1.65
-1.70
-1.75

e = Valor de la energia integral E

-1.80

_Caso_5

0 A O I P O
TR o o o O

K = Parametro de masa

-1.85

Figura 2.7: Los gréficos de E; como funcién de p dividen el plano p-e en los cinco casos
de movimiento posible. Las regiones de Hill para los casos 1 a 4 se muestran en la Figura

@ Fuente: Propia

2.5. Ubicacién de los puntos de equilibrio

Las ecuaciones que describen el movimiento del problema restringido de los tres cuer-

pos, quedan expresadas de la forma:

(2.17)

Uy = —20; — Uy

Para obtener los puntos criticos del sistema, se deben hacer cero los términos del lado
derecho del sistema dindmico dado por la ecuacion .Se puede deducir que en el
espacio (z, ¥, vy, vy) los puntos de equilibrio son de la forma (z, ye, 0,0). Donde los puntos
(Ze, Ye), corresponden a los puntos criticos de la Figura El problema restringido de los
tres cuerpos, admite cinco soluciones para sus puntos de equilibrio, que se muestran en la
Figura [2.8|

Como se describié, el PCR3BP admite cinco soluciones de punto de equilibrio, las

cuales se muestran en la Figura 2.8
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= 0.5
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b
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-1 05 0o 0.5 1
Xx (Marco de rotacion)

Figura 2.8: Puntos de equilibrio del problema restringido de tres cuerpos en el plano x —y

del marco rotacional con el movimiento medio de la érbita de m; y mo. Fuente: Propia

= tres equilibrios colineales en el eje x, llamados L1, Lo, L3; y
= dos puntos equilateros llamados Ly, Ls.

Estos puntos de equilibrio se pueden encontrar de la siguiente manera.

Los Puntos Equilateros. Primero, se buscan soluciones que no estén en la linea que

une las primarias, es decir, y # 0. Usando las distancias r1,ro como variables y la relacién

2 +y? = (1= p)ri + pr3 — p(l — p)

se tiene que U se puede escribir como

- 1 1 1-—
—U (r1,1m2) = 5(1—M)T%+§W%+Tﬂ+%

Usando la regla de la cadena, es sencillo mostrar que si y # 0, entonces U(r1,12) y U(x,y)

tienen los mismos puntos criticos.

- _0ry - Ore - x4+p - xz—(1—p)
Ve =Ungy tUnp, =Un T T2 B
~ ~ o0ry = Ors Yy =y
uv,=U0,,—+U,,—=U,,~+U,,~— =0

Yy 1 y + 2 ay 17,_1 + 2T2

Estudio de regiones de estabilidad para Troyanos y otras particulas 19



R. Medina, P. Rojas, C. Romero Master en Ingenieria Matematica y Computacién

Resolviendo el siguiente sistema, se obtiene la solucion nica ri=ry=1.

O:_U’r‘l _MTQ_%
T3
0= _Urz =(1—pr — ( _QM)
T3

Graficamente esta solucién se encuentra en el vértice del triangulo equilatero cuya base es
el segmento de recta que une las masas primarias, m; y mo. Por convencién, L4 se ubica en
el semiplano superior, mientras que L5 se posiciona en el semiplano inferior. Estos puntos

se encuentran 60° por detrds de mo, y 60° pordelante de m;.

Los puntos colineales. A lo largo del eje x, se ubican los puntos Lq, Lo y L3, los cuales
son colineales. Para este caso el potencial efectivo queda definido como
3 L 9 L—p K

U(z,0) = —=a? — -
@0 = =% iy e—1l+g]

Se pueden obtener tres puntos criticos para U(m, 0), que corresponden a:

(i)(—OO, _:u)v (ii>(_,u7 1- M)? (2”)(1 - M OO)

Al determinar la segunda derivada de U, se puede apreciar que siempre es negativa y

U(x,0) es concava en cada intervalo.

d*U 1—
@) =1t R
[z +pl® z—1+p|

La Figura es un bosquejo de la grafica de U(z,0)

Localizacién de los puntos colineales de equilibrio. Para determinar los maximos
de U(x,0), se deben obtener las soluciones para %U (x,0) = 0. La distancia més corta

entre L1 y Lo estd dada por la solucién positiva de la ecuacién:

PFEG— Y + B =20 — 2+ 2uy — =0 (2.18)

donde el signo superior es para 1 y el inferior para ~». La distancia entre L3 y el primario
mayor, se puede obtener de 3

Segiin Kolomaro[9], se han buscado formas de representar las soluciones en términos
de series, sin buenos resultados. Sin embargo, basta considerar las siguientes, para el caso

del presente estudio.
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-1.5 1
20|
2.5
U (x,0) 30}
35¢
4.0 |
-4.5 |

2 -5 -1 -05 0 05 1 15 2
X
Figura 2.9: La linea sélida es la interseccién de U(x, 0) en la Figura con el plano definido
por y = 0. En las ubicaciones x de mq y mao, la funciéon se sumerge en —o0. Los maximos
de U(z,0) corresponden a los puntos de equilibrio colineal inestable L1, L2 y L3. Fuente:

propia

1
Y1 =Th <1 — =Tp — §?“;2L + .. > (2.19)

1
Yo =T (1 + orh — §r;2l + .. > (2.20)

1
donde rh:(%) 3 es el radio de la esfera de Hill. La ecuacion (2.18) puede ser resuelta

mediante métodos numéricos, utilizando Newton.

2.6. Linealizacion cerca de los Equilibrios Colineales

Se estudia el comportamiento de las trayectorias de las particulas cerca de los dos
puntos de libracién L1 y L, que se encuentran a ambos lados de mso a lo largo del eje z.
Particularmente es de interés el caso de particulas que tienen una energia justo por encima
de la del punto critico Lo, es decir, £ > E2 en el caso 3.

Como se muestra en la Figura la regién de posible movimiento para el caso 3 contiene

un cuello alrededor de cada punto de liberacién. Asi, una particula que comienza en el
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reino exterior puede pasar a través del cuello alrededor de Ly al reino msy, v luego pasar a
través del cuello alrededor de L al reino mi, y asi sucesivamente.

El objetivo de las préximas secciones es describir la geometria de las trayectorias en las
regiones del cuello. Considerando las ecuaciones de movimiento linealizadas cerca del pun-
to de equilibrio dentro de la regién del cuello. En virtud de la generalizacion de Moser
de un teorema de Lyapunov, todos los resultados cualitativos de tal discusién se trasla-
dan a las ecuaciones no lineales completas. En las siguientes secciones, se utiliza L para
indicar Ly o Ls. Ademds, para una energia fija E, considere una vecindad de L en la
superficie de energia, cuyas proyecciones espaciales de posiciéon son las regiones de cue-
llo descritas anteriormente. Esta es la region de equilibrio y se denota por superficie de
energia. Enfoque hamiltoniano. Para encontrar las ecuaciones linealizadas alrededor del
punto de liberacién colineal L con coordenadas (x¢,Ye, Te,Ye) = (x¢,0,0,0), se necesi-
tan los términos cuadraticos del Hamiltoniano H en la ecuacién como desarrollado
sobre (Ze,Ye, PTe, PYe) = (e, 0,0,z¢). Después de hacer un cambio de coordenadas con
(2¢,0,0,z.) como origen, estos términos cuadraticos forman la funcién hamiltoniana para

las ecuaciones linealizadas, que llamaremos H;.

1
H;, = 3 [(px + y)2 + (py — x)2 —azr’ + by2] , (2.21)

donde a y b estan definidos por a =25+ 1,yb = 2 — 1 y donde

o= plze =1+ p 2+ (1= p) ze + p 2.

Se puede demostrar que tanto a como b son constantes positivas.

Un breve cdlculo da las ecuaciones linealizadas en la forma Hamiltoniana.

. oH;
T = . Pz + Y,
Pz
. 0H;
Y= —=DPy— 7,
0
payHl (2.22)
Dy = s =py — T+ ax,
. o0H,; b
p = —n— = — —_ [— .
Y oy Pz —Y Y

Enfoque Lagrangiano. Usando la transformacion inversa de Legendre:

Vg =Pz + YrVz = Pz — T,
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donde v, v, corresponden a la velocidad en el sistema de coordenadas rotatorio, se obtie-

nen las ecuaciones linealizadas en el Lagrangiano para

(2.23)
Vg = 20y + ax

Uy = —2v; — by

que es la linealizacién de las ecuaciones ([2.8]) alrededor del punto de equilibrio (z, 0,0, 0).
La integral H; de (2.21]) ahora aparece como
L 9 2 2 2

E; = 3 (vz + vy — ax” + by ) (2.24)
que corresponde a la integral de energia E del problema restringido. Nétese que la superficie
cero de la integral F; corresponde a la superficie de energia que pasa por el punto de
liberacién. Por lo tanto, se estudian las soluciones de las ecuaciones (2.23)) en la superficie
E;1 = € > 0 que corresponde al caso donde la regiéon de Hill contiene un cuello alrededor

del punto de liberacién.

2.7. Geometria de Soluciones cerca del equilibrio

Analizando las ecuaciones linealizadas (2.23|) es posible encontrar los valores propios
del sistema lineal que tienen la forma FA y Fiv, donde A y v son constantes positivas. Los

vectores propios se describen de la siguiente forma:

I

1,—o,\,—Ao)

1,0,=\, —Xo)

(
(
(1, —iT, iv,v7)
(

U1
U2
wy
wa

1,41, —iv,vT)

Donde o y 7 son constantes con o >0y 7 <0
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Valores Propios Para poder determinar los valores propios de las ecuaciones linealiza-

das (2.23), se determina el polinomio caracteristico de:

8
o
o
—
(e}
8
8

vy | 0 0 0 1 v o|_ y y |
Vg a 0 0 2 Vg Vg
Uyy 0 -b -2 0 Uy Uy
es dado por
p(B) = B* + (2— )8 + (1+ i — 20°) (2.25)

Sea a = 32, podemos identificar las siguientes raices de p = ()

i—2+ /9% — 8fu az:ﬁ—2—«/9ﬁ2—8ﬂ (2.26)
2 ’ 2 '

a1 =

Observando que el dltimo término de p = (a) = 0 es igual a —ab que es negativo, esta
ecuacién cuadratica debe tener raiz positiva y una negativa. Entonces, se tiene a3 > 0 y
ag < 0. Por lo que los valores propios de las ecuaciones linealizadas son de la forma +\ y

+iv , donde A = /a1 y v = \/as.

Vectores Propios Seawv = (ki, k2, k3, k4) un vector propio de las ecuaciones linealizadas.

Si 8 es un valor propio, entonces Av = Bv y se tienen las siguientes relaciones:
ks = Bk, aki + 2ky = Bk3

k4 = Bk, —bko — 2k3 = Bky

Se puede observar que k1 # 0 , de lo contrario ks = k3 = k4 = 0 y v = 0. Por lo tanto, k1
puede tomarse como 1 y las ecuaciones que relacionan los componentes de v indican que

v puede tener la siguiente forma:

v = (17k2767/8k2)7

a+2(B)=p% —bky—28 = ks
Primero sea 5 = A y despues § = —\ para obtener
Uy = (1, k?g, )\, )\kig)

ug = (1, kh, —\, —Akb)
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donde
a+ 2\kg = \2
—bky — 2\ = Ak
a—20kh = \?
—bkh 4 2\ = N2k
De la primera y la segunda ecuacién se prueba que ko = —kb, y denotando kf = o, se tiene
2\
=——>0
7T N0
De manera similar, tomando 5 = A, luego 8 = — A\, se obtiene
uy = (1, —io,iv,vr), w = (1,i0, —iv,vT),
donde

2 +a
=— 0
; <2V >>

Vectores propios como ejes para un nuevo sistema de coordenadas. Para com-
prender mejor la estructura de la érbita en el espacio de fase, se hace un cambio lineal
de coordenadas con los vectores propios, ui, ug, wi, ws, como los ejes del nuevo sistema.
Usando las nuevas coordenadas correspondientes (€, 1, (1, (2), las ecuaciones diferenciales

asumen la forma simple

£ = XS,
n=—An,
(2.27)
G1 = vy,
(=,
y la funcién de energia (2.23)) se convierte en
v
B =Mn+ 5 (G +G)- (2.28)
Las soluciones de las ecuaciones ([2.27)) se pueden escribir convenientemente como
£(t) = €%,
n(t) = n’e ™, (2.29)

((t) = Gu(t) +iGa(t) = (O™,
Estas ecuaciones linealizadas admiten integrales ademas de la funcién de energia (2.28));

a saber, las funciones 7€ y [¢|? = ¢ + (2 son constantes a lo largo de las soluciones.
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Espacio de fase de la region de equilibrio. Para ¢ y ¢ positivos, la region R, que

estd determinada por

Ey=¢, and |n—¢| <c, (2.30)
que es homeomorfo al producto de dos esferas y un intervalo; es decir, para cada valor fijo
de n en el intervalo I = [—¢, c], la ecuacién E; = ¢ determina la doble esfera

A A
SO+ + S (GG =e+ T— 2

La esfera limite de R para la que n — & = —c se llamara ni, y aquella donde n — £ = ¢,
ny (ver Figura . Se llama ecuador al conjunto de puntos en cada esfera limite donde
n+ & =0, y los conjuntos donde n + & > 0 o n + £ < 0 se denominaran hemisferios
norte y sur, respectivamente. y la funcién de energia se convierten en las soluciones de las

ecuaciones.

Flujo de las Regiones de Equilibrio Para analizar el flujo en R simplemente se
consideran las proyecciones en el plano 7 — ¢ y ( , respectivamente. En el primer caso se
observa la imagen estdndar de un punto critico inestable, y en el segundo de un centro. La
Figura ilustra esquematicamente el flujo en el plano n — €. Los ejes estan inclinados

45° para corresponder a la direccion del flujo.

n

(a) (b)

Figura 2.10: Gréfica de la proyeccién del plano n—e (a) Regién de equilibrio (b) Trayectorias

adicionales etiquetadas con el subindice T;;

Representacién de las regiones de Equilibrio de McGehee Entre los afios 1.968 y

1.969 se propuso una representacion para visualizar la regién de equilibro, la cual se denota
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como R asumiendo que R es homeomorfo a S? * I. Se puede observar la representacién

esférica en la Figura [2.11

— Lyapunov
orbit,1

(a) (b)

Figura 2.11: Grafica de la representacién de las regiones de equilibrio de McGehee (a) La

seccién transversal o dentro de la regién (b) Representacion del flujo dentro de la region.

2.8. Asteroides Troyanos

Maximilian Franz Joseph Cornelius Wolf, Max Wolf, fue un prodigio en la bisqueda
de asteoriodes a través de la fotografia. Es asi cémo en los inicios de 1.906 ayudo a tener
otra mirada respecto al Sistema Solar.

Wolf en 1.890 declaré que planeaba utilizar la fotografia de campo amplio para descu-
brir nuevos asteroides. Ademés fue la primera persona en utilizar el “comparador estéreo” que
permittia ver dos fotografias del cielo a la vez.

El 22 de febrero de 1906 [10] descubrié un asteoride que tenfa un dérbita inusualmente
extrana. A diferencia de otros asteroides, en este caso el cuerpo celeste siguié a Jupiter,
pareciendo que estaba atrapado por la gravedad del planeta alrededor del Sol. El astréno-
mo Adolf Berberich pudo comprobar que el asteroide se encontraba 60° por delante de
Jupiter. Esto llevé a los investigadores, incluido Carl Charlier [11], recordar que mucho
antes Joseph-Louis Lagrange lo habia predicho. El argumento de Lagrange era que si un
cuerpo pequeno (asteroide) se colocaba en uno de los dos puntos estables de la 6rbita de un
planeta alrededor del Sol (Puntos de Lagrange L4 y L5), el cuerpo menor permaneceria es-

tacionario desde la perspectiva del planeta debido a las fuerzas gravitacionales de las masas
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mayores, planeta y Sol. Gracias a las fotografias de Wolf y las observaciones de Charlier,
se tenian datos empiricos de lo mencionado por Lagrange. Se establecié que el asteroide
fotografiado por Wolf, se encontraba en el punto L4. Posteriormente, se descubrieron otros
dos asteroides de caracteristicas similares.

El descubrimiento de estos tres asteroides, ubicados en los puntos de Lagrange, llevd
al astrénomo Johann Palisa [10] llamarlos con los nombres de Aquiles, Patroclo y Héctor,
personajes de la Iliada.

En la medida que los astrénomos descubrieron asteroides escondidos en los puntos de
Lagrange, se referian a ellos como Asteroides Troyanos, reservandose los nombres de ”La
Iliada”, para los troyanos de Jupiter. Tiempo después se acordo llamar a los asteroides en
L4 con caracteres griegos y los asteroides en L5 con caracteres troyanos.

Desde que Lagrange en 1.772 hizo referencia a estos cuerpos celestes que actualmen-
te llamamos Asteroides Troyanos, han existido mutliples investigaciones y publicaciones
cientificas refiriéndose a los mismos. Una serie de documentos publicados por Erdi (1.978,
1.979, 1.981, 1.984, 1.988)[12] en Celestial Mechanics sobre la dindmica de este tipo de
asteroides; obtuvo una solucién de segundo orden para el movimiento tridimensional de
los Troyanos en el marco del Problema Restringido de los Tres Cuerpos.

Las dudas planteadas por Levison et al. (1.997) son muy pertinentes, ya que cues-
tiona ;qué causa la inestabilidad fuera de esta regién?,;es la inestabilidad un mecanismo
intrinseco al Problema de los tres Cuerpos, o son perturbaciones externas de otros planetas
responsables estas inestabilidades?. La gran “desigualdad” que corresponde a la resonancia
cercana entre Saturno y Jupiter, podria ser causante de la inestabilidad de los asteori-
des Troyanos. F. Marzani et al. (2.002)[12] sefialan cudn complejo ha sido el determinar
la estabilidad orbital de los Troyanos, a largo plazo. En su trabajo Origin and evolution
of Trojans Asteroids, aducen a Rabe[l3] quién intenté resolver analiticamente el proble-
ma restringido de los tres cuerpos, empleando una regién en el espacio de amplitud de
excentricidad-liberacién para una estabilidad indefinida. Georgilli & Skokos [14] encontra-
ron un area de estabilidad pero no es posible compararla con la poblacién Troyana de
Jupiter; de hecho los autores senalan que el resultado es algo restrictivo debido a que estéd

limitado sélo a algunas observaciones.
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Capitulo 3

Objetivos

Esta investigacién, se basa en el estudio de las regiones de estabilidad L4, zona en
que se ubican los asteroides Troyanos. Analizando tres sistemas: Sistema Solar, Planetas-
Satélites Naturales y el sistema extrasolar Trappist 1.

Los objetivos especificos son los siguientes:

1. Aportar conocimiento de los resultados obtenidos en la regién de estabilidad L4 de

los puntos Lagrangianos.

2. Brindar un enfoque de referencia de los posibles escenarios que podrian plantearse

como puntos de colisiéon en un campo vectorial.

3. Determinar un método numérico valido para la resolucion del sistema de ecuaciones

diferenciales asociado al problema restringido de los tres cuerpos.

4. Cuantificar el error producido en la integracién, en términos de la solucién encon-

trada.
5. Identificar las regiones estables, inestables, de colisién con m1, de colisién con ms.

6. Cuantificar aproximadamente el drea correspondiente a la zona de estabilidad, en

relacion con la distancia entre masas primarias.

7. Explorar la solucién del método numérico sobre sistemas exosolares.
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Capitulo 4

Metodologia de trabajo

El estudio se centra en la determinacién de puntos estables alrededor de L4, ademas se
identifican puntos de inestabilidad y de colisién con las masas primarias. Los resultados,
se obtienen de la solucién de la versién plana del sistema (2.11)). Para lograr el objetivo,

se debe resolver el sistema, considerando los siguientes criterios:

= Establecer una zona sobre la cudl integrar, para esto, L4 se ubica en el centro de

ey

dicha regién, en el punto (% — 1, 5.

= Ya definida el area de trabajo, se establece un valor delta para obtener puntos conte-
nidos en dicha superficie, creando un mallado de puntos (z;,y;) donde i = 1,2, ... ,m,
siendo m el nimero de puntos obtenidos en la malla. La Figura [4.1] nos muestra una

malla realizada alrededor de L4.

= Las particulas que estamos considerando son todas cercanas a L4 con velocidad
cero, esto quiere decir que, tendremos como condicién inicial (z;, y;, yi, —x;), Vi =

1,2...,m en el sistema Hamiltoniano que vamos a integrar.
= La integracion numérica se debe detener, si se cumple que:
e El valor de la componente y es < 0. Esto implica que se trata de un punto

inestable.

o || = (u—1) < Tol y |y| < Tol. Implica colisién con m;. Tol, es un valor

arbitrario cercano a cero, en este estudio T'ol = 0, 01.

o |x| =pu < Toly |yl < Tol. Implica colisién con mg. Tol, es un valor arbitrario

cercano a cero, en este estudio Tol = 0,01
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Malla alrededor de L4
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Figura 4.1: Malla alrededor de L4 de 20 x 20 en una ventana 0,4x0,4 un total de 400

puntos. El triangulo rojo indica la posicion de L4

e Se alcanza el tiempo final sin que se cumpla una de las condiciones anteriores.
Esto indica que dicho punto es estable en el tiempo en que se ha reaklizado la

simulacion.

= Los resultados deben representarse graficamente. Diferenciando si se tratan de puntos

estables, inestables, colisiones con mj o colisiones con ms.

= Para cuantificar los puntos segin su clasificacién, se generan archivos .xlsx por grupo

de puntos-tipo.

» Para determinar el drea por tipo de punto, se relaciona la distancia entre las masas

principales, con el valor delta de la cuadricula.

» La cantidad de puntos estables, inestables, de colisién, y area respectiva, se almace-

nan en un archivo .txt para su posterior analisis.

La Figura [4.2] sintetiza la metodologia utilizada para el desarrollo del presente trabajo.

4.1. Puntos de estabilidad alrededor de L4

Para el desarrollo del trabajo se considera un plano restringido dentro del marco de

rotaciéon, y la localizacién de los puntos de estabilidad de las regiones correspondientes a
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Calcular Puntos de
Lagrante

Localizar regiones de
interes

Desarrollar Algoritmo
de Andlisis

Interpretar los

resultados

Figura 4.2: Diagrama de Metodologia. Fuente: Propia

L4. Para conseguir los objetivos senalados, se utiliza el algoritmo presentado en la Figura

4.3l
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Generar una
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Integrar Ecuaciones
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Localizar punto
estable en el Gréfico

h 4

Comprobar la
estabilidad

Figura 4.3: Algoritmo de localizacién para regiones de estabilidad. Fuente: Propia

En el momento de definir la técnica a utilizar, se evaluaron la resolucién mediante
la libreria Heyoka de Python, que emplea el método de Taylor, y el método de Runge
Kutta. El primero permite obtener los puntos de convergencia de forma mas rapida, y
con un error bajo. Sin embargo, Runge Kutta aparece mencionado en varios trabajos que
abordan el Problema Restringido de los tres cuerpos, pero el error es mayor que Taylor, y

la integracion lleva mas tiempo.

4.2. Libreria de Python Heyoka

Es una libreria desarrollado para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, utilizan-
do el método de integracion de Taylor. Se puede acceder a este recurso en el sitio web
https://bluescarni.github.io/heyoka/. Dispone de una serie de ejemplos para su uso,
la limitante para el presente trabajo fue intervenir el cédigo para detener la integracién
cuando y < 0. A pesar de no utilizar la libreria, se obtuvieron ideas para implementar en
un cédigo propio, gréaficas de error, graficas de valores x e y, grafica del comportamiento
de la constante de integracién o constante de Jacobi. En la Figura se aprecia el com-
portamiento de una masa despreciable, respecto a las principales. La Figura muestra

el comportamiento del error relativo de Jacobi respecto al valor inicial, que corresponde
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al especifica en el ejemplo. La Figura muestra la érbita post integracién. Y la Figura
[.7) muestra cémo se conserva la integral de Jacobi, durante la trayectoria. Esta prueba

se realiz6 para una relaciéon de masas p = 0,01.
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Figura 4.4: Comportamiento de una masa despreciable, respecto a dos masas principales,

para u = 0,01. Fuente: Propia.
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Figura 4.5: Comportamiento del error relativo de la constante de Jacobi|2.13] respecto a

las condiciones iniciales, para p = 0,01. Fuente: Propia.
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Figura 4.6: Orbita de la mesa despreciable, después de la integracién, para p = 0,01.

Fuente: Propia.
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Figura 4.7: Conservacion de la constante de Jacobi, para p = 0,01. Fuente: Propia.

4.3. Meétodo numérico Runge Kutta

La idea de generalizar el método de Euler, permitiendo una serie de evaluaciones que la
derivada tenga lugar en un paso, generalmente se atribuye a Runge (1895). Heun (1900) y
Kutta (1901) hicieron contribuciones adicionales. Este tltimo caracterizé completamente
el conjunto de métodos de Runge-Kutta de orden 4, y propuso los primeros métodos de

orden 5. No fue hasta el trabajo de Huta (1956, 1957), que se introdujeron los métodos de
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sexto orden [3].

El método mas utilizado, en la resolucion del problema restringido de tres cuerpos es el
de orden 4. Sin embargo, al realizar comparaciones con sus similes de orden 5 y 6, se apre-
cian diferencias, que hicieron optar por el ultimo de éstos. Para comprender los argumentos
de dicha decision, se realiza una revisién de los tres métodos, considerando el comporta-
miento de la constante de Jacobi, para un sistema con relacion de masas p = 0,01. Ademas,
se consideran diferentes tiempos finales de integracion, ty; = 200, t o = 400, 3 = 600, pa-
ra comprender el efecto que se produce. Se maneja una ventana de visualizacion, alrededor
del punto estable L4, de dimensiones 0,4 x 0,4. Al aplicar este método numérico, es clave
el computador que se utiliza, ya que dependiendo de sus caracteristicas, y arquitectura, los
calculos involucrados pueden llevar un tiempo considerable. Para el presente caso, bajo las
condiciones expuestas anteriormente, el obtener los puntos de estabilidad, lleva alrededor
de ocho minutos, en una laptop con procesador Intel Core i5-8250 CPUQ@1.60GHz, 12GB
memoria RAM, Windows 10. Se compararon los rendimientos en la misma maquina, pero

con sistema operativo Rocky Linux, sin identificar mejoras significativas.

4.3.1. Meétodo numérico Runge Kutta de orden 4

En la Figura [£.8 se pueden comparar los resultados al utilizar Runge Kutta de orden
4, bajo las condiciones indicadas anteriomente. Las im&genes corresponden al error de
integracién, considerando un punto estable cualquiera de los obtenidos por el método. Se
aprecia que en la medida que aumenta el tiempo final, el error aumenta, pero no de forma
significativa, siempre cercano a cero. Al observar las Figuras y se ve que el error
no disminuye de forma significativa, por ende se puede intuir que la eleccién de un tiempo

final en este rango seria adecuado.

4.3.2. Meétodo numérico Runge Kutta de orden 5

En la Figura se ven los resultados de aplicar el método numérico de Runge Kutta
de orden 5. El comportamiento es similar al obtenido con el método numérico de Runge
Kutta de orden 4. Pero la diferencia existe en que el aumento del error es de forma suave, y
no con interrupciones como ocurre en el método de menor orden. Comparando las imagenes
y se deduce que es aconsejable escoger un tiempo final para la integracién, en

dicho rango, debido a que es practicamente constante.
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Figura 4.8: Runge Kutta orden 4. Comparacién de errores, en funcién del tiempo final de

integracién.
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Figura 4.9: Método numérico Runge Kutta orden 5. Comparacion de errores, en funcién

del tiempo final de integracién.

4.3.3. Meétodo numérico Runge Kutta de orden 6

La Figura son los resultados de aplicar el método numérico de Runge Kutta de
orden 6. Al igual que los casos anteriores, es aconsejable escoger un tiempo final entre 400
y 600, debido a que en este rango el error casi no cambia manteniéndose proximo a cero.
Si observa la Figura se aprecia como el error aumenta, pero siempre en el limite de

cero, lo que representa una buena estimacién para el estudio en curso.

Al realizar estas pruebas, se pudo determinar el método numérico a utilizar, Runge
Kutta de orden 6, pero el valor final para el tiempo dependera del sistema en estudio.
Se debe considerar que se analizan sistemas cuasiperiddicos, los que por definicién son

aquellos que se repiten una y otra vez, sin ser periédicos.
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Runge Kutta orden 6 Runge Kutta orden 6 Runge Kutta orden 6
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Figura 4.10: Método numérico Runge Kutta orden 6. Comparacion de errores, en funcién

del tiempo final de integracion.

4.4. Calculo de error de integracion

Para el problema restringido circular de tres cuerpos la integral de Jacobi se conser-
vard invariante a menos que la particula tenga una aproximacién a alguna de las masas
primarias.

En consecuencia, para puntos estables, la integral de Jacobi permanece constante (o
casi constante) durante la simulacién. Entonces se calcula el Hamiltoniano usando la ecua-
cion para las condiciones iniciales y se compara con los Hamiltonianos de los valores
obtenidos en cada iteracién. Sea Hy el valor del Hamiltoniano calculado para las condicio-
nes iniciales y sea H; el valor del Hamiltoniano calculada en los valores obtenidos en cada
iteracién, entonces el error relativo esta dado por

_ |Ho — Hi|

E
r H,

Vi=1,2,--- , M (4.1)

siendo M la cantidad de pasos que necesita dar el método para llegar al tiempo final.
Entonces, si la particula es estable, se esperard un error tendiendo a cero.

En la Figura se realiza una simulaciéon considerando p = 0,01 con condiciones
iniciales cercanas a L4, donde la particula tiene una 6rbita estable. Se observa que durante
todo el tiempo de simulacién la particula se matiene alrededor de L4 que estd representada
en color rojo. En la Figura se han calculado los errores relativos de la integral de
Jacobi. Se observa que los errores no sobrepasan 10~ Otra manera de calcular el error
es aplicar el logaritmo al valor absoluto de la diferencia de los Hamiltonianos, como se

muestra en la figura donde se aprecia mejor el comportamiento del error.
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Comportamiento Estable de una Particula
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Figura 4.11: Simulacién del P3BCR para mu = 0,01, el circulo en naranja es mq, el circulo

rosado es my y el triangulo rojo es L4
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Figura 4.12: Célculo de los errores relativos, la integral de Jacobi.
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Error relativo de la Integral de Jacobi
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Figura 4.13: Calculo de los errores relativos, la integral de Jacobi.
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Capitulo 5

Regiones de Estabilidad para
Troyanos en L4

3

En este capitulo se estudian las dreas de estabilidad en L4 ubicado en (% — L, 73),
observando el comportamiento de un grupo de particulas alrededor de L4 utilizando la
simulacién numérica de las ecuaciones de movimiento del P3CBR y considerando como

condiciones iniciales pequenos desplazamientos de este punto con velocidad cero.

En la primera seccién las observaciones se realizan con respecto al sol y los planetas del
sistema solar. En la siguiente seccion consideramos para el estudio los planetas del sistema
solar y sus respectivos satélites, y en la tltima seccién consideramos un sistema extrasolar

denominado TRAPPIST-1.

5.1. SISTEMA SOLAR

En esta seccién el Sol es considerado como la masa primaria m; (cuya masa es de
1.989x103kg) y los planetas del sistema solar como la primaria ms. La simulacién numéri-
ca se realiza considerando una malla de 100 x 100 (alrededor de L4), en una ventana de

0,4 x 0,4 y un tiempo final de ¢y = 500.

La nomenclatura utilizada es la siguiente: tridngulo de color rojo, coresponde a la
ubicacién de L4; regiones de color azul, corresponden a puntos de estabilidad; zonas de
color gris son regiones de inestabilidades; zonas de color café, colision con mso; zonas de

color verde, colisiéon con mj.
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Figura 5.1: El Sistema Solar.Fuente: Wikimedia Commons.

5.1.1. Sol- Mercurio

Mercurio es el planeta del sistema solar més cercano al Sol y el menos masivo con
3.285x 10?3 kg, est4 a una distancia al sol de 58 x 10% km ademds no tiene satélites naturales.
Hasta la actualidad no se han observado asteroides Troyanos cohabitando con Mercurio.
Segun [I8] no existen asteroides troyanos longevos y una de sus causas es su tamano en
comparacién con el Sol. La Figura nos muestra las regiones de estabilidad en torno a
L4 (en azul). La tabla contiene la cantidad de puntos segun el tipo en que se clasifiquen
para el tiempo final, t; = 500. Podemos observar que después de la simulacién la cantidad
de puntos estables hasta el tiempo final considerado (t; = 500) es solo de 56 que representa

el 0,56 % de todos los puntos considerados en la malla para la simulacién.

Sol-Mercurio
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 56 3,01 x 1012
Inestables 9.904 5,33 x 1014
Colisién con mg 0 0
Colisién con meo 40 2,15 x 1012

Tabla 5.1: Tabla con la cantidad de puntos segin su tipo y el drea que representa. Sistema:

Sol-Mercurio, p = 1,65158 x 1077, t; = 500.
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Figura 5.2: Interaccién entre el Sol y Mercurio p = 1,65158 x 1077, t; = 500[adim].

Fuente: Propia

5.1.2. Sol- Venus

Venus es el segundo planeta del sistema solar en cercania al Sol, al igual que Mercurio
no tiene satélites naturales. La masa de Venus es de 4,867 x10%* kg y su distancia al Sol es
de 108 x 10% km. Hasta ahora se han observado cuatro coorbitales conocidos: 2001 CK32,
2002 VE68 , 2012 XE133 y 2013 ND15 [7].

La Figura[5.3] nos muestra la interaccién entre el Sol y Venus, considerando en la simu-
lacién un tiempo de ¢ty = 500, en este caso p = 2, 446952 x 1076 yla Tabla contiene la
cantidad de puntos segun el tipo en que se clasifiquen para el mismo tiempo. Considerando
que la distancia del Sol a Venus es de 108x10km, se puede obtener un &rea aproxima-
da para cada conjunto de puntos obtenido, Se puede observar que el drea de estabilidad
hasta dicho tiempo representa un 0,68 % de la ventana que que se ha considerado para la

simulacion.

5.1.3. Sol- Tierra

La Tierra con una masa de 5,9736 x 10?4 kg es el tercer planeta del sistema solar ubicada,
a una distancia de 150 x 10% km. Solamente en 2.010 después de analizar las observaciones

hechas por el satélite Wide-Field Infrared Survey Explorer (en espanol: Explorador de
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Figura 5.3: Interaccién entre el Sol y Venus p = 2,446952 x 1076 ¢; = 500 [adim]. Fuente:

Propia

Sol-Venus
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 68 1,27 x 1013
Inestables 9.909 1,85 x 10'°
Colisién con my 0 0
Colisiéon con ms 23 4,29 x 10'?

Tabla 5.2: Tabla con la cantidad de puntos segin su tipo y el drea que representa. Sistema:

Sol-Venus, p = 2,446952 x 107¢ | ¢; = 500.

Infrarrojos de Campo Amplio) (WISE), fue descubierto el primer asteroide troyano del

sistema Sol-Tierra [4]. El objeto fue denominado 2010 TK7 cuya orbita estd confinada en

torno de L4. En diciembre del 2.020 los astrénomos han confirmado que la Tierra tiene un

segundo asteroide troyano 2020 XL5 [5].

Para realizar la simulacién del sistema Sol-Tierra el valor de mu es u = 3,003309 x 106.

En la Figura [5.4] podemos observar en el drea azul las regiones estables y en la Tabla

los puntos segin se clasifiquen y el area que representan en km?. Podemos observar que
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de los 10.000 puntos considerados en la malla alrededor de L4 solo 72 son estables hasta
el final de la simulacién, este representa en drea 2,59 x 10'3 km? que es el 0.72% del drea

total considerada.

Sol-Tierra
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Figura 5.4: Interaccién entre el Sol y la Tierra p = 3,006526 x 107, ¢t; = 500[adim].

Fuente: Propia

Sol-Tierra
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 72 2,59 x 101
Inestables 9.906 3,57 x 1019
Colisién con mq 0 0
Colisién con mg 22 7,92 x 10'2

Tabla 5.3: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y artea que representa en km?.

Sistema: Sol-Tierra, ;1 = 3,006526 x 1075, ty = 500.

5.1.4. Sol-Marte

Marte es el cuarto planeta en orden de distancia al Sol, 228 x 10%km y el segundo maés

pequeiio del sistema solar 5, 9736 x 10%“kg. Marte es un planeta rocoso y tiene dos satélites
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naturales. Hasta ahora se han observado nueve asteroides troyanos, los mas destacados por
su tamafio y por contener cristal de olivino en su composiciéon son: 1.999 UJ7 que rodea
la posicién L4 y 5.261 Eureka que rodea L5 [6].

La Figura muestra el resultado de la interaccién entre el sistema Sol-Marte, donde
pw o= 3,22699 x 1077 y el tiempo de simulacién ty = 500. En la Tabla se observa
la cantidad de puntos estables, inestables, los que chocan con el planeta y las dreas que
representan aproximadamente. Podemos observar que el drea de la regién estable es menor

que la Tierra, solo de 0,62 % del Total.

Sol-Marte
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Figura 5.5: Interaccién entre el Sol y Marte p = 3,22699 x 107, ty = 500[adim]. Fuente:

Propia

5.1.5. Sol- Jupiter

Jupiter es el quinto planeta del sistema solar y el primero de los planetas gaseosos en
orden de lejanfa al Sol, La distancia entre ellos es de 778 x 10 km. Jupiter es el planeta
mas grande del Sistema Solar, su didmetro es 11 veces mayor que el de la Tierra y su masa
es de 1,901 x 10?7 kg. Actualmente se conocen 79 lunas que orbitan Jupiter.

El primer asteroide de este tipo en libracién alrededor del punto L4 de Jupiter (588
Aquiles) fue descubierto en 1.906 por Wolf [10]. En la actualidad, el grupo més numeroso

de troyanos conocidos se encuentra en la érbita de Jupiter, aproximadamente més de 2.250
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Sol-Marte
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 62 5,16 x 101
Inestables 9.907 8,24 x 101°
Colisién con my 0 0
Colisién con meo 31 2,58 x 1013

Tabla 5.4: Tabla con la cantidad de puntos segin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Sol-Marte, u = 3,22699 x 1077, ty = 500.

objetos, unos 1.230 en alrededor de L4 y unos 1.050 en la nube L5.
Enla Figura podemos observar que el drea de color azul (que representa las regiones
estables) es mayor en comparacién a los otros planetas del sistema solar y en la Tabla

observamos que los 704 puntos estables representan 6,82 x 1015 km?.
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Figura 5.6: Interaccién entre el Sol y Jupiter u = 0,00095484, t; = 500ad. Fuente: Propia

5.1.6. Sol-Saturno

Saturno es el sexto planeta de Sistema Solar contado desde el Sol cuya distancia entre

ellos es 1.427 x 10% km. Entre los planetas exteriores o gigantes gaseosos, es el segundo,
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Sol-Jupiter
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 704 6,82 x 10%°
Inestables 9.295 9,00 x 101°
Colisién con my 0 0
Colisién con meo 1 9,68 x 1012

Tabla 5.5: Tabla con la cantidad de puntos segin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Sol-Jupiter, u = 0,00095484, t; = 500.

después de Jupiter, tiene 5,688x10%° kg de masa, Saturno tiene 82 satelites naturales
identificados, adem4 es el tinico con un sistema de anillos visibles desde la Tierra.

Saturno es otro planeta en el que hasta ahora no se han encontrado asteroides Troyanos,
segun [16] el planeta Jupiter podria ser el tinico responsable de desestabilizar toda la regién
alrededor de los puntos de libracién de Saturno, las posibles capturas serian demasiado
cortas respecto al tiempo que permanecen en las inmediaciones de L4 y L5. Nuestro modelo
no considera la influencia de Jupiter.

La Figura[5.7] muestra el resultado de la interaccién entre el sistema Sol-Saturno, donde
p = 0,00028589 y el tiempo de simulacién ¢ty = 500. En la Tabla se observa la cantidad
de puntos estables, inestables y los que chocan con el planeta y las dreas que representan
aproximadamente. Vemos que el area que representa la regién estable es mas o menos el

60 % del drea estable que tiene Jupiter.

Sol-Saturno
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 397 1,29 x 106
Inestables 9.595 3,13 x 107
Colisién con mq 0 0
Colisién con mg 8 2,61 x 1014

Tabla 5.6: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y 4rea que representa en km?.

Sistema: Sol-Saturno, p = 0,00028589, t; = 500.
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Sol-Saturno
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Figura 5.7: Interaccién entre el Sol y Saturno g = 0,00028589, ¢ty = 500ad. Fuente: Propia

5.1.7. Sol-Urano

Urano es el séptimo planeta desde el Sol, la distancia entre ellos es de 2.871 x 10% km.
Urano es el tercero més grande y el cuarto con mas masa (8,686 x 102°Km) del Sistema
Solar. Urano pertenece al grupo de planetas exteriores del sistema solar junto a Jupiter,
Saturno y Neptuno. Estd rodeado por 13 anillos y se han identificado 27 satélites naturales.

Se han encontrado dos asteroides Troyanos en Urano: 2.011 QF99 y 2.014 YX49, ambos
alrededor de L4 [§].

La Figura muestra el resultado de la interaccién entre el sistema Sol-Urano, donde
= 4,366827 x 107° y el tiempo de simulacién ty = 500. En la Tabla se observa la
cantidad de puntos estables, inestables y los que chocan con el planeta y las areas que

representan aproximadamente.

5.1.8. Sol-Neptuno

Es el cuarto y el més lejano de los planetas gigantes gaseosos, la distacia al Sol es de
4,497 x 10° km. Los dos tltimos, Urano y Neptuno, se conocen como gigantes helados, a
causa de sus bajas temperaturas. Es también el cuarto planeta mas grande en tamano y
el tercero en masa con 1,0286 x 10%° kg.

La Figura|5.9 muestra el resultado de la interaccién entre el sistema Sol-Urano, donde
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Sol-Urano
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Figura 5.8: Interaccién entre el Sol y Urano pu = 4,366827 x 107°, ¢ty = 500ad. Fuente:

Propia
Sol-Urano
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 154 2,03 x 1016
Inestables 9.832 1,30 x 1018
Colisién con mq 0 0
Colisién con mo 14 1,85 x 10'°

Tabla 5.7: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y 4rea que representa en km?.

Sistema: Sol-Urano, u = 4,366827 x 1072, ¢ = 500.

= 4,366827 x 107° y el tiempo de simulacién ty = 500. En la Tabla se observa la
cantidad de puntos estables, inestables y los que chocan con el planeta y las areas que

representan aproximadamente.
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Sol-Neptuno
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Figura 5.9: Interaccién entre el Sol y Neptuno p = 5,1711755 x 1077, ¢ = 500ad. Fuente:

Propia
Sol-Neptuno
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 172 5,57 x 1016
Inestables 9.814 3,18 x 10'8
Colisién con mq 0 0
Colisién con mo 14 4,53 x 101

Tabla 5.8: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y 4rea que representa en km?.

Sistema: Sol-Neptuno, u = 5,1711755 x 107>, ty = 500.

5.2. SISTEMA PLANETA - SATELITES NATURALES

En este apartado se estudian las estabilidades de puntos en la regién de L4, ubicado
en (3 —p, ).
La observacién se realiza sobre una cuadricula de 100 x 100, en una ventana de 0,4 x 0, 4,
en un tiempo final ¢y = 500.

La nomenclatura utilizada es la siguiente: triangulo de color rojo, coresponde a la ubica-

cion de L4; regiones de color azul, corresponden a puntos de estabilidad; zonas de color
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gris son regiones de inestabilidades; zonas de color café, colision con mq; zonas de color
verde, colision con ms. Se debe tener presente que estas regiones, contienen los puntos de

coordenadas (g, yo)-

5.2.1. Satélite natural de la Tierra.

La Tierra interactia gravitatoriamente con el Sol y la Luna. Su masa es de 5,9736 x
10%%kg.

En la Figura se aprecia la Tierra junto a la Luna, su satélite natural.

Figura 5.10: Tierra - Luna.Fuente:Wikipedia

Tierra-Luna. La Luna posee una masa de 7,349 x 102?Kg. Con lo que junto a la masa
del planeta, presentan una relacién p = 0,01215. En la Figura |5.11} se aprecian las zonas
de puntos estables, inestables y colisiones con mgy. Se considera un tiempo final, ¢y = 500.

La tabla contiene la cantidad de puntos segun el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Tierra-Luna, dr; = 384.400km, se

puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

5.2.2. Satélites naturales de Marte.

Marte tiene dos satélites naturales, Fobos y Deimos, que respectivamente tienen una
masa de 1,072 x 10kg y de 2,244 x 105kg. Para ambos estudios el tiempo final es
ty = 500. En la Figura Marte estd acompanado de sus satélites.
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Figura 5.11: Interaccién Tierra-Luna. p = 0,01215. £y = 500. Fuente: Propia

Tierra-Luna
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 711 1,68 x 10°
Inestables 9.282 1,19 x 1010
Colisién con mq 0 0
Colisién con mg 7 1,65 x 107

Tabla 5.9: Tabla con la cantidad de puntos segin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Tierra-Luna, u = 0,01215, t; = 500, dry, = 384.400Km.

Marte-Fobos. La relacién de masas entre Marte y Fobos es 1 = 1,67 x 1078, Figura

La tabla [5.10 contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Marte-Fobos es dyp = 9.377km, se

puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Marte-Deimos. La relacién de masas entre Marte y Deimos, es u = 3,496 x 107Y.

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, £y = 500. Considerando la distancia Marte-Deimos es dyp = 23.460km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.
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Figura 5.12: Marte y sus satélites.Fuente:Propia
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Figura 5.13: Interaccién Marte-Fobos. p = 1,67 x 1078. ty = 500 Fuente: Propia

5.2.3. Satélites naturales de Jupiter.

Los principales satélites, que fueron descubiertos por Galileo, se les clasifica como
satélites galileanos y son: Io, Europa, Ganimedes, Calisto. Ademads, cuenta con varios
satélites menores, de los cuales en este estudio se consideran los del Grupo Amaltea: Metis,
Adrastea, Amaltea y Tebe, debido a que se ubican en las érbitas interiores de los satélites
galileanos. En el presente estudio no se consideraran los satélites irregulares, debido a que
se encuentran en Orbitas lejanas a Jupiter, y se ven influenciados por la gravedad del Sol.

En la Figura [5.15} se puede ver Jupiter junto a sus satélites naturales.
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Marte-Fobos
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 30 4,22 x 10*
Inestables 9.909 1,39 x 107
Colisién my 0 0
Colisién mo 61 8,58 x 10%

Tabla 5.10: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Marte-Fobos, p = 1,67 x 1078, ty =500, dyr = 9.377TKm
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Figura 5.14: Interaccién Marte-Deimos. p = 3,496 x 1077, ty = 500. Fuente: Propia

Jupiter-TIo. Io tiene una masa de 8,90 x 10%2kg, que junto a la masa de Jupiter, presentan

una relacién de masas de p = 4,6839 x 107°.

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Juipiter-lo es dj; = 628,3 x 106 Km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Juipiter-Europa. Europa tiene una masa de 4,80 x 102K ¢, que junto a la masa de

Jupiter, presentan una relacién de masas de p = 2,5262 x 107°.

La tabla|5.13] contiene la cantidad de puntos segtn el tipo en que se clasifiquen para el
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Marte-Deimos
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 27 2,38 x 10°
Inestables 9.910 8,73 x 107
Colisién my 0 0
Colisién my 63 5,55 x 10°

Tabla 5.11: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Marte-Deimos, u = 3,496 x 1079, ty =500, dyp = 23.460Km

Europa (J1I)

Europa (J11)
.

Thebe (JXIV)

(a) Vista amplia.Fuente:Propia (b) Vista cerca.Fuente:Propia

Figura 5.15: Jupiter y sus Satélites Naturales

Jupiter-Io
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 164 1,04 x 10'°
Inestables 9.821 6,20 x 101°
Colisién my 0 0
Colision mo 15 9,47 x 1013

Tabla 5.12: Tabla con la cantidad de puntos segin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Jupiter-To, p = 4,6839 x 1075, ty =500, dj; = 628,3 x 106Km
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Figura 5.16: Interaccién Jupiter-To. pu = 4,6839 x 1075, ¢ ¢ = 500 Fuente: Propia
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Figura 5.17: Interaccién Jupiter-Europa. p = 2,5262 x 1075, ¢ ¢ = 500. Fuente: Propia

tiempo final, £ = 500. Considerando la distancia Jupiter-Europa es d ;g = 628, 3 x 108km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Jupiter-Ganimedes. Ganimedes tiene una masa de 1,50 x 10%3kg, que junto a la masa
de Jupiter, presentan una relacién de masas de pu = 7,8941 x 1072,

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, £ = 500. Considerando la distancia Jupiter-Ganimedes es d ;g = 628,3 x

10%km, se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.
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Jupiter-Europa
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 164 1,04 x 10
Inestables 9.821 6,20 x 10'6
Colisién my 0 0
Colisién my 15 9,47 x 103

Tabla 5.13: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Jupiter-Europa, 1 = 2,5262 x 1075, ty =500, djp = 628,3 x 10%km.

Jupiter-Ganimedes
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Figura 5.18: Interaccién Jupiter-Ganimedes. p = 7,8941 x 107°. ty = 500. Fuente: Propia

Jupiter-Calisto. Calisto tiene una masa de 1,10 x 10?3Kg, que junto a la masa de
Jupiter, presentan una relacién de masas de p = 5,7891 x 107,

La tabla[5.15] contiene la cantidad de puntos segtn el tipo en que se clasifiquen para el
tiempo final, ¢y = 500. Considerando la distancia Jupiter-Calisto es djc = 628, 3 x 108km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Jupiter-Metis. Metis tiene una masa de 1,20 x 10'7 K g, que junto a la masa de Jupiter,
presentan una relacién de masas de p = 6, 3157 x 10711,
La tabla contiene la cantidad de puntos segtn el tipo en que se clasifiquen para

el tiempo final, £y = 500. Considerando la distancia Jupiter-Metis es djy; = 128.100km,
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Jupiter-Calisto
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Figura 5.19: Interaccién Jupiter-Calisto. u = 5, 7891 x 107°. ¢ ¢ = 500. Fuente: Propia
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Figura 5.20: Comportamiento interaccién Jupiter-Metis. u = 6,3157 x 107!, ty = 500.

Fuente: Propia
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Jupiter-Ganimedes
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 164 1,04 x 10
Inestables 9.821 6,20 x 10'6
Colisién my 0 0
Colisién my 15 9,47 x 103

Tabla 5.14: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Jupiter-Ganimedes, p = 7,8941 x 107, ty =500, djg = 628,3 x 108 Km.

Jupiter-Calisto
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 164 1,04 x 10'°
Inestables 9.821 6,20 x 1016
Colisién mq 0 0
Colisién mg 15 9,47 x 103

Tabla 5.15: Tabla con la cantidad de puntos seglin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Jupiter-Calisto, 1 = 5,7891 x 1075, ty =500, djc = 628,3 x 10%km.

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Jupiter-Metis
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 27 7,09 x 105
Inestables 9.910 2,60 x 107
Colisién mq 0 0
Colisién mo 63 1,65 x 107

Tabla 5.16: Tabla con la cantidad de puntos segtin su tipo y area que representa en Km?.

Sistema: Jupiter-Metis, u = 6,3157 x 10711, ty =500, djp = 128.100km.
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Jupiter-Adrastea
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Figura 5.21: Comportamiento interaccién Jipiter-Adrastea.y = 3,9473 x 10712, ty = 500.

Fuente: Propia

Jupiter-Adrastea. Adrastea tiene una masa de 7,50 x 10°kg, que junto a la masa de
Jupiter, presentan una relacién de masas de p = 3,9473 x 10712,

La tabla|5.17] contiene la cantidad de puntos segtn el tipo en que se clasifiquen para el
tiempo final, ¢y = 500. Considerando la distancia Jipiter-Adrastrea es djaq = 128.900km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos

Jupiter-Adrastea
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 27 7,18 x 106
Inestables 9.910 2,63 x 10°
Colisién mq 0 0
Colision mo 63 1,67 x 107

Tabla 5.17: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y 4rea que representa en km?.

Sistema: Jupiter-Adrastea, u = 3,9473 x 107'2, t; = 500, djaq = 128.900km.

Jupiter-Amaltea. Amaltea tiene una masa de 2,10 x 10'%kg, que junto a la masa de
Jupiter, presentan una relacién de masas de p = 1,1052 x 107Y.

La tabla|5.18] contiene la cantidad de puntos segtn el tipo en que se clasifiquen para el
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Jupiter-Amaltea
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Figura 5.22: Comportamiento interaccién Jupiter-Amaltea.; = 1,1052 x 1077, ty = 500.

Fuente: Propia

tiempo final, ¢ = 500. Considerando la distancia Jupiter-Amaltea es djam, = 181.400km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos

Jupiter-Amaltea
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 27 1,42 x 107
Inestables 9.910 5,22 x 107
Colisién mq 0 0
Colision mo 63 3,32 x 107

Tabla 5.18: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y 4rea que representa en km?.

Sistema: Jupiter-Amaltea, p = 1,1052 x 107, ty =500, djam = 181.400km.

Jupiter-Tebe. Tebe tiene una masa de 1,50 x 10®kg, que junto a la masa de Jupiter,
presentan una relacién de masas de p = 7,8947 x 10719,

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, £y = 500. Considerando la distancia Jupiter-Tebe es d ;7 = 221.900km, se

puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos
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Jupiter-Tebe
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Figura 5.23: Comportamiento interaccién Jupiter-Tebe.u = 7,8947 x 10710, ty = 500.

Fuente: Propia

Jupiter-Tebe
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 27 2,13 x 107
Inestables 9.910 7,81 x 109
Colisién mq 0 0
Colisién mo 63 4,96 x 107

Tabla 5.19: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Jupiter-Tebe, u = 7,8947 x 1071%, t; = 500, dj7 = 221.900Km.

5.2.4. Satélites naturales de Saturno.

Saturno tiene 82 satélites con érbitas regulares. Los méas grandes son Mimas, Encélado,
Tetis, Dione, Rea, Titan, Hiperién, Japeto, Febe. En la Figura se aprecia Saturno

junto a sus satélites.

Saturno-Rea. Rea tiene una masa de 2,32 x 10?'kg, que junto a la masa de Saturno,
presentan una relaciéon de masas de p = 4,0787 x 1075,
La tabla contiene la cantidad de puntos segun el tipo en que se clasifiquen para

el tiempo final, £y = 500. Considerando la distancia Saturno-Rea es dsr = 527.100km, se
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Titan (SVI)

(a) Vista amplia.Fuente:Propia (b) Vista cerca.Fuente:Propia

Figura 5.24: Saturno y sus Satélites Naturales

puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos

Saturno-Rea
Tipo de Punto Unidades Area [Km?|
Estables 76 3,38 x 108
Inestables 9.903 4,40 x 1010
Colisién my 0 0
Colisién mo 21 9,34 x 107

Tabla 5.20: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Saturno-Rea, pu = 4,0787 x 1079, ty =500, dgr = 527.100Km.

Saturno-Hiperién. Hiperién tiene una masa de 5,686 x 106K g, que junto a la masa
de Saturno, presentan una relacién de masas de p = 9,9964 x 10711,

La tabla[5.21] contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para el
tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Saturno-Hiperién es dgy = 1.464.100km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos

Saturno-Japeto. Jipeto tiene una masa de 1,973 x 10%'kg, que junto a la masa de
Saturno, presentan una relacién de masas de pu = 3,4686 x 1076,

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para el
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Saturno-Rea
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Figura 5.25: Interacciéon Saturno-Rea. p = 4,0787 x 1076, ¢ ¢ = 500. Fuente: Propia

Saturno-Hiperién
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Figura 5.26: Comportamiento interaccién Saturno-Hiperién. i = 9,9964 x 10711 ¢ ¢ = 500.

Fuente: Propia
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Saturno-Hiperién
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 27 9,26 x 108
Inestables 9.910 3,40 x 101!
Colisién my 0 0
Colisién my 63 2,16 x 10°

Tabla 5.21: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Saturno-Hiperién, & = 9,9964 x 10711, ty =500, dsy = 1.464.100Km.

Saturno-japeto
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Figura 5.27: Interaccién Saturno-Japeto. u = 3,4686 x 1076, ty = 500. Fuente: Propia

tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Saturno-Japeto es ds; = 3.560.800km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos

Saturno-Titan. Tit4n tiene una masa de 1, 345x10?%kg, que junto a la masa de Saturno,

presentan una relacién de masas de p = 0,2364 x 1073,

La tabla contiene la cantidad de puntos segtn el tipo en que se clasifiquen para el
tiempo final, £y = 500. Considerando la distancia Saturno-Titdn es dg7; = 1.221.900km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos
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Saturno-Japeto
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 75 1,52 x 1010
Inestables 9.898 2,01 x 1012
Colisién my 0 0
Colisién mo 27 5,48 x 107

Tabla 5.22: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Saturno-Japeto pu = 3,4686 x 1076, ty = 500, dsj = 3.560.800K m.

Saturno-Titan
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Figura 5.28: Interaccién Saturno-Titdn. = 0,2364 x 1073, ty = 500. Fuente: Propia

Saturno-Mimas. Mimas tiene una masa de 1,749 x 10"°kg, que junto a la masa de
Saturno, presentan una relacién de masas de p = 3,0748 x 1078,

La tabla[5.24] contiene la cantidad de puntos segtin el tipo en que se clasifiquen para el
tiempo final, £y = 500. Considerando la distancia Saturno-Mimas es dgy = 185.600Km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Saturno-Encélado. Encélado tiene una masa de 1,08022 x 102°kg, que junto a la masa
de Saturno, presentan una relacién de masas de = 1,8991 x 1077.
La tabla contiene la cantidad de puntos segiin el tipo en que se clasifiquen para el

tiempo final, ¢y = 500. Considerando la distancia Saturno-Encélado es dsg = 283.100Km,
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Saturno-Titan
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 359 8,59 x 10°
Inestables 9.633 2,30 x 101!
Colisién my 0 0
Colisién my 8 1,91 x 108

Tabla 5.23: Tabla con la cantidad de puntos segilin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Saturno-Titén, u = 0,2364 x 1073, ty = 500, ds1; = 1.221.900Km.

Saturno-Mimas
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Figura 5.29: Interaccién Saturno-Mimas. p = 3,0748 x 1078, ty = 500. Fuente: Propia

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Saturno-Tetis. Tetis tiene una masa de 6,17449 x 10°Kg, que junto a la masa de
Saturno, presentan una relacién de masas de p = 1,0855 x 1076,

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, ty = 500. Considerando la distancia Saturno-Tetis es ds7. = 294.700km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Saturno-Dione. Dione tiene una masa de 1,096 x 10?'kg, que junto a la masa de Sa-

turno, presentan una relacién de masas de p = 1,9268 x 1076,
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Saturno-Mimas

Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 36 1,98 x 10!
Inestables 9.907 5,46 x 103
Colisién my 0 0

Colisién mo 57 3,14 x 1011

Tabla 5.24: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Saturno-Mimas, p = 3,0748 x 1078, ty = 500, dspy = 185.600Km.
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Figura 5.30: Interaccién Saturno-Encélado. p = 1,8991 x 10~". ty = 500. Fuente: Propia

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Saturno-Dione es dgp = 377.400Km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

5.2.5. Satélites naturales de Urano.

Urano tiene 27 satélites conocidos y todos tienen nombre definitivo. Los mas impor-

tantes, y que son tratados en el presente estudio, son Titania, Oberén, Umbriel, Ariel y

Miranda. En la Figura se ve al planeta junto a sus satélites..
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Saturno-Encélado
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 58 7,44 % 107
Inestables 9.903 1,27 x 1010
Colisién my 0 0
Colisién moy 39 5% 107

Tabla 5.25: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Saturno-Encélado, = 1,8991 x 1077, ty = 500, dsp = 283.100Km.

Saturno-Tetis
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Figura 5.31: Interaccién Saturno-Tetis. p = 1,0855 x 1075, ty = 500. Fuente: Propia

Urano-Titania. Titania tiene una masa de 3,527 x 10?'kg, que junto a la masa de
Urano, presentan una relacién de masas de pu = 4,06039 x 1075,

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Urano-Titania es dyr = 435.800km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos

Urano-Oberén. Oberén tiene una masa de 3,014 x 102'kg, que junto a la masa de
Urano, presentan una relacién de masas de p = 3,4698 x 1075,
La tabla contiene la cantidad de puntos segun el tipo en que se clasifiquen para

el tiempo final, ¢y = 500. Considerando la distancia Urano-Oberén es dyo = 582.600km,
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Saturno-Tetis
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 64 8,89 x 107
Inestables 9.907 1,38 x 1010
Colisién my 0 0
Colisién mo 29 4,03 x 107

Tabla 5.26: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y 4rea que representa en Km?.

Sistema: Saturno-Tetis, p1 = 1,0855 x 1076, ty = 500, ds1e = 294.700Km.

Saturno-Dione
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Figura 5.32: Comportamiento interaccién Saturno-Dione. p = 1,8991 x 1077, ty = 500.

Fuente: Propia

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Urano-Umbriel. Umbriel tiene una masa de 1,172 x 10?'kg, que junto a la masa de

Urano, presentan una relacién de masas de p = 1,3492 x 1075,

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, £ = 500. Considerando la distancia Urano-Umbriel es dyy = 266.000km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos
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Saturno-Dione
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 66 1,50 x 108
Inestables 9.912 2,26 x 10%0
Colisién my 0 0
Colisién my 22 5,01 x 107

Tabla 5.27: Tabla con la cantidad de puntos segtin su tipo y 4rea que representa en Km?.

Sistema: Saturno-Dione, p = 1,9268 x 1076, ty = 500, dsp = 377.400km.
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Figura 5.33: Urano y sus Satélites Naturales

Tabla 5.28: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y 4rea que representa en Km?.

Sistema: Urano-Titania, p = 4,06039 x 1075, ty = 500, dyr = 435.800Km.

Urano-Titania
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 148 4,50 x 108
Inestables 9.834 2,99 x 1010
Colisién my 0 0
Colision mo 18 5,47 x 107
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Urano-Titania
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Figura 5.34: Interaccién Urano-Titania. u = 4,06039 x 1075, ¢ ¢ = 500. Fuente: Propia
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Figura 5.35: Interaccién Urano-Oberén. p = 3,4698 x 107°. ¢ ¢ = 500. Fuente: Propia

Urano-Ariel. Ariel tiene una masa de 1,35 x 102'kg, que junto a la masa de Urano,
presentan una relacién de masas de p = 1,5542 x 1075,

La tabla [5.31] contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, ¢y = 500. Considerando la distancia Urano-Ariel es diya = 191.200km, se

puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Urano-Miranda. Miranda tiene una masa de 6,59 x 10'%kg, que junto a la masa de

Urano, presentan una relacién de masas de p = 7,5869 x 1077.
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Urano-Oberon

Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 137 7,44 % 108
Inestables 9.843 5,35 x 1010
Colisién my 0 0

Colisién my 20 1,09 x 108

Tabla 5.29: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Urano-Oberén, pu = 3,4698 x 1072, ty = 500, dyo = 582.600Km.

Urano-Umbriel

1.05

1.00

0.95 4

0.90

0.85 4

y [adim]

0.80

0.75

0.70 4

0.65 -

0.I3D 0.I35
Figura 5.36: Interacciéon Urano-Umbriel. & = 1,3492 x 107°. ty = 500. Fuente: Propia

La tabla contiene la cantidad de puntos segun el tipo en que se clasifiquen para

el tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Urano-Miranda es dyy = 129.800km,

T T T T
040 045 0.50  0.55

x [adim]

T T T
0.60 0.65 0.70

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos

5.2.6. Satélites naturales de Neptuno.

En la actualidad se conocen catorce satélites de Neptuno. El mayor de ellos es Tritén,
que posee el 99,5 % de la masa en Orbita alrededor de Neptuno. En este estudio se analizan
los comportamientos de Neptuno respecto a Tritén, Talasa, Despina, Galatea, Larisa,

Proteo, Nereida. En la Figura se aprecia Neptuno con sus satélites naturales. La

masa de Neptuno es de 1,024 x 10%kg.
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Urano-Umbriel
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 95 1,08 x 108
Inestables 9.886 1,12 x 1010
Colisién my 0 0
Colisién mo 19 2,15 x 107

Tabla 5.30: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Urano-Umbriel, 1 = 1,3492 x 1075, ty =500, dyy = 266.000Km.

Urano-Ariel

1.05

1.00

0.95

0.90 4

0.85

y [adim]

0.80 4

0.75

0.70

0.65 -
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0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70
X [adim]

Figura 5.37: Interacciéon Urano-Ariel. 1 = 1,5542 x 107°. ty = 500. Fuente: Propia

Neptuno-Ndyade. Niyade posee una masa de 2 x 107K g. Con lo que junto a la masa
del planeta, presentan una relacién p = 1,9531 x 1077,

La tabla[5.33] contiene la cantidad de puntos segtin el tipo en que se clasifiquen para el
tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Neptuno-Ndyade es dyn, = 48.227km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Neptuno-Despina. Despina posee una masa de 2 x 10'8kg. Con lo que junto a la masa
del planeta, presentan una relacién p = 1,9531 x 1078,
La tabla contiene la cantidad de puntos segiin el tipo en que se clasifiquen para el

tiempo final, £y = 500. Considerando la distancia Neptuno-Despina es dyp = 52.526km,
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Urano-Ariel
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 99 5,79 x 107
Inestables 9.883 5,78 x 10°
Colisién my 0 0
Colisién my 18 1,05 x 107

Tabla 5.31: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Urano-Ariel, z = 1,5542 x 1075, ty =500, dya = 191.200km.

Urano-Miranda

1.05 A

1.00 §

0.95 1 [S=a3

\"‘k
-
— 0.90 1 0
E T
E=l ‘—\"
£ 0.85
>~ S
\\‘\
0.80 ~
Ty

0.75 \(

0.70 4

0.65 —— T T T T T T T T

0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70
x [adim]

Figura 5.38: Interaccién Urano-Miranda. p = 7,5869 x 1077. ty = 500. Fuente: Propia

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Neptuno-Galatea.

Galatea posee una masa de 4 x 10'8kg. Con lo que junto a la masa

del planeta, presentan una relacién g = 3,9062 x 1078,

La tabla[5.35] contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para el

tiempo final, £y = 500. Considerando la distancia Neptuno-Galatea es dyg = 61.953km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Neptuno-Larisa.

Larisa posee una masa de 5 x 10'®kg. Con lo que junto a la masa del

planeta, presentan una relacién p = 4, 8828 x 1078,
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Urano-Miranda
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 64 1,73 x 107
Inestables 9.912 2,67 x 10°
Colisién my 0 0
Colisién mo 24 6,47 x 10°

Tabla 5.32: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Urano-Miranda, p = 7, 5869 x 1077, ty = 500, dypy = 129.800Km.

.Tr\tom (NI)

arissa’ (NVITDesoing (NV) ,Naiad (NIII)
.LaH‘::a wHuILwa 1a (NV)

Thalassa (NIV)
. Galatea (NVI) o (Nalassa{

LarisSzetin Naiad (NIII)

Thalassa (NIV)

Proteus (NVIII)
.

(a) Vista amplia.Fuente:Propia (b) Vista cerca.Fuente:Propia

Figura 5.39: Neptuno y sus Satélites Naturales

La tabla [5.36], contiene la cantidad de puntos segun el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, ¢; = 500. Considerando la distancia Neptuno-Larisa es dy; = 73.548km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Neptuno-Proteo. Proteo posee una masa de 5 x 101%kg. Con lo que junto a la masa

del planeta, presentan una relacién p = 4,8828 x 1077.

La tabla contiene la cantidad de puntos segtn el tipo en que se clasifiquen para el
tiempo final, £y = 500. Considerando la distancia Neptuno-Proteo es dyp = 117.647km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.
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Figura 5.40: Interaccién Neptuno-Néyade. p = 1,9531 x 1077, ty = 500. Fuente: Propia

Neptuno-Nayade
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 27 1 x 106
Inestables 9.910 3,69 x 108
Colisién my 0 0
Colisién mo 63 2,34 x 108

Tabla 5.33: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Neptuno-Nayade, u = 1,9531 x 1077, ty =500, dyno = 48.22TKm.

Neptuno-Despina
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 31 1,37 x 106
Inestables 9.909 4,37 x 108
Colisién my 0 0
Colisién mg 60 2,65 x 108

Tabla 5.34: Tabla con la cantidad de puntos seglin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Neptuno-Despina, p = 1,9531 x 1078, ty =500, dyp = 52.526 K'm.
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Neptuno-Despina
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Figura 5.41: Interaccién Neptuno-Despina. x4 = 1,9531 x 1078, ty = 500. Fuente: Propia

Neptuno-Galatea
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Figura 5.42: Interaccién Neptuno-Galatea. p = 3,9062 x 1078, ¢ ¢ = 500. Fuente: Propia
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Neptuno-Galatea
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 37 2,27 x 108
Inestables 9.906 6,08 x 108
Colisién my 0 0
colisiéon mo o7 3,50 x 108

Tabla 5.35: Tabla con la cantidad de puntos segtin su tipo y 4rea que representa en Km?.

Sistema: Neptuno-Galatea, 1 = 3,9062 x 1078, ty =500, dyg = 61.953Km.

Neptuno-Larisa

1.05 ~
1.00
0.95 4 ‘-\.H
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T
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Figura 5.43: Interaccién Neptuno-Larisa. 1 = 4, 8828 x 1078, ty = 500. Fuente: Propia
Neptuno-Larisa
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 42 3,64 x 106
Inestables 9.903 8,57 x 108
Colisién my 0 0
Colisién my 55 4,76 x 105

Tabla 5.36: Tabla con la cantidad de puntos seglin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Neptuno-Larisa, p = 3,9062 x 1078, ty =500, dyy = 73.548Km.
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Neptuno-Proteo

1054

1.00

0.95 4

0.90 -

y [adim]

0.85 4

0.80 -

0.75 1

0.70

0.65 -

T T T
0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70
X [adim]

Figura 5.44: Interaccién Neptuno-Proteo. pu = 4,8828 x 1077, ¢ ¢ = 500. Fuente: Propia

Neptuno-Proteo
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 63 1,4 x 107
Inestables 9.906 2,19 x 10°
Colisién mq 0 0
colisién mg 31 6,87 x 106

Tabla 5.37: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y 4rea que representa en km?2.

Sistema: Neptuno-Proteo, p = 4,8828 x 1077, ty =500, dyp = 117.647TKm.
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Neptuno-Tritén
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Figura 5.45: Interacciéon Neptuno-Tritén. p = 0,2089 x 1073. ty = 500. Fuente: Propia

Neptuno-Triton
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 339 6,81 x 108
Inestables 9.648 1,94 x 100
Colisién my 0 0
Colision mo 13 2,61 x 107

Tabla 5.38: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Neptuno-Tritén, u = 0,2089 x 1073, ¢t; = 500, dn1, = 354.300Km.

Neptuno-Tritén. Tritén posee una masa de 2,14 x 1022K g. Con lo que junto a la masa
del planeta, presentan una relacién p = 0,2089 x 1073,

La tabla[5.38] contiene la cantidad de puntos segtn el tipo en que se clasifiquen para el
tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Neptuno-Tritén es dy7, = 354.300km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Neptuno-Nereida. Nereida posee una masa de 3 x 101%kg. Con lo que junto a la masa
del planeta, presentan una relacién g = 2,9296 x 1077,
La tabla contiene la cantidad de puntos segun el tipo en que se clasifiquen pa-

ra el tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Neptuno-Nereida, es dyye. =
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Neptuno-Nereida
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Figura 5.46: Interaccién Neptuno-Nereida. p = 2,9296 x 1077. ty = 500. Fuente: Propia

Neptuno-Nereida
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 61 2,971 x 10
Inestables 9.906 4,82 x 102
Colisién my 0 0
Colision mo 33 1,6 x 1010

Tabla 5.39: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Neptuno-Nereida, p = 2,9296 x 1077, ty = 500, dyne = 5.513.400km.

5.513.400km, se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos

5.2.7. Satélites naturales de Plutdn.

Posee cinco satélites naturales: Caronte (Chanon), Nix, Hidra, Cerbero y Estigia. Sien-
do los dos tltimos méas pequenos que sus antecesores, y ademas de reciente descubrimiento
En el presente estudio se analizaran, por separado los puntos de estabilidad alrededor de
L4. Considerando que Nix e Hydra tienen igual masa, sélo se realizara el estudio sobre el
primero de ellos. Reviste especial interés, la relacion Pluton-Caronte, debido a la similitud

de sus masas. En la Figura [5.47] se aprecia Plutén con sus satélites naturales.
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 (134340) Pluto

_Styx (PV)

, Nix (PII)

_Kerberos (PIV)

.Hydra (PIII)

Figura 5.47: Plutén y sus satélite.Fuente:Propia.

Plutén-Caronte. La masa de Caronte es de 1,52 x 102'kg, que junto a la masa del

planeta, se obtiene una relacion de masas aproximada,u = 0,1084. En la Figurab.48| se

aprecia la ausencia de puntos de estabilidad.

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para

el tiempo final, ¢y = 500. Considerando la distancia Plutén-Caronte es dpc, = 19.640km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Plutén-Nix. Los satélites Nix e Hydra, se diferencian en sus tamanos, el didmetro de

Nix es de 93km, y el diametro de Hydra es de 115km. Sin embargo, sus masa son iguales

Plutéon-Caronte

Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 0 0

Inestables 9.997 6,17 x 107
Colisién mq 1 6,17 x 103
Colisién mg 2 1,23 x 104

Tabla 5.40: Tabla con la cantidad de puntos seglin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Plutén-Caronte, pu = 0,1084, ¢y = 500, dpcq = 19.640km.
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Figura 5.48: Interaccién Plutén-Caronte. p = 0,1084. £y = 500. Fuente: Propia

Plutén-Nix
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 76 2,88 x 106
Inestables 9.902 3,76 x 108
Colisién mq 0 0
Colisién meo 22 8,34 x 10°

Tabla 5.41: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y area que representa en Km?2.

Sistema: Plutén-Nix, g =4 x 1075, t; = 500, dpy = 48.690Km.

a b x 10'kg. Debido que el presente estudio considera el efecto de las masas, sus tamafios
pasan a ser irrelevantes, por tal motivo, se analiza la interaccién Pluton-Nix. La relacién
de masas es aproximada, = 4 x 1075,

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, ¢y = 500. Considerando la distancia Plutén-Nix es dpy = 48.690km, se

puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Plutén-Cerbero. Cerbero (Kerberos), con una masa de 1,65 x 10'%kg, corresponde al

cuarto satélite de Plutén, en haber sido descubierto. La relacion de masas es aproximada,

w=1,32x 1075,
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Figura 5.49: Interaccién Plutén-Nix. p = 4 x 1076, ¢ ¢ = 500. Fuente: Propia

Plutén-Cerbero
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Figura 5.50: Interacciéon Plutén-Cerbero. p = 1,32 x 1076, ¢ ¢ = 500. Fuente: Propia
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Plutén-Cerbero
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 65 3,47 x 108
Inestables 9.910 5,29 x 108
Colisién my 0 0
Colisién mo 25 1,33 x 106

Tabla 5.42: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y 4rea que representa en Km?.

Sistema: Plutén-Cerbero, p = 1,32 x 1076, ty =500, dpce = 57.750km.
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Figura 5.51: Interacciéon Plutén-Estigia. i = 6 x 1077, ty = 500. Fuente: Propia

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para

el tiempo final, t; = 500. Considerando la distancia Plutén-Cerbero es dpce = 57.750km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

Plutén-Estigia.

Estigia (Styx), con una masa de 7,5 x 10'°kg, corresponde al quinto

satélite de Pluton, en haber sido descubierto.La relacion de masas es aproximada,u =

6 x 1077,

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para

el tiempo final, ¢ty = 500. Considerando la distancia Plutén-Estigia es dpp = 42.413km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.
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Plutén-Estigia
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 64 1,84 x 106
Inestables 9.907 2,85 x 108
Colisién my 0 0
colisiéon mo 29 8,35 x 10°

Tabla 5.43: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Plutén-Estigia, i = 6 x 1077, ty =500, dpp = 42.413km.

5.3. SISTEMA EXTRASOLAR TRAPPIST-1

TRAPPIST-1, también conocida como 2MASS J23062928-0502285, es una estrella
enana ultra-fria de tipo espectral M8 V (enana roja de tipo avanzado) localizada a 39,13
anos luz (12,0 pc) en la constelacion de Acuario 1.Sus magnitudes en distintas longitudes
de onda son: banda V = 18.798, banda R = 16.466 y banda I = 14.024.

Un equipo de astrénomos de Bélgica encabezado por Michagl Gillon, del Instituto de
Astrofisica y Geofisica de la Universidad de Lieja en Bélgica, utilizé el telescopio TRAP-
PIST (Telescopio Pequeno para Planetas y Planetesimales en Transito) situado en el ob-
servatorio de La Silla, en el desierto de Atacama (Chile), para observar TRAPPIST-1 y
buscar posibles planetas que la orbitasen. Utilizando el transito fotométrico, descubrieron
tres planetas del tamano de la Tierra que orbitan la estrella; los dos planetas internos que
se encontraron estan acoplados por la gravedad a su estrella anfitriona, mientras que el
planeta externo parece estar dentro de la zona habitable o justo en el exterior de esta en
el sistema. El equipo hizo sus observaciones de septiembre a diciembre de 2.015 y publicé
sus hallazgos en la edicién de mayo de 2.016 de la revista Nature.

La estrella no es mucho méas grande que Jupiter y emite una fraccién de la radiacién
del Sol. Los tres pequenos planetas orbitan la estrella estrechamente entre (entre 1-3 %
de la distancia de la érbita de la Tierra al Sol). Un ano en el planeta més cercano equivale
a 1,5 dias de la Tierra, y en el segundo planeta, a 2,4 dias terrestres.

El 22 de febrero de 2.017 los astréonomos anunciaron el descubrimiento de cuatro exo-
planetas adicionales en torno a TRAPPIST-1. Ademads del telescopio TRAPPIST, este

trabajo utilizé el VLT, Very Large Telescope, en el Observatorio Paranal y el Telescopio
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Planeta Masa (kg) Sistema | Radio
Trappist1-B | 8,205528210%* | TRAPPIST-1 | 1,116
Trappist1-C | 7,811376210%* | TRAPPIST-1 | 1,097
Trappist1-D | 2,317136210%* | TRAPPIST-1 | 0,788
Trappist1-D | 4,132624210%* | TRAPPIST-1 | 0,920
Trappistl-F | 6,204908210%* | TRAPPIST-1 | 1,045
Trappist1-G | 7,889012x10%* | TRAPPIST-1 | 1,129
Trappist1-H | 1,946872x10%* | TRAPPIST-1 | 0,755

Tabla 5.44: Tabla de planetas del Sistema Trappist-1, el radio estd dado en unidades de
radio terrestre. Fuente: NASA

Espacial Spitzer, entre otros, y llevo el nimero total de planetas que orbitan la estrella a

siete, de los cuales al menos tres estdn en su zona habitable circunestelar. (Gillon [15])

5.3.1. El planeta Trappist1-B

Se procedié a realizar el estudio de la estrella Trappist-1 y su planeta Trappistl-B
tomando como referencia que este sistema tiene muchas similitudes con nuestro Sistema
Solar, el andlisis de malla permite observar que las regiones de estabilidad en la zona L4
demuestran que si existen puntos para tomar en cuenta en el campo vectorial, tal como
se aprecia en la Figura al realizar un acercamiento se logran mejores apreciaciones
que permiten visualizar un campo mas completo, para esto es necesario realizar varias
ejecuciones del algoritmo, finalmente se observan resultados favorables para considerar

una regién estable.

La tabla[5.45] contiene la cantidad de puntos segtin el tipo en que se clasifiquen para el
tiempo final, £y = 500. Considerando la distancia Trappist-1 y Trappist1-Bes 1, 72x 10%km,
se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos.

El estudio de este planeta y sus érbitas estables en relacién a una tercera particula demues-
tra que los resultados son satisfactorios y nos brinda una posibilidad con un alto margen

de exito para poder utilizar las regiones de estabilidad.
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Figura 5.52: Comportamiento interacciéon Trappistl - Trappist1-B. p = 0,0000515. Fuente:
Propia

5.3.2. El planeta Trappist1-C

Se procedié a realizar el estudio de la estrella Trappist-1 y su planeta Trappist1-C el
resultado observa en la Figura[5.53|en esta grafica se aprecia que las regiones de estabilidad
son pocas, pero existen varios puntos alrededor del punto L4 que se pueden clasificar como
aptos para las orbitas satelitales.

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, £y = 500. Considerando la distancia Trappist-1 y Trappist1-C es 2,36 x

105%km, se puede obtener un drea aproximada para cada conjunto de puntos

Trappistl - Trappist1-B
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 144 1,07 x 1010
Inestables 9.846 7,28 x 101
Colisién mq 0 0
Colisién mg 10 7,40 x 10®

Tabla 5.45: Tabla con la cantidad de puntos segtin su tipo y 4rea que representa en Km?.

Sistema: Trappistl - Trappist1-B, p = 5,15 x 1072, t; = 500, d= 1,72 x 105km.
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Figura 5.53: Comportamiento interacciéon Trappistl - Trappist1-C. p = 0,000049. Fuente:
Propia

5.3.3. El planeta Trappist1l-D

Se procedio a realizar el estudio de la estrella Trappist-1 y su planeta Trappist1-D el
resultado observa en la Figura [5.54] en esta grafica podemos apreciar que las regiones de
estabilidad se encuentran dispersas a lo largo de la orbita satélital.

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, ¢y = 500. Considerando la distancia Trappist-1 y Trappistl-D es 3,34 x

108km, se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos

Trappistl - Trappist1-C
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 141 1,96 x 1010
Inestables 9.849 1,37 x 102
Colisién mq 0 0
Colisién mo 10 1,39 x 10?

Tabla 5.46: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Trappistl - Trappist1-C, p = 4,39 x 1072, ty =500, d = 2,36 x 10 K'm.
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Figura 5.54: Comportamiento interaccién Trappistl - Trappist1-D. p = 0,00001456. Fuen-
te: Propia

5.3.4. El planeta Trappistl-E

Se procedio a realizar el estudio de la estrella Trappist-1 y su planeta Trappist1-E tal

como se representa en la resultados para estas zonas son bastante prometedores.

La tabla contiene la cantidad de puntos segiin el tipo en que se clasifiquen para el
tiempo final, ¢y = 500. Considerando la distancia Trappist-1y Trappist1-E es 4, 38 x 105km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos

Trappistl - Trappist1-D
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 72 2,01 x 1010
Inestables 9.912 2,76 x 1012
Colisién mq 0 0
Colisién mg 16 4,46 x 10°

Tabla 5.47: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Trappistl - Trappist1-D, u = 1,45 x 107°, t; = 500, d = 3, 34 x 10%km.
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Figura 5.55: Comportamiento interaccién Trappistl - Trappistl-E. Malla 100x100. p =
0,00002597 Fuente: Propia

5.3.5. El planeta Trappistl-F

Se procedio a realizar el estudio de la estrella Trappist-1 y su planeta Trappist1-F tal

como se representa en la este planeta cuenta con una masa de 1.039 masas terrestres.

La tabla contiene la cantidad de puntos segiin el tipo en que se clasifiquen para el
tiempo final, ¢y = 500. Considerando la distancia Trappist-1 y Trappist1-F es 5, 76 x 108km,

se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos

Trappistl - Trappist1-E
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 102 4,89 x 10
Inestables 9.890 4,74 x 1012
Colisién mq 0 0
Colisién mo 8 3,84 x 10°

Tabla 5.48: Tabla con la cantidad de puntos segtin su tipo y 4rea que representa en Km?.

Sistema: Trappistl - Trappist1-E, u = 2,59 x 107°, ¢ = 500, d = 4,38 x 105km.
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Figura 5.56: Comportamiento interaccién Trappistl - Trappistl-F. Malla 100x100. p =
0,00003899 Fuente: Propia

5.3.6. El planeta Trappistl-G

Se procedio a realizar el estudio de la estrella Trappist-1 y su planeta Trappist1-G tal
como se representa en la este planeta cuenta con una masa de 1.321 masas terrestres y
cuenta con una localizacién de puntos muy similiar a los otros planetas por lo que podemos

clasificar su zona como estable.

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para
el tiempo final, t; = 500.

Trappistl - Trappistl-F
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 123 1,02 x 101
Inestables 9.862 8,18 x 102
Colisién mq 0 0
Colisién mg 15 1,24 x 1010

Tabla 5.49: Tabla con la cantidad de puntos segtin su tipo y area que representa en Km?.

Sistema: Trappistl - Trappist1-F, u = 3,89 x 107, t; = 500, d = 5,76 x 10%km.
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Figura 5.57: Comportamiento interaccién Trappistl - Trappistl-G. Malla 100x100. u =
0,00004957 Fuente: Propia

En base al fundamento teérico del contexto de la seccion 3 y el anélisis realizado en
los primeros capitulos, se considera que estas regiones estables de los planetas extrasolares
también tienen el mismo comportamiento, tanto en el sistema de Jupyter y los asteroides
troyanos que es uno de los propositos de estudio principales, asi como estos sistemas exo-

planetarios que forman parte de nuestra galaxia en este caso el sistema Trappist1.

Trappistl - Trappistl-G
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 141 1,74 x 101
Inestables 9.849 1,21 x 1013
Colisién mq 0 0
Colisién mo 10 1,23 x 1010

Tabla 5.50: Tabla con la cantidad de puntos segtin su tipo y area que representa en Km?.

Sistema: Trappistl - Trappist1-G, = 4,95 x 1075, ty =500,d=7,02 x 10%km.
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Trappistl - Trappist1l-H
Tipo de Punto Unidades Area [km?]
Estables 66 1,41 x 10t
Inestables 9.920 2,13 x 1013
Colisién my 0 0
Colisién my 14 3,00 x 1010

Tabla 5.51: Tabla con la cantidad de puntos segiin su tipo y drea que representa en km?.

Sistema: Trappistl - Trappistl-H, = 1,22 x 107, ty =500, d= 9,26 x 10%km.

5.3.7. El planeta Trappistl-H

Se procedio a realizar el estudio de la estrella Trappist-1 y su planeta Trappist1-H tal

como se aprecia en [5.5§]
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Figura 5.58: Comportamiento interaccién Trappistl - Trappistl-H. Malla 100x100. p =

0,00001223 Fuente: Propia

La tabla contiene la cantidad de puntos segin el tipo en que se clasifiquen para

el tiempo final, ¢y = 500. Considerando la distancia Trappist-1 y Trappistl-H es 9,26 x

10km, se puede obtener un area aproximada para cada conjunto de puntos
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Capitulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

En nuestro estudio se utilizé como marco de andlisis el problema restringido de los
tres cuerpos, ya que era de interés determinar puntos de estabilidad alrededor de L4, con-
siderando una masa despreciable. La teoria que respalda este trabajo se fundamenta en
el texto de Kolomaro [9]. Era de interés dicha regién, debido que por estudios previos,
se sabe que en Jupiter existen asteroides Troyanos en dicha ubicacién, y desde acd surge
la inquietud, ;qué ocurrird en otros sistemas similares a Sol-Jupiter?. En el caso de los
asteroides Troyanos, la literatura se refiere que en el sistema Solar, Jupiter no es un caso
aislado, con esto en mente es que estimamos conveniente, y provechoso para nuestro traba-
jo el considerar los planetas del Sistema Solar, los planetas junto a sus satélites naturales,
y el sistema extrasolar conocido como Trappist-1. Para cada uno de estos sistemas, se
identificarén los puntos de estabilidad, inestabilidad y colisién con las masas principales,
m1 y me. El interés de estudio en estos sistemas, se originan en la posibilidad de contar
con informacioén suficiente que permita validar, o refutar, los resultados que estdbamos
obteniendo. En el origen se pensaba sélo estudiar el sistema Solar, y abordar extraor-
dinariamente el sistema Pluton-Caronte, zona en la que estudios previos senalan que es
una zona de inestabilidad. Sin embargo, al apreciar el comportamiento de dichos sistemas,
optamos por extendernos a los sistemas Planeta-Satélites naturales, obteniendo una consi-
derable cantidad de informacién respecto a las regiones de estabilidad alrededor de L4, que
se evidencian en el desarrollo del trabajo realizado. Posteriormente, surgio la inquietud de
que comportamiento existia para esta misma regién, pero en un sistema exosolar, lo que
nos llevé a escoger Trappist-1, por sugerencia del Dr. Magana, debido a que hay suficiente

documentacién cémo para ser considerado en un caso de estudio como el realizado.
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Definidos los casos de estudio, asi como las condiciones que se debian cumplir, debimos
definir qué método numérico utilizar para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales
que se decribe en Esta situacion, nos planeteo un uevo desafio.

El resolver un sistema de ecuaciones diferenciales, no esté limitado al uso de un método
numérico en particular. De hecho existen diferentes métodos, y en este estudio se mencio-
naron dos, el método de Taylor y el método de Runge Kutta.

Al realizar un andlisis de la teoria que involucra al método de Taylor, se identifican
ciertas caracteristicas que lo presentan cémo una buena opcién para la integracion numéri-
ca, sin embargo, su implementacién no es simple, considerando que se debia resolver un
sistema de ecuaciones diferenciales. Esta situacion, llevé a buscar alternativas, logrando
acceder a la libreria Heyoka para Python, la cual estd implementada en C++. Al estar
disponible en un repositorio GibHub, y ser de libre acceso, y uso, nos llevé a realizar al-
gunas pruebas, evidenciando que dispone del algoritmo que se se requeria para resolver el
problema restringido de los tres cuerpos. Pero, para utilizarla habia que cumplir con cier-
tos requisitos, se debia instalar en una distribucién de GNU/Linux, requiere la instalacién
de Anaconda y de Python 3.9. En nuestro caso, probamos en Rocky Linux y Fedora, en
ambas distribuciones obtuvimos idénticos resultados, con el ejemplo disponible.

Posteriormente, para cumplir con los objetivos propuestos, necesitamos interrumpir
la integracién para descartar aquellos valores donde y < 0, debido a que corresponden a
puntos de inestabilidad. Se intenté modificar el cédigo base de Heyoka, pero los resultados
no fueron los esperados, debido a que se necesitaba acceder al cédigo fuente escrito en
C++, lenguaje que no utilizamos. Ante esta dificultad, se buscé una solucién, basandonos
en los aprendizajes adquiridos, y optamos por implementar el método numérico Runge
Kutta 4.

Runge Kutta 4, no tiene un buen valor para el error, pero al implementarlo comple-
tamente desde cero, en Python, nos permitia modificarlo segin nuestras necesidades. Una
vez comprobados los resultados obtenidos, nos centramos en reducir el error de la integra-
cién, es asi como pasamos por Runge Kutta de orden 5, hasta llegar al método numérico
Runge Kutta de orden 6, que permite cumplir con los objetivos propuestos.

Al trabajar con el método numérico Runge Kutta 6, en Python, facilité la obtencién
de los resultados, asi como la generacién de las imagenes, utilizando matplolib, creacién
de archivos .xlsz, utilizando pandas, y generando archivos .txt.

Obtener las gréficas, identificando con colores diferentes, las dreas de estabilidad, ines-
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tabilidad, colisién con m1, y colisién con my facilita la comparacién entre sistemas, entre-
gando informacién relevante para el estudio de las zonas de estabilidad entorno a L4. Junto
a las imégenes, y como insumo, se determina la cantidad de puntos segtin su tipo, asi cémo
el area aproximada que les corresponde, para este calculo se relaciona la distancia entre las
masas primarias, con el valor asignado a delta. Para facilitar el uso de esta informacién,
se generan archivos con dicha informacion, para su posterior analisis e interpretacion. En
los formatos especificados en el parrafo anterior.

En las simulaciones del sistema Solar, se observa que todos los planetas tienen regiones
de estabilidad, siendo Jupiter el que mayor superficie de estabilidad posee; la relacién de
masas con el Sol es y = 0,00095484. En contraparte, Mercurio posee la menor area de
estabilidad, cuya relacién de masas con el Sol es p = 1,65158 x 1077,

Pudimos comprobar de forma empirica que el sistema Plutén-Caronte carece de puntos
estables, y cuenta solo con algunos puntos de colisién, sin embargo, presenta una amplia
zona inestable. Por otro lado, que en la mayoria de los sistemas Planeta-Satélites naturales,
cuentan con zonas de estabilidad, diferenciandose en la cantidad de puntos que contienen,
asi como la distribucion de los mismos.

En relacion al sistema exoplanetario Trappistl se logré andlizar la estabilidad y, obser-
vamos como las regiones con valores de u pequenos, en general son estables. Este patréon
se repite para todos los casos, exceptuando aquellos en que el valor de 1 es muy grandes.
En la medida que el valor de  disminuye, se comprueba que todas las érbitas se vuelven
estables, independientemente del valor de distancia entre las masas.

Respecto a los trabajos futuros, es recomendable el desarrollar el método numérico de
Taylor, pero directamente en Python, para su posterior manipulacion, o bien, realizar el
estudio de la libreria Heyoka para determinar de qué forma se puede detener la integracién
bajo ciertos criterios. Ademas, es interesante el comparar diferentes métodos numéricos
para la resolucién al problema restringido de los tres cuerpos, explorando Runge Kutta de
orden superior al 6. Otra propuesta futura seria, analizar el comportamiento de estabilidad
de otros sistemas extra-solares, ademés del estudiado en este trabajo. Finalmente, se deja
la inquietud de avanzar en el estudio en las tres dimensiones, analizando el comportamiento

de la masa despreciable en el eje z, y su interaccién con las masas principales.
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Apéndice A
Programa en Phyton

A.1. Implementacién del Metédo numérico Runge Kutta de

Orden 6

En el desarrollo de este trabajo de investigacién se realizo un codigo especial de Python
que permite calcular los valores que corresponden a las regiones de estabilidad, el programa

fue implementado utilizando el algoritmo de Runge-Kutta de orden 6.

A.1.1. Librerias utilizadas

El lenguaje de programacién utilizado, para este Trabajo Fin de Master, es Python. Se
incluyen las librerias de manejo de vectores y arreglos numpy, la libreria de cdlculos math,

y las librerias de paquetes avanzados de graficos matplotlib.

import numpy as np
import math
import matplotlib.pyplot as plt

import pandas as pd

Después de incluir las librerias a utilizar, se define la funcién del problema de valor inicial
que se utilizard para integrar un sistema de 4 ecuaciones, descritas en (2.22)) ;se declaran
en el programa como dvl, dv2, dv3 y dv4 respectivamente.

Las variables r1p y r2p corresponden a las ecuaciones de distancia de las masas.

def f1(t,v):

(x,y,xp,yp)=V
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rlp=((x+tmu2)««2+y=**2)*x(—3/2.)
r2p=((x—mul)**2+y=**2)*x(—3/2.)

dv1l=xp+y

dv2=yp-—x

dv3=yp—mul * ((x+mu2)*rlp)-—mu2x*((x—mul)*r2p)
dvd==xp—(mulx(y))*rlp—(mu2*y)=*r2p

return (np.array ([dvl,dv2,dv3,dv4]))

A.1.2. Algoritmo de RK6

El algoritmo RK6 fue implementado, con una pequena modificacién para registrar los
elementos de puntos de estabilidad que se detectaron durante el recorrido del integrador, los
puntos j1 y j4 corresponde a los valores inestables y estables de la malla respectivamente,

y los puntos j2 y j3 corresponden a los puntos de colisién con las masas mj y mo.

def RungeKutaS6(f,t0,tn,x0,n):
t=np.linspace (t0,tn,n+1)
m=len (x0)
x=np.zeros ((m,n+1))
x[:,0]=x0
h=(tn—t0)/n

for i in range(l,n+1):

ki=f(t[i—1],x[:,i—1])

k2=f (t[i—1]+h*(1/3.),x[:,i—1]+(1/3.)xklxh)

k3=f (t[i—1]+h*(2/3.),x[:,i—1]+(2/3)xk2xh)

kd=F (t [1—1]+h*(1/3),x[:,i—1]+(1/12)xklxh+(1/3)xk2xh
—(1/12)xh#k3)

K5=f (t [i—1]+h*(5/6.),x[:,i—1]+(25/48.)xklxh—(55/24.)xk2xh

+(35/48.)xk3xh+k4 *(15/8.)%h)

K6=F (t [i—1]+h*(1/6.),x[:,i—1]4+(3/20)xklxh—(11/24)xk2x%h
—(1/8)xk3xh+(1/2)*kdxh+(1/10)xhxk5)

K7=f (t[i],x[:,i—1]—(261/260)%klxh+(33/13)xk2xh+
(43/156)%k3xh—(118/39)xk4xh+(32/195)k5*h+(80/39)xk6h)
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x[:,i]=x[:,i 1]+((13/200)%k1+(11/40.)%k3+(11/40.)xk4
+(4/25)xk5+(4/25)xk6+(13/200)*k7)*h

return ((t,x))

A.1.3. Funcién de malla

Mediante un vector de dimensiones m x n y un acercamiento de a x b se despliega una
malla de puntos que provienen del resultado de la funcién de RK6, con esta funcién obte-
nemos los valores necesarios para generar los puntos de andalisis que permitiran visualizar

graficamente las regiones de estabilidad sobre L4.

def malla(m,n,a,b):
x=np. linspace(—a,a,n)
y=np. linspace(—b,b,m)
xx ,yy=np.meshgrid (x,y)
points=np.c_[xx.ravel(),yy.ravel ()]

return(points)

A.1.4. Programa principal

En esta parte del programa se utilizan las funciones previamente definidas para poder
desplegar los gréaficos y calcular los puntos estables, en las tdltimas lineas se guarda un
acumulador de los puntos que se generan como estables e inestables y la superficie que

abarcan estas regiones expresadas en km? .

m = 100
n =m
a = 0.2
b =a

for i in range(nsm):
points=malla (m,n,a,b)
#Una vez generada la malla se generan las
#condiciones iniciales
x0=0.5—mu2+points [i,0]
y0=3%%(1/2)*0.5+ points [i,1]
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f0=[x0,y0,—y0,x0]
M=1000

tiempo = 500

(j ,x) = RungeKutaS6(f1,0,tiempo , f0 ,M)

plt.scatter (x0,y0,color="silver )
inestable_x .append(x0)
inestable_y .append(y0)

elif (j==2):
plt.scatter (x0,y0,color="green’)
colision_m1x.append(x0)
colision_mly .append(y0)

elif (j==3):
plt.scatter (x0,y0, color="brown’)
colision_m2x .append (x0)
colision_m2y .append (y0)

else:
plt.scatter (x0,y0, color="blue )
estable_x .append (x0)
estable_y .append(y0)

estable = len(estable_x)

print (estable)

inestable = len(inestable_x)
colision.m1 = len(colision_.mlx)
colision.m2 = len(colision_m2x)

#Calculo del area en Kilometros cuadrados

deltaA = (2xa)/n
deltaB = (2xb)/m
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deltaKmA = deltaA * distanciaPrimarios
deltaKmB = deltaB % distanciaPrimarios

area = deltaKmA xdeltaKmB

area_est = area *x estable
area_inest = area x inestable
area_colM1 = area x colision_ml
area_colM2 = area * colision_m?2

Se realizarén varias pruebas y verificaciones del margen de error de los calculos del
programa, y se obtuvieron valores muy por debajo de 1,0 x 10~ por lo que se determina

que los resultados son confiables.
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