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1. RESUMEN

El fracaso en el primer curso de las carreras técnicas en las asignaturas de
algebra y calculo es cada vez méas notorio. Los alumnos llegan poco preparados del
Bachillerato para lo que esas asignaturas requieren: aparecen dificultades por falta
de conocimientos previos suficientes, por un nivel demasiado alto en las
explicaciones, y dificultades, también, para comprender el lenguaje matematico. El
presente trabajo plantea una propuesta didactica para la asignatura de matematicas
del Bachillerato de Ciencias y Tecnologia con el fin de que estos alumnos mejoren su
preparacion en vias a su paso a los estudios universitarios.

La propuesta centra sus esfuerzos en mejorar la comprension y uso del
lenguaje matematico entre las aulas de Bachillerato. Se estudia la importancia del
lenguaje matematico y el protagonismo que éste tiene actualmente, a partir de actas
de seminarios de didactica de las matematicas y con la realizacion de entrevistas a
diversos profesores de matematicas de Bachillerato y de los primeros cursos de
Ingenieria.

Se plantea una revaloracion de las demostraciones, dentro de la
programacion, como recurso para mejorar el uso del lenguaje matematico. Se
justifica la propuesta, se enmarca dentro de las disposiciones del Real Decreto
1467/2007, y se presenta una serie de demostraciones para las principales unidades
didacticas de la asignatura.

Se concluye que el valor educativo y formativo de las demostraciones viene
dado por el aprendizaje que supone la formalidad de éstas. Se plantea una futura
revision de los libros de matematicas de Bachillerato para revalorizar en éstos las
demostraciones y el lenguaje matemaético en su conjunto.

Palabras clave: lenguaje matematico, demostraciéon, formalidad,
Bachillerato, libros de texto

ABSTRACT

There is an obvious increase in failure rates in algebra and calculus in the
first course of the technical careers. Pupils experience many gaps when dealing with
these subjects after finishing High School (Baccalaureate). Difficulties appear due to
the lack of previous knowledge, a high level in the explanations given, and specific
difficulties in understand mathematical language. The present work raises a didactic
proposal to mathematics in scientific and technological Baccalaureate in order to
improve the student’s preparation on their way to university studies.

This proposal focuses in improving the comprehension and use of the
mathematical language in Baccalaureate. The research on the importance of the
mathematical language and its leading role in teaching has been developed from the
analysis of the notes taken from some workshops in mathematics didactic seminars
and the interviews to several Baccalaureate’s mathematic teachers and lecturers
teaching the first years of Engineering.
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In particular, preeminence to demonstration while programming is given, as
resource to improve the use of mathematical language. This proposal is justified,
inside the dispositions of the Royal decree 1467/2007. Besides, it presents a series of
demonstrations for the main didactic units of the subject.

The main conclusion is that the educational and formative value of
demonstrations comes as a result of the learning process of formalizing them. This
research also suggests the future revision of mathematics’ Baccalaureate books in
order to increase the value of demonstrations and the use of mathematical language.

Keywords: mathematical language, demonstration, formality, Baccalaureate
text books
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2. INTRODUCCION

2.1 Presentacion y justificacion

El fracaso en los primeros afios de carrera es cada vez més notorio, y uno de
los puntos que claramente preocupan a profesores, instituciones, y al propio
gobierno, claro estd. Como decia un articulo del periédico a finales de este curso
académico: “los alumnos universitarios aprueban solo un tercio de las asignaturas

matriculadas” (Vallin, 2012, p.44). Claramente un dato alarmante.

Las estadisticas de dicho fracaso universitario varian en funcién de la
carrera; claramente las ingenierias registran la tasa de retraso més alta y también de
abandono: un 40% segin un estudio de las universidades espafiolas (Cabrera, 2006,
p-14). A modo de ejemplo, es llamativo que La Escuela Politécnica Superior de
Castelldefels (EPSC) de la Universidad Politécnica de Cataluna (UPC) haya
participado activamente en la adaptacion del modelo educativo de sus asignaturas
para lograr mejores resultados entre sus alumnos (Del Canto, Gallego, Lopez, Mora,

2010, p.15).

A continuacion se describe una relacion de causas de dicho fracaso:

Causas
1. Conocimientos previos 8. Insuficiente informacién a los
insuficientes. alumnos sobre el tipo de examen y
2. Falta de informacién previa de la los criterios de evaluacion.
carrera elegida. 9. Falta de interés de los profesores.
3. Excesivos contenidos en las 10. Falta de motivacion de los
asignaturas. alumnos.
4. Nivel demasiado alto en las 11.Falta de estudio a diario.
explicaciones. 12.Falta de asistencia a clase.

5. Los examenes no se corresponden 13.Falta de asistencia a tutorias.
con lo explicado en las asignaturas. 14.Masificaciéon en las aulas

6. Falta de coherencia entre los 15. Excesivo numero de asignaturas
objetivos de aprendizaje y el simultaneas (horarios
examen. sobrecargados).

7. Nivel de exigencia exagerado. 16. Mala secuenciacidn de los

contenidos y/o practicas.
17.Concentracion de examenes.

Figura 1. Responsables del fracaso universitario en Ingenieria

(Martin, Arranz, Gonzalez, Paramo, 2002, pp.52)

Se trata de un problema actual, y son muchos los que siguen estudiandolo

para ofrecer soluciones acertadas. Entre ellos, Cabrera (2006, p.9) afirma que “todo
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esto ha llevado a que los procesos de transiciéon a la ensefianza superior y la
integracion en la vida universitaria en el primer afio sea uno de los focos de atencion
prioritaria para luchar contra el abandono. Ofrecer a los estudiantes una percepciéon

realista de la vida universitaria deberia ser un objetivo a lograr”.

Es relevante la actual dificultad que encuentran los alumnos de 1° curso en
carreras técnicas y cientificas, sobre todo en las asignaturas de matemaéticas,
concretamente en célculo y algebra. Entre ellas, destacan las dificultades por falta de
conocimientos previos suficientes y por un nivel demasiado alto en las explicaciones,
tal como indica la Figura 1. El nivel exigido en el 1° curso de estas carreras difiere
considerablemente de los objetivos previstos para el Bachillerato. Hay ciertamente
un salto entre ambos, y como se ha visto, no todos los alumnos logran superar esta
etapa con éxito. Se han introducido algunas propuestas en el sistema universitario,
como la implantaciéon del curso cero (Cabrera, 2006, p.12), pero los indices de
fracaso siguen persistiendo. En este sentido, éste sigue siendo un posible campo en

el que introducir propuestas de mejora e iniciativas a distintos niveles.

Otro suceso habitual en las aulas de 1° de ingenieria suele ser la dificultad de
los alumnos para comprender el lenguaje matematico empleado por el profesor y
expresarse también ellos en dicho lenguaje. El uso del lenguaje matematico es
imprescindible en cualquier carrera técnica, no solo en las asignaturas de algebra y
calculo, pero los alumnos que empiezan el 1° curso de carrera no estan habituados a
usarlo: actualmente, las mateméticas del Bachillerato no se caracterizan por
enfatizar la transmision y ensefanza del lenguaje matematico. El salto que
experimentan en este sentido al empezar la Universidad supone para éstos un

obstéculo adicional en la comprensién global de las asignaturas.

Asi pues, las propuestas que se puedan introducir en la ensefianza de las
matematicas en Bachillerato de Ciencias y Tecnologia en cuanto a la mejora de los
conocimientos y uso del lenguaje matematico, por pequenas e insignificantes que
parezcan, son pasos hacia una mejora del aprendizaje de los alumnos y una mejor

capacitacion de éstos para sus futuros estudios universitarios.

Seria importante hacer referencia, también, a aquel grupo de alumnos que,
por el motivo que sea, no realizan estudios universitarios después del Bachillerato.
Podria parecer que este sector no es beneficiario de la propuesta que se plantea este
trabajo, pero justo por finalizar sus estudios, requieren de una mayor preparacion y

comprension de las matematicas y de los modos que le son propios.
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2.2 Objetivos

El presente trabajo pretende presentar una propuesta didactica para la
asignatura de matematicas del Bachillerato de Ciencias y Tecnologia basada en una
revaloracion de las demostraciones como recurso para mejorar el uso y comprension

del lenguaje matematico.

Al mismo tiempo, este trabajo pretende alcanzar los siguientes objetivos
secundarios:

e Justificar la importancia de la mejora del uso del lenguaje matematico en las
aulas del Bachillerato de Ciencias y Tecnologia, y la necesidad de una
propuesta didactica al respecto.

e Definir el papel que pueden tener las demostraciones como recurso de
mejora de la comprensién y uso del lenguaje matemaético.

e Realizar un estudio de campo para conocer la percepcion de los profesores

acerca de la propuesta realizada.

2.3 Metodologia

La metodologia del trabajo es el resultado de combinar y complementar una
investigacion bibliografica y un pequefio estudio de campo. El cuerpo de este estudio
consta de tres capitulos claramente diferenciados, que pretenden conseguir el

objetivo anteriormente definido.

Con el fin de realizar una correcta contextualizacion y garantizar
aplicabilidad y conveniencia de la propuesta didactica que se plantea, se inicia el
estudio con una caracterizacién del lenguaje matematico; a través de articulos
publicados y libros de referencia, se describe su relacién con los procesos de
abstraccién y comprensién matematica, y su importancia dentro del mundo de la
ensefianza. A continuacion, se estudia el papel de las demostraciones dentro de las
ciencias matematicas y sobre todo su relacion con el uso y comprension del lenguaje

matematico.

Un claro punto a evaluar es el grado de implantacion e importancia que
tienen actualmente las demostraciones en el curriculum de matematicas del
Bachillerato de Ciencias y Tecnologia. Para ello, se han consultado las conclusiones

de diversos seminarios de didactica de las matematicas, y se han realizado
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entrevistas a docentes del area de las matematicas, tanto en 2° de Bachillerato como
en el 1° curso de Ingenieria. Al mismo tiempo, se cuenta con la evaluaciéon de estos
docentes sobre la propuesta didictica de este trabajo y con la aportaciéon de sus

experiencias.

Se presenta una propuesta didactica respaldada por los dos primeros
capitulos del trabajo. Pretende ser una propuesta de facil implantacién para todos
los profesores, sin que ésta conlleve grandes modificaciones en la programacion de
la asignatura. Una relaciéon de demostraciones a introducir en la programacién, con
unos objetivos claros respecto a la ensenanza del lenguaje matematico. A veces, las
modificaciones més sutiles logran tener un impacto mucho mayor por la misma

simplicidad de su puesta en marcha.

2.4 Justificacion de la bibliografia utilizada

La realizacion de este estudio cuenta con el soporte bibliografico de libros y
conferencias sobre el lenguaje matematico, y otra bibliografia procedente de

seminarios de didactica de las matematicas, o referenciada en estos.

Con el fin de realizar una acertada contextualizacion, se ha citado a Cabrera
(2006) y se ha hecho referencia a un articulo periodistico de La Vanguardia, de

mediados de junio de 2012, en el que se evidencia el actual fracaso universitario.

En cuanto a la fundamentacién conceptual del trabajo, se han tomado como
referencia para el estudio del lenguaje matematico: el libro de Pimm (1990), por
desarrollar de forma detallada la tipologia de simbolos, las vias de acceso a la
simbolizacion y el uso y aprendizaje del lenguaje matematico, asi como una reflexion
sobre la competencia comunicativa que le es propia; el libro de Alcala (2002); y la
conferencia de Martin (2009), éste tltimo para lograr comprender la construccion
del lenguaje matematico. En lo relativo a las demostraciones, un punto de referencia
ha sido Jalon (2001) y Martinez (2001), puesto que ambos presentan cuestiones

relacionadas con el aprendizaje de las demostraciones.

Como soporte a las entrevistas mencionadas, y con el fin de tomar mayor
consciencia aun de la realidad en las aulas, se hace referencia al libro de Ibainez
(2004), en este caso en lo relativo al tratamiento que se da a las demostraciones en

los libros de texto.
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Por tultimo, se han citado a distintos autores expertos en didactica de las
matematicas. El gran referente en este campo ha sido Kline (1981) con su propuesta
para las matematicas modernas. También Sierpinska (1996) ha sido un punto de

referencia para realizar una propuesta didactica acertada.
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3. FUNDAMENTACION TEORICA

La fundamentacion tedrica sobre la que se sustenta este trabajo se divide en
dos grandes bloques conceptuales: por una parte una caracterizaciéon del lenguaje
matematico y su ensefianza, y por otra una exposicion de los métodos de

demostracion y el papel que tienen éstos en los procesos de ensefianza-aprendizaje.

3.1 Ellenguaje matematico

3.1.1 Caracterizacion del lenguaje matematico

Las matematicas se apoyan en el lenguaje matematico: un lenguaje simbolico
formal que sigue una serie de convenciones propias. Los simbolos representan un
concepto, una operaciéon, una entidad matematica. Estos no deben considerarse

abreviaturas, sino entidades con valor propio y auténomo.

En el lenguaje matematico resulta importante distinguir entre simbolo y
concepto, es decir, entre significante (simbolo) y significado (referente) (Pimm,
2002, p.197) A menudo, son muchas las confusiones que se dan entre estas dos
nociones. Pimm (1990, p.209) afirma que la notaciébn matematica resulta ser un
sistema muy conservador, ya que si queremos que los simbolos no lleguen a ser un
obstéculo, es importante que existan ya como un objeto conceptual para el usuario

cuando éste haga uso de ellos.

Los simbolos matematicos se caracterizan por ser un medio de transmision
de potencial anadido ya que contribuyen, también, a la comprensiéon de la
informacion transmitida: “los simbolos proporcionan un medio eficaz de almacenar
y transmitir, porque facilitan la comprensioén de un conjunto de informacién en un
espacio reducido” (Pimm, 1990, p.210). Se deben conocer para poder interpretar lo
que se quiere decir con ellos, al mismo tiempo que se deben utilizar para expresar lo
que se quiera decir. “Todos los simbolos son necesarios para la perfecta construccion
de ideas; es decir, todas y cada una de las palabras matematicas tienen un
significado concreto, no existiendo sinonimos para las palabras matematicas como

ocurre en el lenguaje habitual” (Martin, Paralea, Romero, Segovia, 2009, p.40)

10
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Hillel (2000, p.195) presenta una clasificacién de los tipos de lenguaje

matematico, segiin el esquema que se presenta a continuacién. También Alcala

(2002, p.26) y Pimm (1990, p.199) engloban el conjunto de los simbolos

matematicos en los siguientes grupos, éste altimo con una terminologia distinta.

1.

2.

3.

Lenguaje algebraico: se usa para formalizar y simbolizar. Entre los simbolos
algebraicos se encuentran nimeros y letras. Estas pueden representar tanto
constantes como variables: las primeras letras del alfabeto se usan para
representar constantes y las ultimas para variables. Resulta importante
determinar la fijacion de estos simbolos, ya que las matemaéticas tienden a

modificar el significado de éstos.

Lenguaje aritmético: usado para describir las operaciones entre entes

yoe
matematicos.

E :E::;’;‘"““ 3 "‘i::” A vetor

= ip : pertence : =

3 coRlém & :x.’m pertence AL B. prod. esc:ﬂ.ur

¢ contido v qualquer AxB ;fmd vetorial

t latorial . portanto Tim limite

< menar gue 1 ortogonal ~ complexo

> malor que A e 7 conjugida

= menor on igual v DU / al que

> ma_ior ou igual ¢ imagindrio I funcio gama

v udigho Y Somatiria [ fungiio beta

subtragio |J uniiio

¢ divisdo M intersegiio

x  multiplicagio v nabla

~  proporcional A difevenca

= aproximado 4 "

- 5b o Bomiatite re v laplaciano

ws implicagio [ integral

Figura 2. Simbolos aritméticos

Lenguaje geométrico: consta de representaciones bidimensionales: el
lenguaje de las funciones y graficas, las representaciones geométrico-

eulcideas, grafos, representaciones conjuntistas y diagramas, etc.

Jerga matematica: formada por el conjunto de simbolos hablados; guarda
una estrecha dependencia respecto a la lengua vernacula. La matematica
toma ciertas palabras de la lengua vernacula y les otorga un significado
preciso y peculiar, por lo que la jerga matematica suele ser fuente de

frecuentes errores conceptuales.

Este trabajo centra su atencion en el lenguaje escrito, tanto algebraico como

aritmético y geométrico, sin pretender abarcar las caractristicas de todos ellos sino

mas bien presentar una propuesta didactica que los contemple. Para el caso del

lenguaje geométrico, este trabajo hara referencia a él en cuanto a elemento de

11
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soporte para la comprensiéon de conceptos matematicos, y de demostraciones, como

se vera mas adelante.

3.1.2 Papel del lenguaje simboélico en los procesos de
abstraccion

Se ha acaba de exponer la importancia de distinguir entre significante y
significado, y se han glosado los significantes de que consta el lenguaje
matematico. Seria importante definir ahora en qué radica el significado y como se

construye dicho proceso de abstraccion.

Las matematicas, y sobre todo su ensefianza y aprendizaje, se deben
permear del tipo de condiciones que establece la naturaleza de la disciplina, y
especialmente en todo lo relacionado con procesos de abstracciéon. “Desarrollar la
capacidad de abstraccion en los alumnos es darles las condiciones para realizar un
pensamiento abstracto, independiente, critico y capaz de ascender a lo mejor de la

cultura y el conocimiento universales” (Ruiz, 2006, p.24).

La abstraccién es resultado de un cambio en el nivel de representacion. El
lenguaje matematico juega un papel decisivo en este proceso, ya que gracias a éste se
opera este cambio en el plano de representacion: las acciones, que en el plano
material se realizan con objetos concretos, en éste se realizan con simbolos. Dichas
acciones, en el nivel simbolico, permiten ir generando una red de relaciones. En la
medida en que operamos tales objetos, crece la red de significaciones que los
vincula. Se trata de reconocer la naturaleza simbolica de los objetos matematicos, ya
que un mejor conocimiento de dichos recursos permite utilizar los diversos niveles

de representacion para la construccioén del significado.

Sin embargo, y como ya se ha anunciado, con frecuencia se dan confusiones
cuando el alumno centra su atencion preferentemente en los simbolos mismos, en
vez de en lo que estos simbolos significan. “Este problema surge en parte a causa de
la abstraccion de los referentes que corresponden a muchos de los simbolos. Asi
mismo, procede del intento de ensenar a los alumnos la forma practica de trabajar
que utilizan los matematicos, quienes operan con los simbolos como si los simbolos

mismos fueran los objetos matemaéaticos” (Pimm, 1990, p. 124)

12
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3.1.3 Adquisicion de la competencia comunicativa

Pero no basta con conocer los simbolos. La adquisicion del conocimiento
matematico consiste en el dominio de su forma de hacer, comprendiendo y
manejando los distintos simbolos de su lenguaje mateméatico. Dominar y aprender la
forma de hacer de las matematicas, su lenguaje, es imprescindible para su correcto
aprendizaje. De hecho, como afirma Pimm (1990, p.283), “también en matemaéticas
debemos hablar de una competencia comunicativa, que supone saber utilizar y

comprender los estilos del lenguaje adecuados a cada circunstancia”.

Gomez-Granell (1997, p.206) comenta que “desde una perspectiva
conceptualista se otorga al lenguaje un papel secundario, dependiente de la
comprension conceptual y que, sin embargo, la investigacion de los tltimos afios
parece mostrar que la causa de multitud de errores radica en la dificultad real que
supone el aprendizaje de un lenguaje especifico de caracteristicas muy distintas al

lenguaje ordinario”.

Es cierto que aparecen grandes problemas, a todos los niveles educativos, en
lo relativo al aprendizaje del lenguaje matematico. Problemas derivados,
fundamentalmente, a su grado de abstraccion: la utilizacion de simbolos para
representarlo, sus caracteristicas sintécticas, sus reglas de utilizacion, etc. Entre los
alumnos aparecen claramente dificultades en la adquisicion de estos significados,
por ser méas abstractos. Como se ha visto en el capitulo anterior, mediante el
lenguaje matematico se opera el cambio en el nivel de representacién, es decir, se
llega a los conceptos abstractos; de tal modo que a través de una mejor ensefianza
del lenguaje matemaético, de un correcto uso y comprensiéon de su simbologia,
podremos mejorar implicitamente la comprension de los significados y la

competencia comunicativa.

Se trata de considerar la ensenanza de las matematicas como ensenanza del
lenguaje matematico, que deberia caracterizarse por un cambio de centro de
atencion: pasar del simple estudio de un sistema abstracto de reglas y simbolos, a la
adquisicion de competencia comunicativa sobre determinados objetos. El Informe
Cockcroft (parrafo 306) afirma que “el lenguaje desempefia un papel esencial en la
formulacién y expresion de las ideas matematicas”. Asi pues, el aprendizaje de la
competencia comunicativa supone adquirir las formas, los significados y los modos
de razonar que se hallan en el registro matematico. No consiste solo en la
adquisicion de unos simbolos matematicos, sino también de sus significados y

modos de comunicar propios de ese registro. Como afirma Nieto (1997, p.7), “es ese
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saber hacer Matemaéticas el que va a potenciar su aplicabilidad en muchas de las
situaciones de la actividad cotidiana, social y profesional. Las Matematicas so6lo
tendran sentido para los estudiantes si éstos llegan a asimilar sus conceptos y a

entender sus significados, aplicaciones e interpretaciones”.

3.1.4 Didactica del lenguaje matematico

Hasta el momento se ha expuesto la importancia del lenguaje matematico, y
mas adn, de concebir las matematicas como lenguaje. En ningin momento se ha
pretendido reducir las matemaéticas a un puro lenguaje, sino mas bien revalorar el
caracter también lingiiistico de éstas. Esta concepcion de las matematicas como un
lenguaje, y como consecuencia la importancia de la adquisiciéon de la competencia
comunicativa, nos debe incitar a planearnos los modos didacticos precisos para
llevar a cabo dicho aprendizaje. “Cuando hablamos de la mateméatica como un
lenguaje queremos significar que son sus aspectos simbolicos las que, desde un

punto de vista didactico, conviene enfatizar” (Alcala, 2002, p. 29)

Este mismo autor, Alcald (2002, p. 33), nos justifica que el considerar las
matemaéticas como un lenguaje es una buena estratagema didactica, por lo menos

por tres razones:

1. Ayuda a interpretar la mayoria de las dificultades que el alumno encuentra
en su aprendizaje. Dificultades del tipo semantico, sobre todo ante el
binomio significante-significado; dificultades inherentes a la estructura del
codigo simbdlico; y dificultades pragmaticas sobre el correcto uso de dicho
codigo.

Esta concepcion de las matematicas es util desde el punto de vista didactico
ya que nos lleva a enfatizar sus aspectos lingiiisticos. Es decir, nos lleva a
poner mayor atencion en la construccion de significados y en la comprension

y uso del lenguaje matematico

2. Proporciona una visién integradora del curriculo, ya que procura dar la
debida importancia a cada uno de los componentes de una buena formacion
matematica. Pone el acento en la construccion progresiva de los significados,

en los aspectos comunicativos y en el dominio sintactico.

3. Es una buena guia para organizar e interpretar la ensefianza en el aula por

parte del profesor.
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De hecho, son muchos los expertos y matematicos que a los largo de los afios

han promovido el uso y conocimiento del lenguaje matematico. A continuacion se

citan algunos fragmentos que testimonian la importancia del lenguaje matemaético

en la ensefianza de esta ciencia.

“Debemos hacer entender a nuestros alumnos que la tinica forma correcta de
comunicacion en Matematicas es el lenguaje matematico. Utilizarlo es
necesario para “saber lo que se dice” y “decir lo que se sabe” (Caraballo,

Morales, Palacios, 2009, p.3)

“El lenguaje matematico, aplicado a distintos fenémenos y aspectos de la
realidad, es un instrumento eficaz que ayuda a comprender mejor el entorno
que nos rodea y permite adaptarse a un mundo en continua evolucion. Los
alumnos deben conocerlo y utilizarlo correctamente, aplicAndolo a la

comprension y modelizacion de la realidad” (Sanchez, 2000, p.17).

“Requerimos de una auténtica reforma intelectual y de enfoques
apropiados para definir una estrategia de progreso en la educacion

matematica” (Ruiz, 2006, p.24).
“La comprension del lenguaje, y su correcta utilizacion, constituyen uno de
los requisitos mas importantes para el aprendizaje de las matematicas”

(Jalbn, 2001, p.22).

Todo lo expuesto hasta el momento permite afirmar que parece acertada la

necesidad de proponer propuestas para mejorar la didactica del lenguaje

matematico en el aula, tal como pretendia justificar en este trabajo en uno de sus

objetivos.

3.2 Las demostraciones

Este trabajo apuesta por una propuesta didactica basada en la revaloracion

de las demostraciones dentro de la programacion de la asignatura como recurso para

que para mejorar el uso y comprension del lenguaje matematico en las aulas de

Bachillerato de Ciencias y Tecnologia. Es preciso justificar esta propuesta, indicando

el papel que tienen las demostraciones deductivas en la comprension y uso del
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lenguaje matematico, y su relevancia actual dentro de la programaciéon de

matematicas de 2° de este Bachillerato.

3.2.1 Métodos de demostracion

Métodos de demostracion:

Definamos en primer lugar el concepto de demostraciéon. “Suponiendo una
proposicion p, podemos considerar la demostracion como una cadena finita de
transformaciones que se realizan mediante reglas logicas y que se forman a partir de
proposiciones verdaderas, o supuestamente verdaderas, y las cuales nos conducen a

la proposicion p” (Rodolfo, 2011, p.26).
La demostracion consta de tres partes (figura 2):

1. La proposiciéon que se trata de demostrar. Resulta importante diferenciar la
hipétesis, que es la informacion que nos dan, de la tesis, que es aquello que
se pretende demostrar.

2. Los fundamentos empleados: los términos primitivos, las definiciones, los
postulados y las proposiciones o teoremas ya demostrados.

3. El procedimiento usado para lograr que la proposicion quede demostrada.

Puede ser el método deductivo o el inductivo.

- El método inductivo es aquel que partiendo de una serie finita de casos

observados se llega a la afirmacion de la verdad de una proposicion.

- El método deductivo es un razonamiento l6gico que partiendo de unas
hipétesis, o ideas ciertas, progresa hasta obtener la veracidad de la tesis
formulada. Estos pasos deben estar fundamentados en la aplicacion de
reglas de deduccién: fundadas ya sea en axiomas o en teoremas
anteriormente demostrados o en reglas bésicas de deduccién del sistema
en cuestion. El esquema seria del método deductivo seria el que se indica

a continuacion:

Hipotesis

‘ —— Proceso
Términos primitivos deductivo Tesis

Definiciones - —
Postulados Conclusion

Otros teoremas

Figura 3. Método deductivo (Rodolfo, 2011, p.27)
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Las demostraciones deductivas son importantes para garantizar la validez de
los teoremas de la matematica. Al quedar demostrada una féormula, ella se convierte
en una recurso para el mismo avance de las matemaéticas, y susceptible de

aplicaciones en otras ciencias.

Resaltar que la geometria suele ser una ayuda importante en algunas
demostraciones, ya que permite mostrar una clase particular del abanico de figuras

geométricas para las cuales tiene validez el teorema que se va a demostrar.

Tipos de demostraciones:
Existen dos tipos de demostraciones, las directas y las indirectas:

1. DEMOSTRACIONES DIRECTAS:

Las demostraciones directas descubren la veracidad de la tesis mediante el
examen de las condiciones, los términos primitivos, las definiciones, los postulados y

las proposiciones ya probadas que conforman la hipétesis H.

Se trata de un razonamiento deductivo que nos conduce a la conclusion de la
tesis 7. En una demostraciéon directa cada paso debe ir acompafiado de una

explicacion que justifique su presencia.

2. DEMOSTRACIONES INDIRECTAS:

Se realiza una demostracién indirecta cuando se establece la validez de una
tesis T probando que las consecuencias de su contraria son falsas. La demostraciéon
indirecta determina la veracidad de la tesis que se demuestra, no examinando ésta
sino algunas otras proposiciones, con el fin de que comprobada la falsedad de

aquéllas, quede demostrada necesariamente la veracidad de la tesis.

La demostracion indirecta se basa en el hecho de que si ~ T (negacion de la

tesis) es falsa, entonces T es verdadera.
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3.2.2 Las demostraciones deductivas en la enseianza

La propuesta que se ha planteado como objetivo de este trabajo plantea la
revaloracion de las demostraciones, en concreto las de caracter deductivo. Seria
importante detenerse a considerar si son estas un recurso 6ptimo para la ensefianza

matematica.

Kline (1981, pp. 54-60) plantea una extensa relacion de argumentos contra la
interpretacion exclusivamente deductiva de las matematicas en el dmbito de la

ensefnanza. Se exponen aqui algunos de ellas:

1. Se pueden dar numerosos ejemplos de mateméaticos que habiendo
descubierto teoremas de gran importancia no han sido capaces de
demostrarlos.

2. El hincapié en la interpretacion légica engana al estudiante: le hace creer
que las matematicas han sido creadas por genios que razonaban
directamente desde los axiomas y teoremas.

3. No es el tipo de razonamiento 1til para la vida diaria, ya que no es posible
solucionar deductivamente los las problemas que los hombres encuentran en
su vida.

4. “La logica formal es una de las influencias méas desvitalizadoras en la
ensefianza matematica”. Los planteamientos deductivos pueden tener un
atractivo para el profesor, pero podriamos decir que sirve de anestésico para

el alumno.

Ante estas réplicas, étiene sentido la propuesta que este trabajo plantea?
como él mismo afirma (1981, p.61), “no significa que deba rechazarse el uso de las

demostraciones deductivas, pero es fundamental ponerlas en su sitio”.

Como ya se ha visto, ningin resultado es aceptado en el cuerpo de las
matematicas si no es demostrado deductivamente, por lo que no hay duda de que la
demostracion deductiva es la pieza clave de las mateméticas. Sin embargo, “la
demostracion como criterio de aceptacion de un resultado por los matematicos y la
demostracion desde el punto de vista de la pedagogia son cosas diferentes” (Kline,
1981, p.179). éCual seria entonces el planteamiento acertado? Servirse de la
exposicidn logica como una ayuda subordinada; en vez de presentar las matematicas
tan deductivamente como sea posible, hacerlo de forma inductiva, puesto que la
comprension se consigue intuitivamente. ¢Niega esta afirmacion el papel de las

demostraciones deductivas en la ensenanza? Sin duda no. Simplemente significa que
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éstas deben ser introducidas a posteriori de la comprensiéon de los resultados por

parte de los alumnos; claramente con el fin de convencerlos.

3.2.3 Demostraciones y lenguaje matematico

Ya se ha visto que ningn resultado en matemaéticas se puede considerar
valido hasta tanto no sea demostrado de manera formal. La formalidad de las
demostraciones viene dada por la necesidad de que éstas sigan la l6gica del razonar

matematico.

¢Cabe identificar formalidad con rigor? Kline (1981, p.70) plantea claramente
la necesidad de aclarar la distincion entre desarrollo deductivo y desarrollo
deductivo riguroso. El razonamiento deductivo es necesario para validar los
resultados matematicos, pero el desarrollo deductivo riguroso es otra cosa; éste “solo
afecta al profesional de las matematicas, que quiere comprobar si las estructuras
deductivas son firmes” (Kline, 1981, p.70). La presentacion deductiva rigurosa no
pretende ser una ayuda para la pedagogia, sino para el matematico. Claramente,
para la didactica de las matemaéticas no se debe enfatizar el aspecto riguroso de las
demostraciones deductivas. No se precisa la demostraciéon de cada paso realizado,
como harian los estudiosos de la Ciencia Matemaética, sino la presentacion de
demostraciones deductivas que guarden el caracter formal pero sin rigorismos en

sus modos de razonar.

Hasta el momento se ha hablado de formalidad en el sentido de la necesidad
de seguir la légica del razonar matematico. Pero no solo basta con un razonamiento
correcto: la formalidad requiere también el correcto uso del lenguaje propio de esta
disciplina, del lenguaje matematico. No estamos hablando ya de rigor matematico
sino de correccion en el modo expresarse matematico. Correccién en la ensehanza-

aprendizaje de la competencia comunicativa.

Asi pues, para discernir si las demostraciones son un recurso util para la
mejora de la comprension y uso del lenguaje matemaético, lo primordial serd no
focalizarse en la demostracion rigurosa en si misma, aunque sera la herramienta de
trabajo y parte de los contenidos de la programacion, sino en el aprendizaje que
supone esa formalidad para los alumnos en cuanto al uso y comprension del

lenguaje matematico.

Veamos un ejemplo comun en el aula: la necesidad de plantear la solucion de

un problema. Claramente, ésta debe pasar a través del tamiz indefectible de la 16gica
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si se quiere elevar a la categoria de un hecho verdadero; y ese tamiz requiere, al
mismo tiempo, una légica sustentada por un correcto uso del lenguaje matematico.

El razonar logico-matematico se asienta en el lenguaje matematico.

3.2.4 Las demostraciones en Bachillerato. Real Decreto
1467/2007

Se citan a continuacion algunas de las disposiciones generales que aparecen

en el Real Decreto de 2007 para las modalidades del Bachillerato y que hacen

referencia a las demostraciones.

Las definiciones formales, las demostraciones (reduccion al absurdo,
contraejemplos) y los encadenamientos logicos (implicaciéon, equivalencia) dan
validez a las intuiciones y confieren solidez a las técnicas aplicadas. Sin embargo,
éste es el primer momento en que el alumno se enfrenta con cierta seriedad al
lenguaje formal, por lo que el aprendizaje debe ser equilibrado y gradual. El
simbolismo no debe desfigurar la esencia de las ideas fundamentales, el proceso de
investigacion necesario para alcanzarlas, o el rigor de los razonamientos que las
sustentan. Debera valorarse la capacidad para comunicar con eficacia esas ideas
aunque sea de manera no formal. Lo importante es que el estudiante encuentre en
algunos ejemplos la necesidad de la existencia de este lenguaje para dotar a las
definiciones y demostraciones matematicas de universalidad, independizandolas del
lenguaje natural (BOE-A-2007-19184, nim. 266, p. 45461)
Se puede apreciar la referencia clara a las demostraciones, y en concreto, a la
importancia de que el estudiante encuentre en algunos ejemplos la necesidad de la
existencia del lenguaje matematico; hecho que dota de solidez y respaldo a la

propuesta didactica que se presenta en este trabajo.

Sin embargo, la realidad en las aulas de Bachillerato diste bastante de estas
directrices del Real Decreto. El calendario apretado de la programacion, por falta de
tiempo, y por dificultades de comprension por parte de los alumnos, hace que
muchos de los profesores no consideren las demostraciones como algo prioritario
dentro de la programacion de la asignatura. Asi los sostienen todos los profesores
entrevistados (ver capitulo 4). Una vez maés, se puede afirmar que las propuestas al

respecto, con el fin de mejorar esta situacion, seran de gran utilidad.

3.2.5 Las demostraciones en los libros de texto de
Bachillerato

Es evidente que los libros de texto influyen de forma decisiva en los procesos

educativos (Ibafez, 2004, p.25). Sin embargo, en lo referente a la ensehanza de
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demostraciones matematicas en Bachillerato existen grandes lagunas por parte de

los libros de texto. Se muestran algunos textos que lo ponen de manifiesto:

En los libros de texto que hemos estado analizando las demostraciones brillan por su
ausencia. Las demostraciones que presentan una minima dificultad han sido
eliminadas de los textos de bachillerato, en los que las Matematicas consisten en el
aprendizaje de una serie de conceptos (con sus definiciones subrayadas), junto a un
conjunto de instrucciones, o normas de uso, estableciéndose luego algunas
conexiones entre ellos y mostrando su utilidad para poder resolver diversos
problemas y ejercicios (Barba, 2007, p. 18).

Esta ausencia de intencion didactica que se observa en el tratamiento que dan los
libros de texto a la demostracion, se ve reflejada en la uniformidad de métodos y
estilos, en el silencio sobe sus funciones, en las casi inexistentes reflexiones sobre la
naturaleza del procedimiento, en la ausencia de explicaciones sobre las expresiones
que se utilizan, en la unanime carencia de explicaciones sobre el sentido global del
proceso y de sus lineas maestras, y en el nulo interés por indicar vias de justificaciéon
para establecer afinidades y contraste (Ibafiez, 2004, p.29).
Ante esta situaciéon, y con todo lo expuesto en los capitulos anteriores,
podrian plantearse claramente varias alternativas. Destacar un par de ellas, que se

plantean como realizables y de plausible impacto:

e Promover una presencia mayor, y de peso més significativo, de
demostraciones en los libros de Matematicas de Bachillerato. Esta actuacion
claramente tendria un fuerte impacto, y conllevaria una fase previa de
estudio de la situacion actual de los libros de Matematicas y los puntos de
mejora a proponer.

e Proponer la implantaciéon de la propuesta didactica que plantea el presente
trabajo, para las Matematicas de Bachillerato. Una propuesta basada en la
ensenanza-aprendizaje del lenguaje matematico, a través de una revaloracion
de las demostraciones en 2° de Bachillerato de ciencias y tecnologia. Para
ello, y para realizar una propuesta asequible y de impacto real, se propone la
seleccion de ciertas demostraciones importantes dentro del temario, pocas,

pero con un criterio de seleccion claro.

El presente trabajo pretende proponer una propuesta para la segunda
alternativa expuesta. En vistas, claro esta, que dichas propuestas sean incluidas a
largo plazo en los libros de texto. La experiencia que se derive de esta propuesta
puede ser muy enriquecedora, tanto para profesores como para las propias

editoriales.
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4. ESTUDIO DE CAMPO

Con el fin de valorar la adecuacion de la propuesta planteada a las
necesidades que los profesores detectan en las aulas, se ha realizado un trabajo de
campo para tener en cuenta la experiencia de los docentes y su punto de vista al

respecto.

4.1 Estructura de las entrevistas y docentes entrevistados

Claro esta que con frecuencia quienes se encargan de estas tareas educativas
centran su atencion en los métodos didacticos sin dedicar mucho tiempo al estudio
de las matemaéticas en si mismas, es decir, a cuestiones mas conceptuales sobre las
matematicas y sus procesos de caracter abstracto. Sin embargo, sus aportaciones
resultan enriquecedoras para este estudio, ya que ofrecen un punto de referencia
sobre la posible aceptacion o rechazo de quienes deben ser los agentes de
implantacion de la propuesta que se plantea. Por otro lado, su experiencia en el
campo de la ensenanza aportara luces nuevas que seran de gran utilidad para el

diseno de la propuesta didactica.

Con este objetivo, se han entrevistado cinco profesores, tanto universitarios
como de Bachillerato, contando con la autorizacion de todos en cuanto a la

publicacion y difusion de las opiniones que han plasmado en las entrevistas:

1. Sergi Nadal: profesor de Algebra de 1° curso de Ingenieria de
Caminos de la UPC (Universitat Politecnica de Catalunya).

2. Javier Mufloz: profesor de Algebra de 1° curso de Ingenieria de
Telecomunicaciones de la UPC (Universitat Politecnica de Catalunya).

3. Carme Fabregat: profesora de Matematicas de 2° de Bachillerato
cientifico del Colegio Pineda.

4. M. Teresa Gomez: profesora de Matematicas de 2° de Bachillerato
cientifico en el Colegio La Vall.

5. Pilar Moreno: profesora de Matematicas de 2° de Bachillerato
cientifico del Colegio Montclar, y profesora de 1° curso de
Matemaéticas en la Facultad de Fisica de la UB (Universitat de

Barcelona).
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Las entrevistas realizadas son de tipo semiestructurado: se ha partido de un
guidon comun para todas las entrevistas (ver el guion en los anexos) y se han
complementado con aportaciones personales y de caracter esporadico de los
entrevistados, asi como con temas relacionados a este estudio y que eran de interés

por parte de esos docentes.

4.2 Valoracion de los resultados

Las entrevistas realizadas permiten exponer una serie de conclusiones y

reflexiones. A continuacion se transcriben algunas de ellas.
a. Necesidad de realizar una ensenanza en forma de bucle

Fabregat (comunicacion personal, 2012, julio 15) expuso que seria
importante destacar que la ensefanza, y mas atn la ensefianza de las matematicas,
se define por ser un proceso circular. Se da una necesidad, por parte del alumno, de
reincidir de forma recurrente sobre los mismos aspectos. Podriamos decir que el
aprendizaje de los alumnos es como bucle en el que el profesor empieza explicando
un concepto (el ntcleo central de dicho bucle) y éste debe ir dando diferentes
vueltas, véase diversas referencias, alrededor de ese concepto. No se trata de
reincidir una y otra vez sobre el mismo aspecto y de la misma manera, sino hacer
referencia al concepto expuesto desde distintos puntos de vista o aludiendo en cada
vuelta a una caracteristica de éste. Con una sola explicacion del concepto los
alumnos no son capaces de comprender la significacion de éste, por lo que se
aconseja realizar una ensefnanza en forma de bucle. Como en todo proceso educativo,
hay que partir de lo conocido y volver a formularlo si es preciso para dar maés
claridad y mayor alcance a lo que el alumno ya sabe; graduar el orden de dificultad
en los razonamientos y aumentar su complejidad paulatinamente; insistir en las
ideas basicas, enfocarlas desde puntos de vista y desde niveles diferentes; practicar
con ellas a través de ejercicios y problemas, que, a la vez que contribuyen a
asentarlas, proporcionan soltura en los métodos de trabajo. Por ejemplo, todos los
profesores de 2° de las matematicas del Bachillerato de Ciencias y Tecnologia que se
han entrevistado coinciden en afirmar que los alumnos necesitan por lo menos 2

afos para asimilar bien un concepto.

Con la ensenanza del lenguaje matematico también nos encontramos con

esta tesitura. Ante esta realidad, y mas aun frente al fracaso actual en las aulas de las
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Universidades, parece acertado proponer una mejora en el uso y ensefianza del

lenguaje matematico en los Institutos y Colegios.

b. Las demostraciones no son algo prioritario para el profesor de matematicas

de 2° de Bachillerato

Todos los profesores de 2° de Bachillerato coinciden en afirmar que para
ellos las demostraciones no son algo prioritario dentro de la programacion de su
asignatura. También han sido unanimes en cuanto a la justificacién de dicha

realidad, y destacan como principales motivos de esta dejacion:

- La falta de tiempo, que lleva a que el calendario escolar y las programaciones
estén demasiado apretadas como para dedicarse a explicar demostraciones.

- Las dificultades de comprensiéon por parte de los alumnos, ya que estos no
estan habituados a trabajar con ese tipo de razonamiento logico ni al uso del
lenguaje matematico. Este hecho, supone un afiadido mas para los profesores
entrevistados no vean como prioritaria, a efectos practicos, la ensenanza de

las demostraciones.

c. Propuestas didacticas sobre el correcto uso y evaluacion del lenguaje

matematico

En este sentido, las opiniones de los entrevistados divergen notablemente.
Aparece una clara distincion entre la evaluacién que realizan los profesores

universitarios, que aquella que hacen los docentes de Bachillerato.

Los profesores de primer curso de Ingenieria afirman que no tienden a ser
exigentes con los alumnos en este sentido; la correccidon de examenes suele ser ardua
y no se precisa de mucho tiempo. Si que afirman que actualmente son pésimos los
hébitos y conocimientos del lenguaje matemético con que los alumnos llegan a sus
clases, y estan convencidos de que muchos no logran superar sus asignaturas por no
tener esa base bien asentada. Como suele ser habitual en estos casos, estos
profesores ponen, en parte, el sello de este fracaso sobre los docentes de

Bachillerato.
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Por su parte, los profesores de Bachillerato han presentado opiniones muy

variadas, y de gran interés didactico:

- Pilar Moreno (comunicacién personal, 2012, agosto 18) afirma que desde
hace muchos anos corrige el inapropiado uso del lenguaje mateméatico como
si se tratara de un examen de lengua: “las faltas de ortografia castellana
bajan puntos, y las faltas matematicas también”. Asi lo explica a sus alumnos
al iniciar el Bachillerato, y asi lo cumple. Como expone ella misma, esto le
exige en primer lugar a ella, ya que debe cuidar el correcto uso del lenguaje
matematico en la pizarra y en los modos de expresarse. Est4 segura de haber
podido comprobar numerables veces los frutos de ese esfuerzo.

- M. Teresa Gomez (comunicaciéon personal, 2012, 8 julio) explica uno de sus
objetivos claros en sus clases de Bachillerato: exponer de forma clara,
correcta y completa las resoluciones de los ejercicios en la pizarra. Afirma
que para los alumnos es de gran ayuda este modo de proceder, ya que
disponen de puntos de referencia fiables para el correcto uso del lenguaje
matematico, sobre todo en vistas a enfrentarse ellos solos a un ejercicio o

examen.

d. Valoracion de la propuesta didactica

La propuesta didictica que se plantea, basada en una revaloraciéon de las
demostraciones como recurso para mejorar el uso y comprension del lenguaje
matematico, ha sido considerablemente bien acogida por todos los profesores

entrevistados.

Como ya se ha dicho, uno de los grandes inconvenientes al que han alegado
los profesores de Bachillerato es la falta de tiempo, siempre un elemento decisivo y
limitante en la programacion de un curso. También es cierto, sin embargo, que
aseguran que se trata probablemente de un problema de falta de prioridad por su
parte. Sin embargo, también ellos son conscientes que el nivel de matemaéticas actual
de los alumnos de Bachillerato es muy bajo y que la introduccién de pequenas
demostraciones en clase puede favorecer mucho los procesos de abstraccion y
comprension, y ayudar a la adquisicion de la competencia comunicativa también en

matematicas, sabiendo usar su lenguaje propio.

Claramente, y como era de esperar, los profesores universitarios les ha
entusiasmado la propuesta. Ven en ella el inicio de un camino hacia una

revaloracion del buen hacer matematico.
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5. PROPUESTA DIDACTICA PARA REVALORIZAR
LLAS DEMOSTRACIONES EN LA PROGRAMACION
DE MATEMATICAS DEL BACHILLERATO DE
CIENCIAS Y TECNOLOGIA

5.1 Criterios de estudio

El estudio realizado en los capitulos anteriores, nos ha permitido llegar a
varias conclusiones sobre el modo de enfocar la propuesta didactica que nos
proponemos. Como se ha visto, la mejora del uso del lenguaje matematico en las
aulas de Bachillerato es actualmente un tema a estudiar y sobre el que seguir

proponiendo mejoras.

La propuesta didactica se basa en una revaloracién de las demostraciones en
la programacion de matemaéticas de 2° de Bachillerato de Ciencias y Tecnologia, con
el fin de mejorar el aprendizaje del lenguaje matematico por parte de los alumnos.
Como ya se ha expuesto en los capitulos previos, se presentaran solo algunas
demostraciones, para una primera puesta en practica de esta propuesta, y al mismo
tiempo, como referencia para futuras implantaciones de esta propuesta de forma

global para todo el temario.

Para cada una de las demostraciones propuestas se definiran los siguientes
criterios de estudio, segin los aspectos que se han estudiado en los capitulos

anteriores:

v" Modo de introducir la demostracion:
Dado que no resulta 6ptimo iniciar un tema con una demostracion
deductiva, éstas deberan ser el colofon tras un proceso intuitivo previo.
Resulta importante tenerlo en cuenta a la hora de plantear el modo de

presentar dichas demostraciones en el aula.

v' Lenguaje matematico a trabajar:
Uno de los objetivos prioritarios es que los alumnos se habitien al
correcto uso del lenguaje matematico. Se pretende definir los simbolos a
introducir a través de dicha demostracion, también las representaciones

graficas, si es el caso.
v' Demostracion a realizar:
Se propone la demostraciéon citada con el lenguaje matematico

correspondiente.
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5.2 Propuesta para las principales unidades didacticas

Para la elaboracion de la presente propuesta didactica, se han seleccionado
algunas unidades didacticas, sin pretender abarcar la totalidad de la programacion
de matemaéticas de 2°Bachillerato de Ciencias y Tecnologia. En el Real Decreto
1467/2007 los contenidos se estructuran en tres bloques: anélisis, geometria y
algebra. De cada uno de estos ejes se ha destacado una unidad especifica de estudio,
por el peso docente que ésta tiene y por la importancia de sus contenidos dentro del

mismo. En los siguientes apartados se presentan estas tres unidades.

5.2.1 ANALISIS: estudio de funciones

a. Importancia del estudio de funciones dentro del curriculum

El concepto de funcion es uno de los conceptos basicos en Matematicas y, al
mismo tiempo, uno de los mas dificiles de adquirir por los estudiantes, pues se
mezclan en él aspectos complejos en si mismos como su simbolismo, su

representacion, sus aplicaciones a otros campos y sus propiedades, entre otros.

En la ESO los alumnos realizan estudios, de caracter intuitivo y grafico, de
fenémenos funcionales relacionados con otras areas de conocimiento. Este hecho
propicia que los alumnos tengan un conocimiento previo del concepto de funcion
antes de llegar al Bachillerato. En este sentido es muy importante que los
estudiantes relacionen, con destreza, las familias mas comunes de funciones con su
grafica, entendiendo el significado de sus caracteristicas mas importantes. “El
lenguaje grafico es, en la actualidad, un recurso muy importante para la transmisi6on
de la informacion y el desarrollo de las capacidades basicas de este lenguaje --lectura

e interpretacion-- es fundamental en este nivel educativo” (Nieto, 1997).

b. Dificultades propias del aprendizaje del estudio de funciones

Las posibles dificultades para la visualizacion grafica de una funcién pueden
superarse actualmente con las calculadoras graficas o con los multiples programas

informaéticos que existen, por lo que resulta facil que los alumnos tengan
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Los conceptos de limite y derivada constituyen otro de los problemas
didacticos en las matematicas en estos cursos. Uno de los problemas con que el
alumno se encuentra en el momento de aproximarse al concepto de limite, es la idea
del infinito y de una cantidad infinitesimal, al que se anade el problema derivado de

no tener bien asentado el concepto de funcion.

c. Propuesta did4ctica para incluir demostraciones

Como se ha visto, unos de los conceptos mas conflictivos de esta unidad
didactica son el de limite y derivada. Por este motivo, la propuesta didactica que se
va a proponer sera dentro de este marco, con el fin de aportar propuestas positivas
en cuanto a la comprension del tema, al mismo tiempo que se logra una mejora en el

uso del lenguaje matematico que le es propio.
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DEMOSTRACION 1: LA DERIVADA

1. Modo de introduccion de la demostracion

Realizar primeramente una introducciéon grafica en la que los alumnos vean
la necesidad de de construir la derivada a partir del uso de los limites, que ya

conocen de unidades anteriores.

Se recomienda el uso del software Geogebra para mostrar a los alumnos la

representacion grafica de la derivada en cualquier punto de la funcién.

2. Lenguaje matematico a trabajar

Esta demostracion matematica contiene lenguaje grafico y notaciéon
matematica, por lo que resulta ser muy enriquecedora. Los simbolos del lenguaje
matematico a trabajar a través de esta demostracion es el que se indica a
continuacion:

limaeeo o = F'(xo) =

Limite: lim
Incremento: A

Diferencial: d

Asegurar el correcto uso del simbolo lim, puesto que los alumnos tienden a

anularlo antes de haber realizado la operacion pertinente.

3. Desarrollo de la demostracion

f(x,)

f(xo) 4

‘_..____
©
W
£
|
#
)
+
=

Figura 4. Representacion de la derivada en un punto
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Dibujada la grafica de la Figura 3, consideremos la tangente a la curva f(x) en
el punto P(xo,f(x0)). El conocimiento de los valores x, y f(xo,) no basta para
determinarlo, puesto que hay un nimero infinito de rectas, aparte de la tangente,
que pasan por P. Tampoco es necesario conocer la funcién f(x) en su
comportamiento global; el conocimiento de la funcién en una vecindad arbitraria del
punto P debe ser suficiente para determinar a. Esto indica que se deberia definir la

direccion de la tangente a una curva f(x) mediante un proceso de limite.

Consideremos la Figura 4, en la que aparece un segundo punto P'(x,,f(x,))
sobre la curva, cercano a P, donde x;= Xo,+h (dénde h es un nimero infinitamente
pequeino). Por los dos puntos P y P' se traza una linea recta. A medida que se hace
tender h a cero, la recta secante que une los puntos (Xo,f(x0)) y ((xo + h), f(xo + h))

tiende a confundirse con la tangente a la curva en el punto (xo, f(xo)).

1(x1) -

1(xo) -

‘_.._____
=]

v
4

1l

M

[=]

+

=

Figura 5. Grafica para el célculo de la recta tangente en un punto

Sea a' el &ngulo que la recta PP' forma con el eje x positivo. Si a' es el d&ngulo
que forma la secante con el eje de abscisas, y a el angulo que determina la tangente
con ese mismo eje, en el triangulo rectangulo de vértices (Xo,f(X0)),(Xo + h,f(xo + h)) y

(%0 + h,f(x0)), se verifica:

_ catetoopuesto  f(xo +h) —f(xo) _ f(xo +h) —f(x0)
~ cateto adyacente  (xo+h)—x, h

!

tan a
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Al hacer tender h a cero, y puesto que la secante tiende a confundirse con un
segmento de la tangente, tan a' tiende a tan a, es decir, a la pendiente de la tangente

a la curva en el punto (x,f(xo)). Esto se expresa matematicamente asi:

o ;. f&xe+h)—f(xe) . Af df
tana—}lll_rgtana —Ll_l‘)r(l) h —llmAx—mE—a—f(XO)

A este limite, si existe y es finito (un nimero), se lo denomina derivada de la
funcion f(x) en el punto x, y se denota como f'(x,) y no es otra cosa que la pendiente

de la tangente a la curva (grafica de la funcion) en (xo,f(Xo)).
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5.2.2 GEOMETRIA: geometria en el espacio

a. Importancia del estudio de la geometria dentro del curriculum

Se admite de forma universal la importancia de la geometria como formadora
del razonamiento logico. Pocos son quienes discuten su trascendencia tanto en
estudios superiores de cualquier ciencia como en el desarrollo de habilidades de la

vida diaria.

b. Dificultades propias del aprendizaje de la geometria en el espacio

A pesar de que los estudiantes se desenvuelven en un mundo tridimensional
carecen, en muchos casos, de vision espacial. Se trata de un problema bastante

generalizado.

Los problemas maés frecuentes en la ensefianza de la geometria vienen
mayoritariamente derivados de las dificultades de visualizacién de los problemas
geométricos planteados desde una perspectiva algebraica. Los alumnos menos
capacitados, sobre todo aquellos con poca facilidad para la abstraccion, se pierden
entre las féormulas y ecuaciones propias del lenguaje algebraico, y no logran

comprender su significado geométrico.

El trabajo geométrico que los alumnos han realizado en la ESO sirve de base
para que el tratamiento algebraico de la geometria esté mas préoximo a las
situaciones de aprendizaje de los estudiantes de Bachillerato. Ademas, como en el
caso del estudio de la representaciéon de funciones, la utilizacién de programas

informaéticos puede ser muy importante para esta visualizacion.

c. Propuesta did4ctica para incluir demostraciones

A continuacion se presenta el desarrollo de la demostracion a introducir en

clase, definiendo todos los puntos citados anteriormente.
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DEMOSTRACION 2: CALCULO DE ANGULOS EN EL ESPACIO

1. Modo de introduccion de la demostracion

Partir claramente de representaciones visuales en 3D, nunca de las
demostraciones algebraicas, para que los alumnos perciban de forma intuitiva la

formulacion algebraica del calculo de distancias

Se recomienda el uso del plataforma del proyecto Descartes 3D, del

Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte.

2. Lenguaje matematico a trabajar
- recta:r
- angulo: x
- vector director de la recta r: u;”
- vector normal al plano : n;

- producto escalar entre dos vectores

Asegurar el correcto uso de los paréntesis y simbolos. Suele darse la

confusion del valor absoluto con el médulo de un vector.

3. Desarrollo de la demostracion

En el temario de matematicas de 2° de Bachillerato de ciencias y tecnologia
aparece un extenso tema de geometria, con la presentaciéon de una gran extension de
féormulas matematicas para el célculo de distancias en el espacio. Se han
seleccionado las que, por su desarrollo y los contenidos que trabajan, puedan ser de

maés utilidad.

En esta unidad didactica, el recurso a figuras y dibujos para plasmar los
conceptos a estudiar es un recurso basico. Como ya se ha dicho, el lenguaje grafico-
geométrico es de vital importancia, ya que los alumnos dificilmente podran entender

estos conceptos sin esta ayuda.
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a. Angulo entre dos rectas
Si se toman los vectores directores de las dos rectas, u;” y us, el angulo que
forman éstos coincide con el angulo entre las dos rectas, si es agudo, o con su

suplementario, en el caso en que sea obtuso.

Por lo tanto, el coseno del dngulo « entre las dos rectas coincidira, menos en

el signo, con el &ngulo que forman sus vectores directores:

— woug | ey g
cos(7,8) = cosa = |cos(u’,us)| = —
%) [cos(ur,u5)] [y [|ug’| luz [ |ug’|
luy - ug|
X= arc coOSs—————
[y [ ug |

b. Angulo entre dos planos
Para iniciar, sera importante definir el concepto de vector normal a un plano
7 como aquél vector perpendicular (también llamado ortogonal) al plano en

un punto: n;

Asi pues, dados dos planos podemos encontrar sus vectores normales, y
calcular el angulo entre éstos mediante el procedimiento de calculo de

angulos entre dos rectas.

Uny " Una |lun - urs |
cos(ny, ;)| = |cos(n?,n7)| = |—= -
[cos ()| = leos (w2l = | ml| = TanTrm
[un1 - Unsl
X= arccos—————
|un1||un2|

c. Angulo entre recta y plano
El 4ngulo a que forman el plano 7 y la recta r es complementario a 8, que es
el que forma dicha recta con el vector normal al plano n;; . El vector normal al

plano genera una recta, t, que es perpendicular al plano 7.

Por lo tanto, sabemos que el seno del angulo a coincidira con el coseno del

angulo B, y que éste coincidira, excepto en el signo, con el angulo que forman
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el vector director de la recta u;” y un vector normal al plano n;. Asi pues,

tenemos que:

lu;’ |
sin(;7r) = sina = |cos(7,t)| = cos f = |cos(ur, )| LT
[ur lInz | IInnI
lu;” - nz |
= arc cos———
luy’ [Inz |
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5.2.3 ALGEBRA: método de la induccién

a. Importancia del algebra

La matemaética actual se caracteriza por el predominio del 4lgebra, y ésta se
esta ganando protagonismo en todas las ramas de las matemaéticas. Su importancia
radica en el hecho de que permite realizar generalizaciones de relaciones y patrones

aritméticos especificos.

b. Dificultades propias del aprendizaje del algebra

A pesar de las posibilidades que propician el conocimiento y desarrollo del
algebra, los alumnos le tienen pavor. Las dificultades suelen estar asociadas al uso
del lenguaje matematico. De hecho, Sierpinska (1996) menciona la coexistencia de
tres tipos de lenguaje en el algebra: el lenguaje geométrico, el aritmético y el

algebraico, de ahi su grado de dificultad para los alumnos.

También es cierto que en las otras didacticas expuestas hasta el momento es
frecuente, y relativamente facil, motivar la ensefianza de los conceptos a partir de
otros conocimientos fisicos o geométricos ya conocidos; pero en el algebra lineal, la
mayor parte de conceptos se presentan como definiciones formales de objetos cuya
existencia no suelen tener conexién con conocimientos previos ni realidades fisicas
que motiven la definicién presentada. Esto lleva a que muchos estudiantes piensen
que la materia es demasiado abstracta y que los contenidos no tienen relaciéon con

algo que se pueda aplicar en la realidad.

c. Propuesta didactica para incluir demostraciones
Se ha visto importante seleccionar la demostracion del método por

induccion, por su importancia dentro del razonar matematico y por el peso que tiene

en las asignaturas de primer curso de las carreras técnicas.
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DEMOSTRACION 3: METODO DE INDUCCION

1. Modo de introduccion de la demostracion

Enmarcar la presentacion de esta demostracion dentro de las estrategias de
resoluciéon de problemas, diferenciando entre los razonamientos deductivos y los

inductivos.

Los alumnos de Bachillerato no estin acostumbrados a este tipo de
razonamiento, por lo que sera importante empezar con ejemplos numéricos

concretos.

2. Lenguaje matematico a trabajar
- P,y: primera proposicion que se demuestra cierta
- P,: proposicidon que se asume cierta

- P,.,: proposicidon que se demuestra cierta partiendo de P,

Asegurar la correcta distincion y argumentacion de las fases de la

demostracion

3. Desarrollo de la demostracion
Primeramente debemos definir los siguientes conceptos:

- PB,: proposicién

- n:rango

Y a continuacién se define el modo de proceder de las demostraciones

inductivas:

1. Se demuestra que P,, el primer valor que cumple la proposicion, es cierta.
2. Se asume como cierta y como hipétesis inductiva: P,

3. Demostrar que P,,; también es cierta, sin condicion sobre el entero natural n
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Una vez demostrados estos puntos, podemos concluir por induccién que B,

es cierto para todo natural n. Este resultado sera valido:

Vn€N,tal quen = ny,

No debe exponerse esta demostracién sin plasmarla en un ejemplo concreto,

como el que se presenta a continuacion:

Nos dice el enunciado del problema:
Vn=1,6" esun nimero que acaba en 6.
Definimos la preposicion B,: « 6™ acaba en 6».
Se demuestra que P,, el primer valor que cumple la proposicion, es cierta.
Es claro que 6! es cierto, ya que 6! = 6.

Se asume como cierta y como hipétesis inductiva: B,

Demostrar que P, ,; también es cierta, sin condicion sobre el entero natural n

Un entero acaba por 6 si se puede escribir asi: 10a + 6, con a entero positivo

o igual a cero. La hipétesis es, pues: 6™ = 10a + 6
Por lo que tenemos:

6"*1 = 6(10a + 6) = 60a +30+6 = 10(6a +3) + 6 = 10c + 6

con ¢ = 6a + 3, entero

Con lo que se acaba de probar que 6™*! acaba por 6, o0 sea que P, es cierto,

con lo que P, es ciertovVn > 1.
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5.3 Orientaciones para los profesores

5.3.1 Verlo como una prioridad

Quiza uno de los grandes inconvenientes que alegaran los profesores ante la
propuesta que se acaba de realizar es la falta de tiempo, siempre un elemento
decisivo y limitante en la programacion de un curso. De hecho, los profesores
entrevistados, aunque muy entusiastas frente a la propuesta didactica que presenta
dicho trabajo, han aludido todos ellos al problema de la falta de tiempo. También es
cierto, sin embargo, que aseguran que se trata mas bien de un problema de falta de
prioridad por parte del profesor. Como ya se ha expuesto, también ellos son
conscientes que el nivel de matematicas actual de los alumnos de Bachillerato es
muy bajo y que la introduccién de pequefias demostraciones en clase puede
favorecer mucho la comprension matemaética, los héabitos de uso correcto del

lenguaje, y como no, de los procesos de abstraccion.

5.3.2 Modos de evaluacion

Como en cualquier asignatura del Bachillerato, es importante no dar
contenidos que més tarde no van a ser evaluados. Por lo tanto, es necesario remarcar

la importancia de evaluar de forma explicita las demostraciones hechas.

Dado que para los alumnos de Bachillerato es la primera vez que se
encuentran de con estas demostraciones, puede ser conveniente que éstos deban
entregar como deberes la demostracion que se ha explicado en clase, mas atun si
estas no aparecen en los libros, como suele suceder. Esta actividad les facilitara la
practica con dichas expresiones, y puede corregirse al dia siguiente en la pizarra, de

tal modo que éstos deban verbalizar sus razonamientos.

5.3.3 Aspirar a una educacién personalizada

Entre un grupo de alumnos, no todos tienen las mismas capacidades e
inquietudes respecto al aprendizaje matematico. En concreto, es importante resaltar
que en el Bachillerato se dan grandes diferencias entre estos alumnos en cuanto que
no todos quieren realizar los mismos estudios universitarios. Claramente es muy
diferente la preparacion matematica que precisa un futuro ingeniero que un médico.

Seria bueno, pues, adecuarse a los distintos casos.
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Seria muy interesante ofrecer, sobre todo a los alumnos que quieran estudiar
alguna ingenieria, un elenco de demostraciones para cada una de las unidades
didacticas del Bachillerato para que éstos pudieran familiarizarse aiin mas con este
lenguaje matematico y con este modo de razonar. Por lo general, estas
demostraciones no tendrian por qué explicarse en clase, a no ser que se tratara de un
grupo de alumnos que tuviera un buen nivel académico ya conseguido; serian mas
bien unas fichas a plantear de forma extra a ciertos alumnos, con el fin de

incentivarles y tener con ellos un seguimientos personalizado de su aprendizaje.
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6. CONCLUSIONES

El presente estudio permite exponer algunas conclusiones sobre los objetivos
que inicialmente se proponia. A continuacién se presentan los puntos que se

destacan:

1. Se puede afirmar que actualmente existe los alumnos de Bachillerato tienen
dificultad para comprender el lenguaje matemaético empleado por el profesor

y para expresarse también ellos en dicho lenguaje.

2. Se debe considerar la ensefianza de las matematicas como ensefianza del
lenguaje matematico, que deberia caracterizarse por un cambio de centro de
atencion: pasar del simple estudio de un sistema abstracto de reglas y

simbolos, a la adquisiciéon de competencia comunicativa.

3. El aprendizaje matematico, también su lenguaje, es como un bucle. Hay que
partir de lo conocido y volver a formularlo si es preciso para dar méas claridad
y mayor alcance a lo que el alumno ya sabe. No consiste solo en la
adquisiciéon de unos simbolos matematicos, sino también de sus significados

y modos de comunicar propios de ese registro.

4. Las demostraciones deductivas son un recurso educativo eficaz para al
aprendizaje del lenguaje matematico, no tanto por su rigorismo sino por la

formalidad 16gico-lingiiistica que éstas precisan.

5. Los libros de texto influyen de manera decisiva en las programaciones y en
los procesos educativos, pero la referencia a las demostraciones casi no

aparecen en ellos.

6. Se concluye que la propuesta basada en revalorizar las demostraciones, como
recurso para mejorar el uso y comprension del lenguaje matematico, resulta
ser una propuesta fuerte impacto y de gran simplicidad de implementacion, y

se trata de una actuacién afin a las disposiciones del Real Decreto

1467/2007.
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7. LIMITACIONES DEL TRABAJO

En cualquier estudio que se pretenda realizar, uno debe ser consciente de las
limitaciones del mismo. Limitaciones que suponen decisiones por parte de quienes
realizan dicho estudio; el error mas grande seria pretender aportar una respuesta de
caracter absoluto a una cuestion. Siempre aparecen posibles hipotesis a considerar o

distintos criterios desde los que enfocar un estudio.
En el presente trabajo, cabria dejar constancia de las siguientes limitaciones:

e La dificultad en el uso del lenguaje matematico no solo aparece en el
Bachillerato, sino que claramente es un problema que lo arrastran los
alumnos desde la ESO. Seria interesante aportar propuestas al respecto que
pudieran aplicarse en esos cursos, pero para este estudio se ha determinado
como campo de estudio solamente el Bachillerato, con el fin de poder aportar

propuestas claras y concretas.

e Lapropuesta didactica que se presenta solo contiene un elenco muy reducido
de demostraciones. Podrian introducirse muchas maés, pero serian objeto de
un estudio de caracter exhaustivo que estuviera centrado en esta propuesta.
Sin embargo, el presente trabajo ha pretendido en gran medida fundamentar
la importancia de la revaloracion de las demostraciones y ha querido
plantear una primera propuesta didactica, que resulta ser un modelo a seguir

desarrollando con profundidad.

e No se ha realizado una prueba piloto de la propuesta que se presenta. Se
trata solo de una propuesta tedrica, aunque respaldada por algunos docentes.
Las experiencias y resultados que se obtendrdan de una primera
implementacion en las aulas de un colegio proporcionaran una valoracién

anadida a este trabajo.
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8. FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION

e Estudio comparativo de los contenidos actuales de los principales libros de
matematicas del Bachillerato de Ciencias y Tecnologia en lo referente a las

demostraciones.

e Realizacion de una coleccion de demostraciones y actividades relacionadas
para Bachillerato, a realizar de modo personalizado por los alumnos, sobre

todo aquellos que se planeen estudiar una carrera técnica.

e Proponer un plan de mejora sobre el uso y aprendizaje progresivo del
lenguaje matematico en la ESO y Bachillerato. Determinar los objetivos para

cada curso.
e Desarrollar un plan de mejora de la competencia comunicativa de los

alumnos a nivel oral. Saber expresarse correctamente estructura el

pensamiento y afianza los procesos de abstraccion.
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10. ANEXOS

Propuesta didactica sobre la revaloracion de las demostraciones
como recurso para mejorar la comprension del lenguaje
matematico en los alumnos de Bachillerato.

Master en Educacion Secundaria, UNIR. Colaboracion con el trabajo final de Méster.

NOMBRE.......iiiiiiiiiiit bbbt aa e s b e ab e eaee
ESTUDIOS REALIZADOS ......oiiiiiiiiiiiiiiiiitiiis ittt sasesas s sane s saaasessnsssaneeon

DEDICACION ACTUAL. ..ttt ettt ettt e sttt e et e s e s tte e s sabeesesasteeesusteeseseaessesnneessenne

La presenta encuesta se encuentra enmarcada dentro de un estudio sobre la mejora de la preparaciéon matematica de los alumnos del
Bachillerato cientifico, con la finalidad de reducir los fracasos en 1°curso de las carreras, sobre todo técnicas. La propuesta de dicho
estudio se centra en la mejora del uso y comprension del lenguaje matematico a través del empleo de las demostraciones en los

cursos previos a los estudios universitarios.

1. Donde radica la importancia del lenguaje matematico. Su relacion con la

comprension matematica y los procesos de abstraccion.

2. Importancia que da al aprendizaje del lenguaje matematico. Modo de ensenarlo y

de evaluarlo.

3. Importancia de las demostraciones para el aprendizaje del lenguaje matemaético.

4. Papel que tienen las demostraciones dentro de tu programacién didéctica
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5. Calificacion de los contenidos de los libros de matematicas de Bachillerato, en

cuanto a la didactica y ensefianza de demostraciones.

6. Critica constructiva de la propuesta didactica que plantea este estudio

I. Enfatizar el aprendizaje de algunas demostraciones dentro del curiculum de

II.

III.

Bachillerato.

Unidades didacticas y demostraciones seleccionadas dentro del curriculum,
por su importancia dentro del mismo

Analisis: estudio de funciones, las derivadas

Geometria: calculo de distancias

Algebra: método de induccién

Campos a definir de cada una de las demostraciones
Modo de introduccion de la demostracién
Conceptos a definir

Lenguaje matematico a trabajar
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