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Resumen

En este trabajo se analiza el movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild,
que describe el campo gravitatorio exterior de un objeto compacto esféricamente simé-
trico, estatico, no cargado y sin rotacién. Se estudian las trayectorias de particulas masivasy
fotones en ausencia de fuerzas no gravitatorias, deduciendo las constantes conservadasy la
ecuacion radial efectiva. A partir del potencial efectivo se caracterizan distintos regimenes
dindmicos, como 6érbitas ligadas, captura, escape, dispersién y érbitas circulares, prestando
especial atencidn a la esfera de fotones, la ultima drbita circular estable para particulas
masivas y la dilatacién temporal gravitatoria. El trabajo combina el desarrollo analitico
con una herramienta computacional propia que permite representar potenciales efectivos,
integrar trayectorias geodésicas y visualizar los resultados, facilitando la interpretacién
fisica del movimiento relativista en entornos gravitatorios intensos.

Palabras clave: espacio-tiempo de Schwarzschild, movimiento geodésico, simulacién nu-

mérica.

Abstract

In this work, we analyze geodesic motion in Schwarzschild spacetime, which describes the
exterior gravitational field of a compact, spherically symmetric, static, uncharged and non-
rotating object. The trajectories of massive particles and photons are studied in the absence
of non-gravitational forces, deriving the conserved quantities and the effective radial equa-
tion. The effective potential is used to characterize different dynamical regimes, including
bound orbits, capture, escape, scattering and circular orbits, with particular attention to the
photon sphere, the innermost stable circular orbit for massive particles and gravitational
time dilation. The work combines analytical development with a custom computational
tool that makes it possible to represent effective potentials, integrate geodesic trajectories
and visualize the results, facilitating the physical interpretation of relativistic motion in
strong gravitational environments.

Keywords: Schwarzschild spacetime, geodesic motion, numerical simulation.
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1. Introduccion

La Relatividad General constituye uno de los pilares fundamentales de la fisica moderna,
proporcionando una descripcion geométrica de la gravedad en la que la interaccién gravi-
tatoria deja de interpretarse como una fuerza en el sentido clasico para pasar a entenderse
como una manifestaciéon de la curvatura del espacio-tiempo. En este marco tedrico, las
ecuaciones de Einstein relacionan la distribucion de materia y energia con la estructura
geométrica del espacio-tiempo, dando lugar a soluciones que describen escenarios fisicos

de gran relevancia tanto tedrica como astrofisica.

Entre estas soluciones, la métrica de Schwarzschild ocupa un lugar central al representar
el campo gravitatorio exterior de un objeto compacto esféricamente simétrico, estatico,
no rotante y no cargado. A pesar de su relativa simplicidad, este espacio-tiempo presenta
una estructura suficientemente rica como para analizar fendmenos caracteristicos de la
Relatividad General, como la dilatacion temporal gravitatoria, la existencia de horizontes
de sucesos, la desviacién de la luz y la aparicién de érbitas relativistas con propiedades

distintas a las predichas por la mecanica newtoniana.

El estudio del movimiento de particulas y radiacion en este contexto se formula en términos
de geodésicas, entendidas como las trayectorias que siguen los cuerpos en ausencia de
fuerzas no gravitatorias. Estas trayectorias constituyen una generalizacion relativista del
concepto de movimiento inercial y permiten describir de manera unificada el comporta-
miento de particulas masivas y fotones. El andlisis de las geodésicas proporciona, por tanto,
informacidn fundamental no solo sobre la dindmica de los cuerpos en presencia de campos
gravitatorios intensos, sino también sobre la estructura causal y temporal del espacio-

-tiempo.
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Desde el punto de vista formal, el analisis del movimiento geodésico se ve notablemente
simplificado gracias a las simetrias del espacio-tiempo de Schwarzschild. La independencia
respecto a la coordenada temporal y la simetria rotacional permiten identificar magnitudes
conservadas como la energia y el momento angular. Estas cantidades desempefian un papel
fundamental en la caracterizacion de las trayectorias y permiten reducir el problema a una

ecuacion efectiva para el movimiento radial.

En este contexto, resulta especialmente util introducir el concepto de potencial efectivo.
Esta herramienta permite reinterpretar la dinamica radial como un problema unidimen-
sional y facilita la identificacidn de regiones permitidas, puntos de retorno, trayectorias de
captura, escape, dispersion, érbitas ligadas y érbitas circulares [1], [2]. Ademas, el analisis
de sus extremos permite estudiar la estabilidad orbital y obtener radios caracteristicos
como la esfera de fotones en r =3 M y la Ultima drbita circular estable para particulas

masivasenr = 6 M.

Junto al estudio dindmico de las trayectorias, el trabajo analiza la relacion entre tiempo
propio y tiempo coordenado en la geometria de Schwarzschild. Esta cuestion permite inter-
pretar la dilatacion temporal gravitatoria y mostrar que la curvatura del espacio-tiempo no
solo condiciona la forma de las érbitas, sino también la medida del tiempo por distintos

observadores.

El objetivo del presente Trabajo de Fin de Grado es desarrollar un estudio analitico y
computacional del movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Para
ello se deducen las constantes conservadas, la ecuacion radial efectiva y las condiciones
de circularidad y estabilidad, y se complementan estos resultados con una herramienta
numérica propia capaz de representar potenciales efectivos, integrar trayectorias y visua-

lizar distintos regimenes dinamicos.

De este modo, el trabajo combina la formulacion matemdtica de la Relatividad General
con la simulacién computacional de trayectorias, mostrando cdmo resultados deducidos
a partir de la métrica de Schwarzschild se traducen en fendmenos fisicos como la captura
gravitatoria, la dispersion de fotones, la existencia de drbitas criticas, la ISCO, la esfera de

fotones y la dilatacion temporal gravitatoria.
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2. Fundamento tedrico

Antes de abordar el caso concreto de Schwarzschild, conviene fijar el marco geométrico
en el que se describird el movimiento. Para ello se introducen primero los conceptos de
métrica, intervalo y geodésica, y después se presentan las herramientas que permiten
simplificar el problema mediante simetrias, constantes conservadas y una formulacién

lagrangiana adecuada.

2.1. Espacio-tiempo, métrica y gravedad como geometria

La Relatividad General proporciona una descripcién geométrica de la gravedad en la que
el espacio y el tiempo dejan de concebirse como entidades independientes y absolutas,
pasando a formar una estructura unificada de cuatro dimensiones: el espacio-tiempo [3].
En este marco, los sucesos fisicos se representan mediante coordenadas X, donde el indice
Y recorre las cuatro componentes espacio-temporales. La presencia de materia y energia
no actua generando una fuerza gravitatoria en el sentido newtoniano, sino modificando la

geometria de esta variedad espacio-temporal.

El objeto matematico fundamental que caracteriza dicha geometria es la métrica gy
Esta permite definir el intervalo entre dos sucesos infinitamente préximos mediante el

elemento de linea:
2 _
ds® = guvdx“dx" (1)

donde se adopta el convenio de suma de Einstein sobre indices repetidos. El intervalo ds?
generaliza el concepto de distancia de la geometria ordinaria, aunque con una diferencia

esencial: en un espacio-tiempo relativista su signo posee significado fisico. Con la conven-
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cién de signos (-, +, +, +), los intervalos temporales cumplen ds? < 0, los intervalos nulos

cumplen ds? = 0, y los intervalos espaciales cumplen ds? > 0.

Ademas de clasificar causalmente las separaciones entre sucesos, la métrica permite
relacionar las coordenadas utilizadas para describir el espacio-tiempo con las magnitudes
medidas por observadores fisicos. En particular, para trayectorias temporales, el intervalo
esta directamente relacionado con el tiempo propio T, es decir, con el tiempo medido por
un reloj que acompafia al observador. Por ello, el estudio de una métrica no solo determina
las trayectorias posibles, sino también la forma en que distintos observadores relacionan

sus medidas de tiempo y espacio.

Esta clasificacion no es meramente formal, sino que determina la estructura causal
del espacio-tiempo. Las trayectorias de particulas masivas estan asociadas a intervalos
temporales, ya que dichas particulas evolucionan dentro de sus conos de luz locales y
experimentan un tiempo propio no nulo. La luz, en cambio, sigue trayectorias nulas, lo
que refleja el hecho de que los fotones se propagan sobre la frontera del cono de luz.
Las separaciones espaciales, por su parte, no pueden conectar causalmente dos sucesos

mediante sefiales fisicas que viajen a velocidad menor o igual que la de la luz.

En ausencia de gravedad, la Relatividad Especial describe el espacio-tiempo mediante la
métrica plana de Minkowski. En presencia de un campo gravitatorio, los coeficientes 9y
dejan de ser constantes y pasan a depender de las coordenadas, reflejando la curvatura
inducida por la distribucion de masa y energia. Esta dependencia geométrica es la respon-
sable de fendmenos caracteristicos de la Relatividad General, como la dilatacién temporal
gravitatoria, la desviacidon de la luz, la precesion orbital o la existencia de horizontes de
sucesos. En particular, la variacidon de los coeficientes métricos permite que el tiempo
medido localmente por un observador no coincida, en general, con el tiempo coordenado

asociado a otro sistema de referencia.

Desde este punto de vista, el estudio de una solucion concreta de las ecuaciones de Einstein
equivale a estudiar una geometria concreta del espacio-tiempo. En el presente trabajo, la
geometria de interés serd la descrita por la métrica de Schwarzschild, que representa el

campo gravitatorio exterior de una distribucion de masa esféricamente simétrica, estatica
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y sin carga. Por tanto, el analisis se restringe al caso estatico, esféricamente simétrico y no
cargado, dejando fuera efectos asociados a la rotacién, como los presentes en la métrica
de Kerr. Esta delimitacion permite centrar el estudio en una solucidn suficientemente rica

desde el punto de vista fisico, pero todavia manejable analitica y numéricamente.

Uno de los principios conceptuales que justifica esta interpretacién geométrica es el prin-
cipio de equivalencia. Segun este principio, localmente los efectos de un campo gravitatorio
son indistinguibles de los de un sistema de referencia acelerado [4], [5]. En una regidn sufi-
cientemente pequefa del espacio-tiempo siempre puede escogerse un sistema localmente
inercial en el que las leyes fisicas adoptan la forma de la Relatividad Especial. Sin embargo,
esta eliminacién local del campo gravitatorio no puede extenderse en general a toda la
variedad si existe curvatura. Precisamente esa imposibilidad global es lo que distingue un

espacio-tiempo curvo de un simple cambio de coordenadas en un espacio plano.

Asi, una particula en caida libre no experimenta localmente una fuerza gravitatoria propia.
Su movimiento corresponde al movimiento inercial natural dentro de una geometria curva.
Esta idea conduce directamente al concepto de geodésica, que constituye la herramienta

central para describir el movimiento libre en Relatividad General.

2.2. Movimiento geodésico

Una geodésica puede entenderse, de manera intuitiva, como la generalizacion relativista
de una linea recta en un espacio curvo [4], [5]. En un espacio plano, una particula libre
mantiene un movimiento rectilineo uniforme. En un espacio-tiempo curvo, la nocién de
recta se sustituye por la de curva cuyo vector tangente se transporta paralelamente a si

mismo a lo largo de la trayectoria.

Si la trayectoria se representa mediante las funciones coordenadas X“(A), donde A es un

pardmetro que recorre la curva, la ecuacion geodésica se escribe como:

d’x  u dx® dxP _
dA? aB dA dA

0 2)

Los coeficientes ™ , que en notacidn compacta pueden escribirse como I, son los
af bc

simbolos de Christoffel, definidos en términos de la métrica por:
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1
be = Egad(acgdb +0p94c - adgbc) (3)

donde 9, denota la derivada parcial respecto a la coordenada xb, es decir:

agcd
0,9cd = Sxb (4)
Estos simbolos codifican cdmo varian las bases coordenadas de un punto a otro de la varie-
dad. Aunque no son tensores, contienen la informacidn necesaria para construir la derivada
covariante y describir el transporte paralelo. En coordenadas inerciales de un espacio plano
pueden anularse globalmente, pero en un espacio-tiempo curvo no es posible eliminarlos
en toda la variedad mediante una eleccién de coordenadas. Su presencia en la ecuacién

geodésica refleja el efecto de la geometria sobre la evolucidn de las trayectorias.

La ecuacidn geodésica muestra que la aceleracién coordenada de una particula libre no
tiene por qué ser nula. Sin embargo, dicha aceleracién no debe interpretarse como una
aceleracién propia causada por una fuerza externa, sino como una manifestacion de la
curvaturay de la eleccién de coordenadas. En este sentido, la Relatividad General sustituye

la idea de fuerza gravitatoria por la de movimiento inercial en una geometria no plana.

En el caso particular de la métrica de Schwarzschild, los simbolos de Christoffel dependen
de la coordenada radial r. Esta dependencia expresa el caracter no homogéneo del campo
gravitatorio generado por el objeto compacto central. A partir de dichos simbolos podrian
escribirse las ecuaciones geodésicas completas para las coordenadas t, r, 0 y (. No obs-
tante, gracias a las simetrias de la métrica, el problema puede simplificarse notablemente

mediante el uso de constantes de movimiento.

La ecuacién geodésica también puede obtenerse a partir de un principio variacional. Para
particulas masivas, la trayectoria fisica hace estacionario el tiempo propio entre dos suce-
sos. Esto significa que, si se consideran pequeiias variaciones de la trayectoria manteniendo
fijos los sucesos inicial y final, la variacion del tiempo propio acumulado se anula a primer
orden. En otras palabras, la particula libre sigue aquella curva para la cual el tiempo medido
por un reloj que se desplaza con ella no cambia linealmente ante pequefias deformaciones

de la trayectoria. Esta condicién puede expresarse formalmente como:
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6[dT=O (5)

Esta formulaciéon proporciona una interpretacion profunda del movimiento libre: una
particula masiva no sigue una trayectoria arbitraria, sino una geodésica determinada por
la geometria del espacio-tiempo. Para fotones, aunque el tiempo propio es nulo, puede

formularse de manera analoga el problema empleando un parametro afin.

Esta doble perspectiva, diferencial y variacional, sera util en el desarrollo posterior. La forma
diferencial permite interpretar directamente el movimiento como transporte paralelo del
vector tangente, mientras que la formulacién variacional conduce de manera natural al
formalismo lagrangiano, especialmente conveniente para obtener constantes conservadas

en espacios-tiempo con simetrias.

2.3. Geodésicas temporales y geodésicas nulas

El presente trabajo se centra en dos tipos de trayectorias fisicas: las geodésicas temporales,
asociadas a particulas masivas, y las geodésicas nulas, asociadas a la propagacion de la luz
[3], [5]. Ambas obedecen formalmente la misma ecuacidn geodésica, pero se diferencian

por la condicion de normalizacién impuesta sobre su vector tangente.

Para una particula masiva, la trayectoria puede parametrizarse mediante el tiempo propio
T, que representa el tiempo medido por un reloj que se desplaza junto con la particula. El

cuadrivector velocidad se define como:

ub = d_x’*’ (6)
dt
Con la convencidén de signos adoptada, su norma satisface:
g, utu’ =-c (7)
En unidades relativistas, donde ¢ = 1, esta condicion toma la forma:
guvu“u" =-1 (8)
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Esta expresion refleja que la linea de universo de una particula masiva es temporal. La
existencia de un tiempo propio no nulo permite interpretar la trayectoria como la historia

fisica de un observador material.

Esta propiedad sera relevante no solo para describir la trayectoria espacial de una particula
masiva, sino también para estudiar cdmo evoluciona su tiempo propio en comparacién
con el tiempo coordenado empleado en la descripcidon de Schwarzschild. De este modo, el
analisis de geodésicas temporales permite conectar la dindmica orbital con la estructura

temporal del espacio-tiempo.

En cambio, para un fotdn o cualquier particula sin masa, el intervalo a lo largo de la
trayectoria es nulo. Por tanto:

dxtdx" _

I gn an = ° ()

donde A es un parametro afin. En este caso no existe un sistema de referencia en reposo

con el fotdn ni puede definirse un tiempo propio asociado a su movimiento. Aun asi, la

trayectoria esta determinada por la métrica y por la ecuacion geodésica.

Ambos casos pueden tratarse de forma unificada introduciendo el parametro &€, definido

mediante:

ey
gva“X = -¢ (10)
donde el punto representa derivacion respecto al parametro de la curva y € se define como:

_ |1 para particulas masivas

|0 para fotones (11)

Esta notacion resulta especialmente util porque permite derivar expresiones generales que
luego se particularizan para particulas materiales o para fotones. En el caso de Schwarzs-
child, la diferencia entre € =1 y € = 0 dara lugar a potenciales efectivos distintos y, por

tanto, a comportamientos dindmicos cualitativamente diferentes.

Las particulas masivas pueden describir érbitas ligadas, drbitas circulares estables o ines-

tables, trayectorias de escape y procesos de captura. La luz, por su parte, presenta una
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dindmica fuertemente condicionada por la estructura causal del espacio-tiempo y por la
existencia de regiones criticas asociadas a la geometria de Schwarzschild. Una de las mas
relevantes es la esfera de fotones, situada en r = 3 M cuando se emplean unidades geomé-
tricas, es decir, tomando G = ¢ = 1 [1]; al restaurar las constantes fisicas, esta posicion
equivale a:

3GM
CZ

(12)

Dicha esfera corresponde a una érbita circular nula inestable, por lo que no representa una
trayectoria estable de la luz, sino una frontera dindmica entre rayos que pueden escapary

rayos que terminan siendo capturados.

La comparacion entre geodésicas temporales y nulas constituye uno de los ejes del trabajo.
Permite analizar cdmo una misma geometria produce efectos distintos sobre particulas con
masa y sobre la radiacidn, y proporciona una via directa para interpretar fendmenos como

la captura gravitatoria, la desviacion de la luz y la formacidon de sombras de agujeros negros.

2.4. Simetrias, campos de Killing y magnitudes conservadas

Una de las razones por las que el espacio-tiempo de Schwarzschild resulta especialmente
importante es su alto grado de simetria. Estas simetrias no solo simplifican la forma de la
métrica, sino que permiten identificar magnitudes conservadas a lo largo de las geodésicas.
La relacidn entre simetrias y conservacion constituye una idea fundamental en fisica y

aparece de forma natural en Relatividad General mediante los campos de Killing [3], [5].

Un campo vectorial ¥ es un campo de Killing si genera una transformacion que deja

invariante la métrica. Matematicamente, esta condicion se expresa como:
Vyfv + vau =0 (13)

Si ¥ es un campo de Killing y u* es el vector tangente a una geodésica, entonces la

cantidad:

g, u (14)
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se conserva a lo largo de dicha geodésica. Esta propiedad permite transformar simetrias

geométricas en constantes fisicas del movimiento.

En una métrica estacionaria, es decir, independiente de la coordenada temporal t, existe
una simetria asociada a traslaciones temporales. La constante conservada correspondiente
se interpreta como la energia especifica de la particula medida por un observador situado
en el infinito. En una métrica con simetria axial, independiente de una coordenada angular
(p, aparece una constante asociada al momento angular. En el caso de Schwarzschild, la
geometria es estatica y esféricamente simétrica, por lo que ambas constantes desempefian

un papel central.

La conservacion de la energia y del momento angular permite reducir de manera sustancial
el problema. En lugar de resolver directamente el sistema completo de ecuaciones geodé-
sicas de segundo orden, se pueden utilizar las constantes conservadas para expresar t yQ
en funcién de r. De este modo, la dinamica queda esencialmente reducida a una ecuacién

radial.

La simetria esférica tiene ademas una consecuencia adicional: cualquier geodésica puede
estudiarse, sin pérdida de generalidad, en un plano. Por eleccién de coordenadas, dicho

plano puede tomarse como el plano ecuatorial:
0=m/2 (15)

Con esta eleccion, se tiene B = 0, y el movimiento queda descrito Unicamente por las
coordenadast, ry . Esta reduccion no es una aproximacion, sino una consecuencia exacta

de la simetria esférica del problema.

En el desarrollo posterior, estas simetrias permitiran obtener expresiones explicitas para la
energia E y el momento angular L. Dichas magnitudes serdn fundamentales para construir
el potencial efectivo y clasificar las trayectorias posibles: drbitas ligadas, érbitas circulares,
trayectorias de dispersion, escape o captura. Asi, las simetrias no solo simplifican el calculo,

sino que proporcionan una interpretacion fisica directa del movimiento.

10
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2.5. Formalismo lagrangiano y reduccion del problema dindmico

Aungue la ecuacion geodésica proporciona una descripcién completa del movimiento, en
la practica resulta mas conveniente emplear el formalismo lagrangiano cuando la métrica
posee simetrias. Esta aproximacion permite obtener de forma sistematica las constantes

de movimiento y conduce de manera natural a la ecuacion radial efectiva [2], [3].

La lagrangiana geodésica se define como:

C- %gwxuxv (16)
donde:
u
XM = % (17)

El pardmetro A puede identificarse con el tiempo propio T en el caso de particulas masivas,
mientras que para fotones representa un parametro afin. Las ecuaciones de Euler-Lagrange
asociadas son:

d(o 0
_(__ﬂ ) _9L _, (18)
dA\oxH/ oxH

Aplicadas a la lagrangiana geodésica, estas ecuaciones son equivalentes a la ecuacion geo-
désica. Sin embargo, su utilidad prdactica reside en que permiten identificar coordenadas

ciclicas. Si la lagrangiana no depende explicitamente de una coordenada x¥, el momento

conjugado asociado:

ot

se conserva.

Este procedimiento sera el empleado para analizar el movimiento en Schwarzschild. La
independencia de la métrica respecto de t conducira a una constante asociada a la energia,
mientras que la independencia respecto de (¢ conducira a una constante asociada al

momento angular. Sustituyendo estas constantes en la condicion de normalizacion de la

11
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trayectoria dada por la Ecuacién 10, se obtendrd una ecuacién diferencial para la coorde-

nada radial.

La importancia de esta reduccion radica en que permite reinterpretar el movimiento radial
de forma analoga a un problema unidimensional de mecdnica clasica. En lugar de estudiar
directamente la trayectoria completa en cuatro dimensiones, se analiza la evolucion de r
bajo la influencia de un potencial efectivo. Este enfoque permite determinar de manera
clara qué regiones son accesibles para una particula o un fotén, dénde pueden existir

orbitas circulares y bajo qué condiciones se produce escape o captura.

La estructura general que se buscard en los apartados posteriores serd de la forma:
22 _r2
re+V(r)=E (20)

donde E representa la constante de energiay Veﬁ(r) es el potencial efectivo asociado al tipo
de geodésica considerado. La forma concreta de este potencial dependera de si se estudian
particulas masivas o fotones. En ambos casos, el andlisis de sus extremos permitira identi-
ficar orbitas circulares, mientras que el signo de la segunda derivada permitira estudiar su

estabilidad.

Este planteamiento constituye el puente entre el formalismo geométrico de la Relatividad
General y la interpretacién fisica de las trayectorias. Ademads, proporciona una base
adecuada para el estudio computacional del movimiento geodésico, ya que las ecuaciones
reducidas pueden integrarse para distintos valores de energia, momento angular y condi-
ciones iniciales. Esta formulacién ha permitido no solo obtener resultados analiticos, sino
también desarrollar una herramienta numérica capaz de visualizar trayectorias, explorar
distintos regimenes dinamicos y contrastar de forma grafica las predicciones derivadas del

analisis tedrico.

2.6. Unidades, convenciones y notacion empleada
En el andlisis de geodésicas alrededor de objetos compactos es habitual trabajar con

unidades relativistas o geométricas, en las que se toma:

G=c=1 (21)

12
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Esta eleccidn simplifica la notacidn y permite expresar masas, longitudes y tiempos en las
mismas unidades. En particular, la masa M del objeto central puede interpretarse como una
escala geométrica de longitud. Con esta convencidn, el radio de Schwarzschild se escribe

como:

r.=2M (22)

S
Si se restauran las constantes fisicas, la expresion correspondiente es:

_ 2GM
rS - CZ

(23)

Eluso de unidades G = ¢ = 1 no supone una pérdida de generalidad, sino una simplificacion
formal. Los resultados pueden traducirse de nuevo a unidades fisicas ordinarias reintrodu-
ciendo los factores adecuados de G y ¢ mediante andlisis dimensional. En este trabajo se
emplearan preferentemente unidades relativistas para el desarrollo analitico, indicando
explicitamente las expresiones con constantes fisicas cuando resulte conveniente para la

interpretacion.

Se adoptard la convencién de signos (-, +, +, +), de modo que la métrica plana de Minkowski

adopta la forma:
ds? = -dt? + dx? + dy? + d 22 (24)

en unidades € = 1. Esta eleccidn fija el signo de las condiciones de normalizacion de las
geodésicas temporales y nulas, asi como la forma de la ecuacidn radial efectiva que se

empleara posteriormente.

La notacion con punto indica derivacién respecto al parametro de la geodésica, segin se

definid en la Ecuacién 17.

Para particulas masivas, cuando se emplee el tiempo propio, se toma A = T. Para fotones,
A representa un parametro afin. Asimismo, se utiliza la notacion € = 1 para geodésicas
temporales y € = 0 para geodésicas nulas, lo que permitird tratar ambos casos dentro de

una misma formulacion.

13
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Finalmente, cuando se analice el movimiento en Schwarzschild, se aprovechard la simetria
esférica para restringir el estudio al plano ecuatorial definido en la Ecuaciéon 15. Esta
eleccion simplifica las expresiones sin reducir la generalidad fisica del problema, ya que
cualquier trayectoria puede situarse en un plano mediante una rotacién adecuada del

sistema de coordenadas.

Las convenciones y unidades introducidas en este apartado seran utilizadas de forma
sistematica en los capitulos siguientes. En particular, el empleo de unidades geométricas
permitira simplificar las expresiones analiticas y facilitar la interpretacidn de los resultados

obtenidos para el movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild.

14
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3. Métrica de Schwarzschild

Una vez introducido el marco geométrico general, el analisis puede centrarse en una
solucidn concreta de las ecuaciones de Einstein. La métrica de Schwarzschild proporciona
el escenario relativista que se empleara en el resto del trabajo, ya que permite describir
el campo exterior de un objeto compacto idealizado y estudiar en él trayectorias, radios

criticos y efectos temporales.

3.1. Forma general de la métrica

La métrica de Schwarzschild constituye una de las soluciones exactas mas relevantes de
las ecuaciones de campo de Einstein. Describe el espacio-tiempo exterior generado por
una distribucion de masa esféricamente simétrica, estatica, no cargada y no rotante [2],
[6]. Por este motivo, representa el modelo relativista mas sencillo para estudiar el campo
gravitatorio exterior de un objeto compacto idealizado, como una estrella esférica o un

agujero negro no rotante.
En coordenadas de Schwarzschild (t, r, 0, ), y empleando unidades geométricas G = C =
1, el elemento de linea se escribe como:

-1
ds® = —(1 - #)dt2 + (1 - #) dr? + r’d6% + r’ sin?(0)d > (25)

donde M representa la masa del objeto central expresada en unidades geométricas. La
forma de la métrica muestra explicitamente cémo la presencia de masa modifica los coefi-
cientes asociados a las coordenadas temporal y radial. En el limite r — oo, los términos

dependientes de % se hacen despreciables y la métrica tiende a la métrica plana de
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Minkowski en coordenadas esféricas, lo que refleja que el campo gravitatorio se debilita a

grandes distancias.
La funcidn:

2M
f(r)=1- ra (26)
aparece de forma recurrente en el analisis del movimiento geodésico. Con esta notacion,

la métrica puede escribirse de manera mas compacta como:
ds® = -f(r)dt® + f(r)'dr* + r’d6? + r* sin*(0)d > (27)

Esta expresién serd la base del desarrollo posterior. A partir de ella se obtendra la lagran-
giana geodésica, se identificaran las constantes de movimiento asociadas a las simetrias
temporal y angular, se estudiara la relacién entre tiempo propio y tiempo coordenado, y se

reducira el problema dinamico a una ecuacion efectiva para la coordenada radial.

3.2. Coordenadas, radio de Schwarzschild y horizonte

Las coordenadas (t, r, 8, ) utilizadas en la métrica de Schwarzschild poseen una interpre-
tacion geomeétrica especifica. La coordenada t corresponde al tiempo medido por un
observador situado en el infinito, donde el campo gravitatorio del objeto central se vuelve
despreciable. La coordenada r no representa una distancia radial euclidea ordinaria, sino

que se define de forma que las superficies de radio constante poseen area:
A = amr? (28)

Por esta razon, r se denomina radio areal. Las coordenadas 0 y ¢ son las coordenadas

angulares usuales de un sistema esférico.

El radio de Schwarzschild viene dado por la Ecuacion 22 y la Ecuacion 23 en unidades

geométricas y fisicas, respectivamente.

En r =2M, el coeficiente temporal g,, se anula, mientras que el coeficiente radial g,,
diverge. En las coordenadas de Schwarzschild, esto se manifiesta como una singularidad

de la métrica. Sin embargo, dicha singularidad no corresponde a una divergencia fisica de
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la curvatura, sino a una singularidad de coordenadas asociada al horizonte de sucesos [2],
[3]. En cambio, la verdadera singularidad fisica de la solucidn se encuentra en r = 0, donde

los invariantes de curvatura divergen.
En el presente trabajo se considerara principalmente la regidn exterior:
r>2Mm (29)

donde las coordenadas de Schwarzschild proporcionan una descripcion adecuada del
espacio-tiempo y donde pueden estudiarse de manera directa las orbitas, trayectorias
de escape, procesos de captura, propagacion de la luz y efectos temporales asociados al

campo gravitatorio exterior.

La existencia del horizonte de sucesos constituye una de las diferencias esenciales entre la
descripcidn newtonianay la relativista [2], [3]. Mientras que en |la gravedad newtoniana no
aparece ninguna superficie de no retorno, en la geometria de Schwarzschild el horizonte
separa causalmente la regidn exterior de la regién interior del agujero negro. Una vez que
una particula o un rayo de luz cruza dicho horizonte hacia el interior, no puede volver a

comunicarse con el infinito.

3.3. Tiempo propio, tiempo coordenado y dilatacion temporal gravitatoria

La métrica de Schwarzschild no solo determina la geometria espacial y las trayectorias
posibles, sino también la relacién entre el tiempo medido localmente por un observador
y el tiempo coordenado t asociado a un observador situado en el infinito. Esta diferencia
constituye uno de los efectos caracteristicos de la Relatividad General: la dilataciéon tem-

poral gravitatoria [2], [3].

Para estudiar este efecto, puede considerarse un observador estatico situado a radio

constante r, es decir, un observador para el cual:
dr=0, d6=0, dp=0. (30)
En este caso, el elemento de linea de Schwarzschild se reduce a:

ds® = -f(r)dt>. (31)
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Para una trayectoria temporal, el intervalo se relaciona con el tiempo propio mediante:
ds? = -dt? (32)
en unidades ¢ = 1. Comparando ambas expresiones, se obtiene:
dr? = f(r)dt>. (33)

Por tanto:

dr=mdt=,/1—¥dt (34)

Esta ecuacién muestra como el tiempo propio T, medido por un reloj situado a radio r, se

relaciona con el tiempo coordenado t. La razdn entre ambos tiempos viene dada por:

dr _ [, 2M
E-Jl p (35)

Para radios muy grandes, r — oo, se tiene f(r) — 1, y por tanto:

dr

Esto significa que, lejos del objeto compacto, el tiempo propio del observador local coincide
aproximadamente con el tiempo coordenado del observador situado en el infinito. En
cambio, al aproximarse al horizonte, r - 2 M se cumple f(r) — 0, de modo que:

drt
%

il (37)

Este resultado indica que, en coordenadas de Schwarzschild, el ritmo del tiempo propio de
un observador estdtico cercano al horizonte se hace cada vez menor en comparacidon con
el tiempo coordenado medido desde el infinito. De forma equivalente:

dt 1

dt 1_&
p

(38)

que diverge cuandor — 2 M.
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Es importante sefialar que esta divergencia esta asociada a la descripcion mediante
coordenadas de Schwarzschild y al hecho de considerar observadores estaticos cada vez
mas proximos al horizonte. Mantenerse estatico en las proximidades de r = 2 M requiere
una aceleracidn cada vez mayor, y en el propio horizonte no puede existir un observador
estatico fisico. Aun asi, la expresidon anterior resulta fundamental para interpretar la dila-
tacidon temporal gravitatoria y para visualizar cdmo la geometria de Schwarzschild modifica

la relacidon entre distintos tiempos.

En el desarrollo del presente trabajo, esta relacién complementa el analisis de las trayec-

torias geodésicas mediante una interpretacion temporal de la geometria de Schwarzschild.

En particular, resulta util para representar graficamente el factor de dilatacién temporal
dt

gravitatoria pricly funcion de ﬁ, identificando radios caracteristicos como el horizonte r =

2 M, la esfera de fotones r = 3 My la ultima drbita circular estable r = 6 M.

3.4. Simetria esférica y reduccion al plano ecuatorial

La métrica de Schwarzschild es esféricamente simétrica. Esto implica que no existe una
direccién espacial privilegiada alrededor del objeto central. Como consecuencia, cualquier
trayectoria geodésica puede situarse en un plano mediante una eleccién adecuada del
sistema de coordenadas. Sin pérdida de generalidad, dicho plano puede escogerse como

el plano ecuatorial definido en la Ecuacién 15, con:
6=0 (39)

En este plano se cumple sin(6) = 1, por lo que el término angular de la métrica se simplifica.

La métrica de Schwarzschild restringida al plano ecuatorial queda entonces:
-1
ds? = —(1 - #)dt2 + (1 - @) dr? + r’dg? (40)
o, empleando la funcién definida en la Ecuacion 26:

ds? = -f(r)dt? + f(r)tdr? + r’dp? (41)

Esta reduccion es especialmente util porque permite describir el movimiento mediante

tres coordenadas: t, r y (. La coordenada r caracteriza la evolucién radial de la particula
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o del fotdn, @ describe su desplazamiento angular alrededor del centro gravitatorio y t
permite relacionar la evolucién de la trayectoria con el tiempo coordenado asociado a un
observador lejano. El problema conserva asi toda su generalidad fisica, pero adquiere una

forma matematica mucho mdas manejable.

Desde el punto de vista dindmico, esta simplificacién permite interpretar las trayectorias
en términos de un movimiento orbital en un plano. Por ello, sera la formulacidn utilizada
para obtener la lagrangiana geodésica, las constantes de movimiento y, posteriormente, el

potencial efectivo.

3.5. Lagrangiana geodésica asociada
A partir de la métrica restringida al plano ecuatorial, se puede construir la lagrangiana geo-
désica correspondiente. De acuerdo con la formulacidn general introducida en el apartado

anterior, se toma la lagrangiana geodésica definida en la Ecuacion 16.

Sustituyendo los coeficientes métricos de Schwarzschild en el plano ecuatorial, se obtiene:

-3l 2 -2 ]

o, de forma equivalente:
1 : 1. .
L= —2[—f(r)t2+f(r) 1"z’f"Z‘Pz] (43)

Esta lagrangiana contiene toda la informacidn necesaria para estudiar el movimiento
geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Su importancia radica en que las coor-
denadas t y (¢ no aparecen explicitamente en ella, sino solo sus derivadas t y @. Por
tanto, ambas son coordenadas ciclicas, lo que anticipa la existencia de dos constantes de

movimiento: una asociada a la energia y otra asociada al momento angular.

La coordenada temporal t tendra ademas una relevancia especial en la interpretacidn fisica
del movimiento, ya que permite relacionar la evolucion de una particula con el tiempo
medido por un observador lejano. En el caso de geodésicas temporales, esta descripcion se

complementara con el tiempo propio T, medido por un reloj que acompafa a la particula.
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Ademas, la condicidon de normalizacidn de la trayectoria, dada por la Ecuacién 10, adopta

la forma:
SF(NE + F(r)y 2+ P2 = e (49)

donde € = 1 corresponde a geodésicas temporales, asociadas a particulas masivas,y € =0

corresponde a geodésicas nulas, asociadas a fotones.

Esta expresidon serd el punto de partida para reducir la dindmica a una ecuacién radial
efectiva. En el siguiente apartado se utilizardn las simetrias de la métrica para obtener las
constantes conservadas E y L, y se mostrara como la combinacion de estas cantidades con
la condicién de normalizacidon permite construir el potencial efectivo relativista. Asimismo,
la constante asociada a la coordenada temporal permitira interpretar la relacidén entre el

tiempo coordenado y el pardmetro propio de la geodésica.
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4. Constantes de movimiento y reduccion radial

La forma de la métrica de Schwarzschild permite pasar del estudio geométrico del espacio-
-tiempo a la descripcidon dindmica de las trayectorias. Gracias a sus simetrias, el movimiento
geodésico puede expresarse mediante constantes conservadas que reducen el problema a

una ecuacion radial efectiva.

4.1. Coordenadas ciclicas y conservacién dinamica

La métrica de Schwarzschild posee dos simetrias especialmente relevantes para el estudio
del movimiento geodésico. Por un lado, es independiente de la coordenada temporal t,
lo que refleja el cardcter estatico del espacio-tiempo. Por otro lado, una vez restringido el
movimiento al plano ecuatorial, la métrica tampoco depende explicitamente de la coorde-

nada angular @, lo que expresa la simetria rotacional alrededor del centro gravitatorio.

Estas simetrias se manifiestan en la lagrangiana geodésica obtenida en la Ecuacién 43,

donde se emplea la funcién definida en la Ecuacidn 26.

La lagrangiana depende de las derivadas t, ry @, pero no depende explicitamente de t ni
de . En el formalismo lagrangiano, esto implica que dichas coordenadas son ciclicas y que

sus momentos conjugados asociados se conservan a lo largo de la geodésica.
El momento conjugado asociado a una coordenada x* se define como en la Ecuacién 19.

Por tanto, si la lagrangiana no depende explicitamente de una coordenada determinada,
el momento conjugado correspondiente permanece constante durante el movimiento.
Este hecho constituye la traduccidn lagrangiana de la relacion entre simetrias y leyes de

conservacion.
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En el caso de Schwarzschild, las dos constantes de movimiento fundamentales son la
energia y el momento angular. Estas cantidades permiten reducir considerablemente el
problema dinamico, ya que hacen posible expresarfy ¢ en funcién de la coordenada radial
r. De este modo, la dinamica completa queda esencialmente determinada por una Unica
ecuacion diferencial para r(A), mientras que la evolucidon temporal y angular se obtiene a

partir de las constantes conservadas.

En los apartados siguientes se obtendran expresiones explicitas para ambas constantes
conservadas a partir de los momentos conjugados asociados a las coordenadas ciclicas
t y (. Estas magnitudes constituiran los parametros fundamentales para caracterizar las

trayectorias y construir la ecuacién radial efectiva.

4.2. Energia conservada
La independencia de la lagrangiana respecto de la coordenada temporal t conduce a la

conservacion del momento conjugado p,. A partir de la lagrangiana geodésica se obtiene:

oL _

== (Nt (45)

Por convenio, se define la energia conservada como la cantidad opuesta a p,:

E=-p, (46)
Por tanto:

E = f(r)t (47)
donde se ha utilizado la funcion definida en la Ecuacién 26.

Esta expresion muestra que la energia conservada esta asociada a la simetria temporal
del espacio-tiempo y determina la evolucidn de la coordenada temporal t a lo largo de la

geodésica. Despejando t, se obtiene:
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La interpretacion fisica de E depende del tipo de geodésica considerada. Para particulas
masivas, al tomar A = T, E puede interpretarse como la energia especifica normalizada
por la energia en reposo de la particula, es decir, E = % En las unidades geométricas
empleadas, con € = 1, esta magnitud es adimensional. Para geodésicas nulas, asociadas a
fotones, el parametro afin puede reescalarse, por lo que E no posee una normalizacion
absoluta independiente del pardmetro elegido; aun asi, sigue siendo una constante util

para caracterizar la trayectoria.

En las geodésicas nulas consideradas en este trabajo se adopta la normalizaciéon conven-
cional E = 1 para la realizacion de las simulaciones numéricas. Esta eleccidon no supone
ninguna restriccion fisica adicional, ya que el parametro afin asociado a una geodésica nula
puede reescalarse arbitrariamente sin modificar la trayectoria obtenida. En consecuencia,
las propiedades fisicas de las trayectorias de los fotones dependen Unicamente del cociente

entre las constantes conservadas L y E, definido como el parametro de impacto b = é

Por ello, al fijar E = 1, el momento angular L coincide numéricamente con el pardmetro
de impacto, lo que simplifica tanto la interpretacion fisica de los resultados como la imple-

mentacion de la herramienta de simulacion desarrollada.
En el caso de particulas masivas, al tomar A = T, la expresidn anterior permite escribir:

dat _E __E
dar  f(r) 1-2M
r

(49)

Esta relacion conecta directamente la constante de energia con la comparacién entre el
tiempo coordenado t y el tiempo propio T de la particula. Por tanto, no solo proporciona
informacidn dinamica sobre la trayectoria, sino también informacién temporal sobre cémo
evoluciona el reloj propio de la particula respecto al tiempo asociado a un observador

lejano.

La expresidon anterior permite observar un rasgo caracteristico de las coordenadas de
Schwarzschild. Al aproximarse al horizonte, r — 2 M, se tiene f(r) — 0, de modo que, para

energia finita:
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% — 00 (50)

Este comportamiento esta relacionado con la dilatacién temporal gravitatoria observada
desde el infinito y con el caracter singular de las coordenadas de Schwarzschild en el
horizonte, aunque no implica una singularidad fisica en r = 2 M. Para una particula que cae
libremente, el cruce del horizonte puede ocurrir en tiempo propio finito, mientras que la
coordenada temporal t de Schwarzschild refleja una divergencia asociada al observador

lejano.

4.3. Momento angular conservado
La segunda constante de movimiento aparece como consecuencia de la independencia de
la lagrangiana respecto de la coordenada angular . El momento conjugado asociado a

dicha coordenada se obtiene a partir de la definicion general dada en la Ecuacién 19.

A partir de la lagrangiana de Schwarzschild en el plano ecuatorial se obtiene:
P, =re (51)

Se define entonces el momento angular conservado como:

L=p, (52)
Por tanto:

L=rp (53)
Despejando la derivada angular:

. L

$==5 (54)

Esta expresion es formalmente analoga a la conservacion del momento angular en un
problema central de mecanica clasica. En este trabajo, L representa el momento angular
especifico, es decir, el momento angular por unidad de masa de la particula. Por ello, en

unidades geomeétricas puede expresarse en unidades de longitud y resulta natural trabajar
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con valores normalizados respecto a M. Sin embargo, en el contexto relativista su signifi-
cado estd ligado a la simetria rotacional de la geometria de Schwarzschild. El hecho de que
L sea constante indica que la trayectoria conserva su momento angular especifico respecto
al centro gravitatorio, aunque la forma concreta de la drbita difiera de la prediccion newto-

niana debido a la curvatura del espacio-tiempo.

La existencia simultdnea de E y L permite sustituir las derivadas t y (0 en la condicién de
normalizacidon de la geodésica. Esta sustitucidn es el paso clave para obtener una ecuacién

radial efectiva y reducir el movimiento a un problema unidimensional en |la coordenada r.

4.4. Condicion de normalizacion
El movimiento geodésico debe satisfacer la condicién de normalizacién introducida en la

Ecuacién 10, donde el pardmetro € fue definido en la Ecuacidon 11.

En el plano ecuatorial de Schwarzschild, esta condicién adopta la forma:

f(NE + f(r) 12+ r’g? = ¢ (55)

El parametro € permite tratar de manera unificada las geodésicas temporales y nulas. Para
particulas masivas, € = 1, y la trayectoria posee intervalo temporal. Para fotones, € =0,
y la trayectoria es nula. Esta distincidn sera esencial en el analisis posterior del potencial

efectivo, ya que ambos casos conducen a estructuras dindmicas diferentes.

Sustituyendo las expresiones obtenidas para t y (o, dadas por la Ecuacién 48 y la

Ecuacién 54, la condicidon de normalizacion queda:

_f(r)(%) + f(r)y'r* + rz(%)2 = -¢ (56)
Simplificando:
E2 ’;2 LZ
_m+m+ﬁz—€ (57)

Multiplicando toda la expresion por f(r), se obtiene:
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2
24 24 (1) = -ef(1) (58)
Finalmente, agrupando términos, se llega a la ecuacion radial:
. L?
F?=E?- f(r)(e + F) (59)

Esta ecuacién contiene toda la informacidn necesaria para estudiar la evolucion radial de
una particula masiva o de un fotén en el espacio-tiempo de Schwarzschild. La dindmica
angular y temporal queda determinada por las constantes E y L, mientras que la evolucién
radial queda descrita por una ecuacién diferencial de primer orden. A partir de esta
expresion pueden analizarse tanto las propiedades cualitativas del movimiento mediante el
potencial efectivo como la integracidn numérica de trayectorias para distintas condiciones

iniciales y valores de las constantes conservadas.

4.5. Ecuacion radial efectiva
La ecuacion radial puede escribirse de una forma especialmente util introduciendo un

potencial efectivo. Reordenando la Ecuacion 59:
£+ V g(r) = E? (60)
donde el potencial efectivo general viene dado por:
L2
V) = S+ ) (61)
Al sustituir explicitamente la funcidn definida en la Ecuacidn 26, se obtiene:

Verlr) = (1 - @)(s . %) (62)

Esta forma resulta especialmente importante porque permite reinterpretar el movimiento
radial relativista de manera andloga a un problema unidimensional de mecanica cldsica.

La cantidad E? actGa como una energia total efectiva, mientras que Vq(r) determina las
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regiones radialmente accesibles. En particular, el movimiento solo puede tener lugar en

aquellas regiones donde:
E2 2V (1) (63)

ya que 2 debe ser una cantidad no negativa.

Para particulas masivas, tomando € = 1, el potencial efectivo adopta la forma:

masiva ) = (1 _ M)(l . ’-_2) (64)

r r2
En cambio, para fotones, tomando € = 0, se obtiene:

2M\L?
vase(r) = (1- 22)5 (65)

La diferencia entre ambas expresiones es fisicamente relevante. En el caso de particulas
masivas aparece un término adicional asociado a la masa en reposo, mientras que para las
geodésicas nulas el potencial depende Unicamente del momento angular y de la estructura
geométrica del espacio-tiempo. Esta diferencia sera responsable de que las particulas

masivas y los fotones presenten distintos tipos de trayectorias y condiciones de captura.

La ecuacion radial efectiva proporciona asi el punto de partida para el andlisis cualitativo

de las trayectorias. Los puntos de retorno radial se obtienen cuando r = 0, es decir, cuando:

E? =V q(r) (66)

e

Las orbitas circulares, por su parte, requieren que el radio permanezca constante. Esto
implica no solo que r = 0, sino también que el potencial efectivo tenga un extremo en dicho

punto. Estas condiciones se expresan mediante:

dV .
E2 =V (r), dﬁ =0 (67)

El signo de la segunda derivada del potencial permitira distinguir entre drbitas circulares

estables e inestables. La interpretacion general de las regiones accesibles, los puntos de
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retorno y los distintos tipos de trayectoria se abordard en la Seccién 5, mientras que el

analisis detallado de las érbitas circulares y su estabilidad se desarrollara en la Seccién 6.

De este modo, la reduccidn radial obtenida en este apartado constituye el puente entre
la geometria de Schwarzschild y la interpretacion fisica de las trayectorias. A partir de las
simetrias de la métrica se han identificado las constantes conservadas E y L, y mediante la
condicion de normalizacion se ha reducido la dinamica geodésica a una ecuacion efectiva
para r(A). Esta formulacion constituye la base tanto del andlisis tedrico desarrollado en
los apartados siguientes como de la herramienta numérica implementada en este trabajo,
permitiendo estudiar y visualizar de forma unificada 6rbitas, trayectorias de captura,
escape, dispersion y movimiento ligado. Ademas, la relaciéon dada por la Ecuaciéon 48 per-
mite complementar el analisis dindmico con una interpretacion temporal del movimiento,

especialmente en regiones préximas al horizonte.
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5. Potencial efectivo y clasificacion de trayectorias

La ecuacién radial efectiva permite transformar el problema geodésico en una forma
mucho mas intuitiva desde el punto de vista dindmico. A través del potencial efectivo
es posible identificar regiones accesibles, puntos de retorno y distintos comportamientos

fisicos sin resolver todavia cada trayectoria de manera explicita.

5.1. Interpretacién del potencial efectivo

La reduccion radial obtenida en la seccion anterior conduce a una descripcion efectiva
del movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild. En esta formulacion,
la dindmica radial queda determinada por las constantes conservadas E y L, de acuerdo
con la Ecuacion 60, mientras que el potencial efectivo viene dado por la Ecuaciéon 61y la

Ecuacidn 62.

Esta expresion desempefia un papel central en el andlisis cualitativo de las trayectorias.
Aunque el movimiento relativista tiene lugar en un espacio-tiempo curvo, la forma de la
ecuacion permite establecer una analogia formal con el movimiento unidimensional de
una particula sometida a un potencial. En dicha analogia, E? actla como una energia
total efectiva, mientras que Veﬁ(r) determina qué regiones radiales son accesibles para la

geodésica.

La condicién basica de movimiento se obtiene imponiendo que F? sea no negativa. Por

tanto, una trayectoria solo puede existir en las regiones donde:
2
E22V_(r) (68)

Cuando se cumple la igualdad:
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E? =V (r) (69)

e

se tiene r = 0, por lo que el radio alcanza un punto de retorno radial. Esta condicién, por
si sola, no implica una drbita circular: Unicamente indica que la componente radial de la
velocidad se anula en ese instante. En ese punto, la particula o el fotén puede cambiar el
sentido de su movimiento radial, siempre que la estructura del potencial lo permita. De
este modo, el potencial efectivo permite identificar regiones de caida, escape, dispersion

y movimiento ligado.

Es importante subrayar que esta interpretacién no convierte el problema relativista en
un problema newtoniano ordinario. La analogia es formal y resulta util para clasificar
trayectorias, pero el potencial efectivo contiene términos que proceden directamente de
la geometria de Schwarzschild. En particular, la presencia del factor f(r) introduce efectos
relativistas asociados al horizonte, a |la curvatura del espacio-tiempo y a la estructura causal

de la solucidn.

Aunque este apartado se centra en la clasificacién radial de trayectorias, la interpretacion
del potencial efectivo puede complementarse mediante representaciones graficas de las
regiones permitidas y de las trayectorias asociadas a distintos valores de E y L. Esta
combinacion de analisis tedrico y visualizacion numérica resulta especialmente util para
identificar puntos de retorno, regimenes de captura, escape y movimiento ligado, asi como
para relacionar la estructura del potencial con la forma de las érbitas obtenidas. Asimismo,
las trayectorias que se aproximan al horizonte presentan no solo un comportamiento
dindmico caracteristico, sino también una diferencia relevante entre el tiempo propio de

la particula y el tiempo coordenado asociado a un observador lejano.

5.2. Potencial efectivo para particulas masivas
Para particulas masivas se toma € = 1. En este caso, el potencial efectivo viene dado por la

Ecuacion 64.

Al desarrollar esta expresion se obtiene:
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masivas.y _ . 2M L2 2ML?
o (N)=1-==+5-=3

(70)
Los tres primeros términos presentan una interpretacién cercana a la mecdnica cldsica.
El término constante esta asociado a la contribucion de la masa en reposo, el término
—2% refleja la atraccién gravitatoria del objeto central y el término i—j actia como una
barrera centrifuga asociada al momento angular. Sin embargo, el ultimo término, —2M';—§,
no tiene analogo directo en el potencial newtoniano. Se trata de una correccidon puramente
relativista que se vuelve especialmente importante a radios pequefios [1], [7]. Este término
modifica de manera sustancial la estructura del potencial y es responsable de fendmenos
caracteristicos de la Relatividad General, como la existencia de orbitas circulares inestables

y de una ultima drbita circular estable.

Vale |la pena comparar este potencial con su analogo newtoniano. En mecanica clasica, el

potencial efectivo para una particula en un campo gravitatorio central adopta la forma:

M L?
Vé\lfFWton(r) = —7 + ﬁ (71)

A diferencia del potencial relativista, esta expresidn no incluye el término constante aso-
ciado a la masa en reposo, ya que en mecanica clasica dicha contribucién no interviene en
la dindmica orbital. La comparacion entre ambos potenciales debe entenderse, por tanto,
a nivel de los términos dependientes de r. El primer término representa la atraccién gravi-
tatoria y el segundo la barrera centrifuga. A diferencia del caso relativista, este potencial
no presenta ningin maximo para valores finitos de r cuando L # 0: la barrera centrifuga
newtoniana domina a distancias suficientemente pequeiias y no aparece un comporta-
miento andlogo a la captura relativista asociada al horizonte. En consecuencia, en la teoria
newtoniana no existe ningln radio analogo a la ISCO ni a la esfera de fotones. La aparicién
del término adicional —2M§ en el potencial relativista es, por tanto, la causa directa de
fendmenos sin equivalente clasico, como la existencia de drbitas circulares inestables y la

ultima orbita circular estable en r = 6 M.

Para valores suficientemente grandes de r, el término relativista proporcional a r—13 se hace

pequeiio, y el comportamiento se aproxima al esperado en un campo gravitatorio débil.
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En cambio, cerca del objeto compacto, dicho término adquiere mayor relevancia y altera

la clasificacion de las trayectorias respecto al caso newtoniano.

El potencial efectivo para particulas masivas permite distinguir varios regimenes. Si E?
se encuentra por debajo del valor asintético del potencial en el infinito, pueden existir
regiones radialmente acotadas y aparecer trayectorias ligadas, en las que la particula oscila
entre dos radios de retorno. Si E? es suficientemente grande, la particula puede escapar
hacia el infinito o proceder desde el infinito y sufrir una dispersidn gravitatoria. Por ultimo,
si la energia y el momento angular no permiten un punto de retorno exterior, la particula

puede ser capturada y atravesar el horizonte.

Esta clasificacion dependera de la forma concreta del potencial, que a su vez esta deter-
minada por el valor de L. La influencia del momento angular sobre la forma del potencial
puede apreciarse de manera especialmente clara mediante representaciones graficas para
distintos valores de L. La visualizacién simultanea del potencial efectivo y de las trayectorias
asociadas permite relacionar directamente la estructura de los maximos y minimos del
potencial con fendmenos como el movimiento ligado, la captura o el escape. El momento
angular controla la estructura del potencial efectivo y, por tanto, modifica la posibilidad de

gue existan oOrbitas ligadas, puntos de retorno o captura directa.

5.3. Potencial efectivo para fotones
Para geodésicas nulas se toma € = 0. En este caso, el potencial efectivo viene dado por la

Ecuacidn 65.

Al desarrollar la expresion:

2 2
a2 2ML
Ve - (r) = 7T (72)

En comparacion con el caso de particulas masivas, desaparece el término asociado a la
masa en reposo. Esto refleja el caracter nulo de la trayectoria luminosa: los fotones no
poseen tiempo propio ni masa en reposo, y su dindmica queda determinada por la relacién

entre la curvatura del espacio-tiempo y el momento angular de la geodésica.
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El potencial nulo presenta una estructura especialmente relevante. Para radios grandes,
el término % domina y el potencial tiende a cero cuando r — oo. Para radios cercanos al
horizonte, el factor f(r) tiende a cero, de modo que el potencial también se anula en r =
2 M. Entre ambos limites, el potencial presenta un maximo asociado a una drbita circular

nula inestable.
Dicha orbita se encuentra en:
r=3M (73)

gue corresponde a la esfera de fotones de Schwarzschild. En unidades fisicas ordinarias,

esta posicion equivale a:

3GM
CZ

(74)

La esfera de fotones no representa una érbita estable de la luz [1], [8]. Cualquier pequeiia
perturbacion radial hace que el foton escape hacia el infinito o caiga hacia el agujero negro.
Por ello, esta drbita actia como una frontera dinamica entre distintos tipos de comporta-

miento luminoso.

La naturaleza inestable de esta 6rbita puede apreciarse de forma especialmente clara
mediante la integracion numérica de geodésicas nulas con condiciones iniciales proximas
a la esfera de fotones. Pequefias variaciones en los parametros de la trayectoria producen
comportamientos cualitativamente distintos, dando lugar a trayectorias que escapan hacia

el infinito o terminan siendo capturadas por el agujero negro.

La existencia de este maximo en el potencial efectivo nulo permite comprender la transi-
cion entre trayectorias de dispersion y trayectorias de captura. Un rayo de luz procedente
del infinito puede ser desviado por el campo gravitatorio y volver a escapar, o bien puede
aproximarse lo suficiente como para ser capturado. La separaciéon entre ambos compor-
tamientos queda asociada a un valor critico del parametro de impacto. Este parametro
desempeiia un papel fundamental en la dinamica de las geodésicas nulas y permite identi-
ficar la frontera entre trayectorias de captura y trayectorias de dispersidon. Su relacién con la
esfera de fotones y con la estructura del potencial efectivo sera analizada en los apartados

posteriores.
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5.4. Clasificacion cualitativa de trayectorias

El potencial efectivo permite clasificar de manera cualitativa los distintos tipos de trayec-
torias posibles sin necesidad de resolver explicitamente el sistema completo de ecuaciones
geodésicas. Esta clasificacion se basa en la comparacidn entre el nivel de energia E2 y la

forma de V (r).

En primer lugar, pueden aparecer trayectorias de captura. Estas se producen cuando la
geodésica no encuentra ningln punto de retorno exterior que impida su avance hacia
radios decrecientes. En tal caso, la particula o el fotén atraviesa el horizonte de sucesos. En
coordenadas de Schwarzschild, el horizonte se situa en r = 2 M, aunque la divergencia de
la coordenada temporal en dicho punto es un efecto de coordenadas y no una singularidad
fisica.

En el caso de particulas masivas, este proceso de captura puede analizarse desde dos pers-
pectivas complementarias. Desde el punto de vista radial, la particula atraviesa el horizonte
si no existe una barrera efectiva que produzca un punto de retorno exterior. Desde el
punto de vista temporal, la descripcion mediante coordenadas de Schwarzschild muestra
una divergencia del tiempo coordenado asociado al observador lejano, mientras que el
tiempo propio de la particula puede permanecer finito. Esta diferencia sera retomada en

la interpretacion fisica de los resultados.

En segundo lugar, existen trayectorias de escape o dispersion. En ellas, la particula o el fotdn
se aproxima al objeto compacto, experimenta una desviacion gravitatoria y posteriormente
se aleja hacia radios cada vez mayores. Este tipo de comportamiento es especialmente
relevante en el caso de la luz, ya que permite interpretar fendmenos como la deflexién

gravitatoria y, en contextos astrofisicos mas amplios, la lente gravitatoria.

En tercer lugar, para particulas masivas pueden existir trayectorias ligadas. En este caso, el

movimiento radial queda confinado entre dos puntos de retorno:

(75)

r. srsrma

min X

de manera que la particula no cae al agujero negro ni escapa al infinito. Estas trayectorias

son el andlogo relativista de las érbitas ligadas en un campo central, aunque con diferencias
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importantes respecto a las dérbitas keplerianas. En particular, la relatividad introduce una
precesion del periastro, de modo que las trayectorias ligadas no son, en general, curvas

cerradas.

Por ultimo, las érbitas circulares corresponden a configuraciones en las que el radio perma-
nece constante. Para que esto ocurra, no basta con que r = 0; también es necesario que
el potencial efectivo tenga un extremo en el radio considerado. Las condiciones generales

vienen dadas por la Ecuacién 67.

La estabilidad de dichas drbitas se determina mediante el signo de la segunda derivada del
potencial. Un minimo de Veﬂ:(r) corresponde a una orbita circular estable, mientras que
un maximo corresponde a una Orbita circular inestable. Este criterio se expresa cualitativa-

mente como:

d*V ¢ d*V ¢ )
i >0 estable, I <0 inestable (76)

La clasificacién anterior puede complementarse mediante la integracion numérica de
geodésicas para distintos valores de E, L y condiciones iniciales. La representacién simul-
tanea del potencial efectivo y de las trayectorias resultantes permite visualizar de forma
directa la transicion entre regimenes de captura, escape, dispersion, movimiento ligado y
orbitas circulares, proporcionando una interpretacion intuitiva de los resultados obtenidos

analiticamente.

El estudio detallado de estas condiciones permitira identificar radios caracteristicos del
espacio-tiempo de Schwarzschild, como la esfera de fotones definida en la Ecuacion 73y la
ultima érbita circular estable para particulas masivas en r = 6 M. Estos resultados muestran
que la estructura orbital relativista es mas rica que la newtoniana, especialmente en las

regiones proximas al objeto compacto.

En este apartado, estas condiciones se introducen Unicamente como criterio general de
clasificacidn. Su aplicacidon detallada al cdlculo de radios criticos, energias y momentos
angulares orbitales se desarrollard en el apartado dedicado a las drbitas circulares y su

estabilidad.
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5.5. Papel del potencial efectivo en el desarrollo posterior

El andlisis del potencial efectivo constituye un paso intermedio esencial entre la formu-
lacion geométrica del movimiento geodésico y la obtencién de trayectorias concretas.
Por un lado, proporciona una herramienta analitica para clasificar los posibles regimenes
dinamicos. Por otro, permite seleccionar de forma controlada las condiciones iniciales que

se emplearan posteriormente en las simulaciones numéricas.

Desde el punto de vista computacional, el potencial efectivo ofrece ademas un criterio para
verificar la coherencia de las simulaciones. Las trayectorias numéricas deberan respetar
las regiones permitidas por la condicién E? > Veﬁ(r), mientras que los puntos de retorno
deberan aparecer cuando se satisfaga E? = Veﬁ(r). De este modo, la formulacion analitica

servira como referencia para interpretar y validar los resultados obtenidos mediante inte-

gracion numeérica.

En consecuencia, el potencial efectivo actia como elemento de conexidn entre el analisis
tedrico y el estudio numérico del movimiento geodésico. Estas ideas se desarrollaran
posteriormente en la Seccién 6 y en la Seccién 10, mediante el estudio de drbitas caracte-
risticas, trayectorias relativistas y simulaciones obtenidas a partir de la integracion de las

ecuaciones de movimiento.

37



José Félix Jiménez Justo
Analisis relativista del movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild

6. Orbitas circulares y estabilidad orbital

Partiendo del potencial efectivo para particulas masivas obtenido en la Ecuacidon 64 y de las
condiciones generales de circularidad introducidas en la Ecuacién 67, se procede a deter-
minar los radios para los que pueden existir érbitas circulares y a estudiar posteriormente

su estabilidad.

Una drbita circular requiere que se satisfagan las condiciones de circularidad introducidas
previamente en la Ecuacién 67. La primera fija la energia orbital, mientras que la segunda
determina los radios para los cuales puede existir una drbita circular. La estabilidad se

analizara posteriormente mediante la segunda derivada del potencial efectivo.

El estudio de estas orbitas resulta especialmente relevante porque permite identificar
algunos de los radios caracteristicos mds importantes del espacio-tiempo de Schwarzschild.
En particular, el analisis conducira a la obtencion de la ultima oérbita circular estable para
particulas masivas, situada en r = 6 M, asi como a la distinciéon entre érbitas circulares
estables e inestables. Estos resultados desempefian un papel central en la dindmica relati-
vista alrededor de objetos compactos y constituyen una referencia fundamental para la

interpretacién de las trayectorias obtenidas mediante integracidon numérica.

6.1. Orbitas circulares para particulas masivas
Para particulas masivas se toma € = 1. En este caso, se parte de la expresion desarrollada

del potencial efectivo obtenida en la Ecuacién 70:

masiva 2M L2 2MmL?
eff (1) 1_T+r2 r3

(77)

Para obtener las drbitas circulares se impone la condicidn:
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dV g
dr

-0 (78)

Derivando respecto de r, y considerando constante el momento angular L, se obtiene:

dVer oM 212 6ML2 "
ar 7 BT (79)

La condicion de circularidad queda entonces:

2M  2L% eML?

ot 0 (80)
Multiplicando por %4 para eliminar denominadores:
Mr? - L%r +3ML? = 0 (81)
Reagrupando los términos que contienen L?:
Mr? = L*(r - 3M) (82)
y despejando:
Mr2
L*= r- ;M (83)

Esta expresion determina el momento angular necesario para que una particula masiva

describa una 6rbita circular de radio r.
Ademas, para que L2 sea positivo debe cumplirse:
r>3M (84)

Por tanto, las drbitas circulares temporales Unicamente pueden existir para radios superio-
res a 3 M. El radio r = 3 M aparece asi como un limite inferior para la existencia de dérbitas

circulares de particulas masivas.

No obstante, la existencia de una drbita circular no implica necesariamente que esta
sea estable. Para determinar si pequefias perturbaciones radiales hacen que la particula
permanezca proxima a la drbita o se aleje de ella, es necesario estudiar la segunda derivada

del potencial efectivo. Este analisis permitira identificar la Ultima érbita circular estable del
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espacio-tiempo de Schwarzschild y distinguir entre érbitas estables e inestables. Ademas,
la representacion grafica del potencial efectivo y de las trayectorias asociadas proporciona
una visualizacion directa de estas diferencias de estabilidad, complementando la interpre-

tacion analitica obtenida a partir de las ecuaciones.

6.2. Estabilidad de las orbitas circulares
La existencia de una drbita circular no implica necesariamente que esta sea estable frente
a pequenas perturbaciones radiales. Para estudiar la estabilidad se utiliza el criterio intro-

ducido previamente en la Ecuacién 76.

Una drbita circular sera estable si corresponde a un minimo del potencial efectivo, mientras
que sera inestable si corresponde a un maximo. Por tanto, es necesario analizar el signo de

la segunda derivada del potencial efectivo.

Partiendo de la expresion obtenida en la Ecuacién 79:

dVeg 2M 22 6ML2

—+ 85
dr rz.r ré (85)
se deriva nuevamente respecto de r, obteniéndose:
d?v 2 2
eff _ _ﬂ . i _24ML (86)

dr? r3 r4 r>

Para las drbitas circulares, el momento angular debe satisfacer la condicidn obtenida en la

Ecuacion 83:

Sustituyendo esta expresion en la Ecuacion 86 y simplificando, se obtiene:

d*Ver  2M(r - 6M)

dre - 7(r - 3m) (88)
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La estabilidad queda determinada por el signo de esta expresion. Dado que las drbitas cir-
culares solo existen para r > 3 M, el denominador es positivo en toda la region fisicamente

permitida. Por tanto, el signo depende Unicamente del factor (r - 6M).

Se distinguen asi tres casos. Para:

r>eM (89)
se cumple:
dv
eff
>0, 90
dr? (50)

porlo que la drbita circular corresponde a un minimo del potencial efectivo y resulta estable

frente a pequenas perturbaciones radiales.

Para:
r=6M (91)
se obtiene:
d?v
eff
=0, 92
I (92)

lo que sefala la transicidn entre drbitas estables e inestables.

Finalmente, para:

3M<r<e6M (93)
se cumple:
d*v
eff
FERR 0, (94)

por lo que la drbita circular corresponde a un maximo del potencial efectivo y resulta

inestable.
El radio:

r=6M (95)
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recibe el nombre de ultima érbita circular estable (ISCO, Innermost Stable Circular Orbit).
Constituye uno de los radios caracteristicos mas importantes del espacio-tiempo de Sch-
warzschild, ya que marca el limite interior de las érbitas circulares estables para particulas

masivas.

Para radios mayores que 6 M pueden existir érbitas circulares estables, mientras que para
radios comprendidos entre 3M y 6M las dorbitas circulares son necesariamente inestables.
Este resultado no tiene equivalente en la teoria newtoniana y constituye una consecuencia

directa de la estructura relativista del potencial efectivo.

Debe subrayarse que esta clasificacion de estabilidad se refiere exclusivamente a drbitas
circulares, es decir, a trayectorias con radio constante que satisfacen simultaneamente las
condiciones de circularidad. Una particula puede atravesar esas mismas regiones radiales
formando parte de una trayectoria ligada, de escape o de captura, sin que por ello deba

interpretarse como una drbita circular estable o inestable.

La existencia de la ISCO constituye una diferencia fundamental respecto a la mecanica
newtoniana. En gravedad clasica pueden existir érbitas circulares estables a cualquier dis-
tancia del cuerpo central siempre que el momento angular sea adecuado. En Schwarzschild,
sin embargo, la curvatura del espacio-tiempo impone un limite interior para la estabilidad

orbital.

La transicidn entre drbitas estables e inestables puede apreciarse de forma especialmente
clara mediante la representacion grafica del potencial efectivo y la integracion numérica
de trayectorias préximas a la ISCO. Pequefias perturbaciones alrededor de drbitas situadas
por encima de r = 6 M permanecen acotadas, mientras que por debajo de dicho radio las

perturbaciones tienden a crecer y la érbita pierde su estabilidad.

Desde el punto de vista fisico, este resultado implica que una particula solo puede mante-
nerse en una orbita circular estable, o marginalmente estable en el caso limite, hasta r =
6 M. Por debajo de este radio, las drbitas circulares posibles son inestables: pequefias
perturbaciones radiales no quedan confinadas alrededor del radio inicial, sino que tienden

a alejar a la particula de la configuracion circular, ya sea hacia radios menores o hacia
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radios mayores. Esta propiedad desempefia un papel fundamental en la fisica de discos de

acrecion alrededor de agujeros negros.

6.3. Energia de las drbitas circulares
Una vez determinada la condicidn de circularidad y analizada la estabilidad de las drbitas
circulares, resulta posible obtener la energia asociada a dichas érbitas. Para ello se utiliza

la primera de las condiciones de circularidad introducidas en la Ecuacién 67.

En el caso de particulas masivas, partiendo de la expresion del potencial efectivo dada en

la Ecuacion 64 y utilizando la condicidon obtenida en la Ecuacién 83:

Mr?
L2 = 96
r-3m (%6)
se obtiene:
2M M
E? = (1 - —)(1 ) 97
r ' r-3m (97)
El segundo factor puede simplificarse como:
M r-2m
1 = 98
' r-3mMm r-3M (%8)
por lo que:
2M\r - 2M
E? = (1 - —) 99
r /r-3M (59)
Utilizando la identidad:
-2 _r-2m (100)
r r
se llega finalmente a:
r-2Mm)>
(22" (101)
r(r - 3M)
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Tomando la raiz positiva, la energia por unidad de masa asociada a una érbita circular

resulta:

E = _r-2m (102)

r(r - 3M)
Esta expresidon muestra que la energia orbital depende Unicamente del radio de la drbita
considerada. Ademas, vuelve a aparecer el radio r =3 M en el denominador, lo que
confirma el papel especial que desempefa dicho radio en la estructura orbital del espacio-

-tiempo de Schwarzschild.
En el limite de radios grandes, r — oo, se obtiene:

E—1, (103)

resultado coherente con la interpretacidon de E como energia por unidad de masa medida

por un observador situado en el infinito.

Por otra parte, evaluando la Ecuacidon 102 en la ultima drbita circular estable, r = 6 M, se

obtiene:

E=— (104)

Este valor corresponde a la energia especifica asociada a la ISCO y constituye una magnitud
de especial interés en astrofisica relativista, ya que determina el limite interior de las érbitas
circulares estables alrededor de un agujero negro de Schwarzschild (ISCO, Innermost Stable

Circular Orbit) [1], [9].

La dependencia de la energia orbital con el radio puede visualizarse de forma directa
mediante representaciones graficas de la Ecuacion 102. Estas representaciones permiten
identificar el comportamiento de la energia en el entorno de radios caracteristicos como
la ISCO y facilitan la interpretacion fisica de la transicién entre orbitas estables e inesta-
bles. Asimismo, proporcionan una referencia util para contrastar los resultados obtenidos

mediante integracién numérica de trayectorias circulares y cuasi-circulares.
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Las expresiones obtenidas para la energia y el momento angular permiten caracterizar
completamente las drbitas circulares temporales. En el siguiente apartado se repetira el
analisis para geodésicas nulas, lo que permitira obtener la esfera de fotones y estudiar las

orbitas circulares de la luz.

6.4. Orbitas circulares nulas y esfera de fotones

El procedimiento desarrollado para particulas masivas puede aplicarse de forma analoga
a las geodésicas nulas. En este caso se toma € = 0. Partiendo del potencial efectivo para
geodésicas nulas dado en la Ecuacion 72, las drbitas circulares nulas deben satisfacer, al
igual que en el caso masivo, la condicion de extremo del potencial efectivo introducida en

la Ecuacidn 67.

Por tanto, se impone:

=0 (105)

Derivando respecto de r, y considerando constante el momento angular L, se obtiene:

dVer 202 6ML2

dr B * ré (106)
La condicidn de circularidad queda entonces:
Zr_L; . 6";‘4“ -0 (107)
Multiplicando por zr—;, resulta:
r+3mM=0 (108)
Por tanto:
r=3M (109)

Este resultado muestra que las geodésicas nulas poseen una Unica érbita circular posible,
situada en el radio r = 3 M. Dicha érbita recibe el nombre de esfera de fotones y constituye

una de las estructuras mas caracteristicas del espacio-tiempo de Schwarzschild.
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Para analizar su estabilidad, se calcula la segunda derivada del potencial efectivo. Derivan-

do nuevamente la Ecuacion 106, se obtiene:

d*Ver 62 24ML

drz v o5 (110)
Evaluando esta expresiénen r = 3 M:
Ve 6l2  24ML (111)
drz (3M)*  (3M)°
Simplificando:
2
dd\r/szr - _8211;\:4 <0 (112)

La segunda derivada es negativa, por lo que la érbita circular nula corresponde a un maximo

del potencial efectivo. En consecuencia, la esfera de fotones es una orbita inestable.

Desde el punto de vista fisico, esto significa que una pequefa perturbacidn radial basta
para modificar de forma drastica la trayectoria del fotén. Si la perturbacion desplaza al
fotdon hacia radios mayores, este tendera a escapar hacia el infinito. Por el contrario, si la
perturbacion lo desplaza hacia radios menores, acabara siendo capturado por el agujero

negro.

La inestabilidad de la esfera de fotones explica por qué no se observan anillos de luz
perfectamente estacionarios alrededor de agujeros negros reales. Aunque pueden existir
fotones describiendo temporalmente trayectorias préximas a r = 3 M, cualquier perturba-
cion termina expulsandolos hacia el infinito o conduciéndolos hacia el horizonte. Esta
sensibilidad a las condiciones iniciales puede visualizarse de forma especialmente clara
mediante la integracion numérica de geodésicas nulas préximas a la orbita critica, donde
pequeiias variaciones en los parametros iniciales producen comportamientos cualitativa-

mente distintos.

Esta estructura desempefia ademas un papel esencial en la formacion de la sombra de

un agujero negro. Los fotones que llegan al observador tras recorrer trayectorias cercanas
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a la esfera de fotones generan las regiones mas intensamente curvadas de la imagen

observada.

La esfera de fotones actua asi como una frontera dinamica entre geodésicas nulas de
captura y geodésicas nulas de dispersion. Su existencia esta directamente relacionada
con fenédmenos observacionales como la formacion de sombras de agujeros negros y la

aparicion de imagenes altamente desviadas en procesos de lente gravitatoria fuerte.

La representaciéon conjunta del potencial efectivo nulo y de las trayectorias obtenidas
numéricamente permite interpretar de forma intuitiva el papel de la esfera de fotones
como frontera dinamica entre capturay dispersion. Esta combinacidn de andlisis analitico y
visualizacidon numérica facilita la identificacion de trayectorias criticas y ayuda a relacionar

la estructura del potencial con la geometria observada de las geodésicas luminosas.

El resultado obtenido confirma ademas el papel especial del radio r = 3 M, que ya habia
aparecido previamente como limite inferior para la existencia de érbitas circulares tempo-
rales. Sin embargo, mientras que las particulas masivas pueden describir drbitas circulares
para cualquier radio superior a 3 M, los fotones Unicamente admiten una drbita circular en

dicho radio, y esta resulta necesariamente inestable.

6.5. Interpretacion fisica de los radios criticos

El analisis de las orbitas circulares realizado en los apartados anteriores permite identificar
varios radios caracteristicos del espacio-tiempo de Schwarzschild. Estos radios delimitan
regiones con propiedades dinamicas diferentes y constituyen referencias fundamentales

para interpretar el movimiento de particulas masivas y fotones.
El primero de ellos es el horizonte de sucesos:
r=2M, (113)

introducido anteriormente al estudiar la geometria de Schwarzschild. Este radio marca la
frontera causal del agujero negro. Una vez atravesado el horizonte, ninguna seial fisica

puede volver a alcanzar el infinito.

Por encima del horizonte aparece la esfera de fotones:
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r=3M, (114)

obtenida en la Ecuacion 109. Este radio corresponde a la Unica orbita circular posible
para geodésicas nulas. Sin embargo, dicha érbita resulta inestable frente a perturbaciones
radiales, por lo que constituye una frontera dinamica entre trayectorias luminosas de

captura y de dispersion.

El mismo radio r = 3M aparece también como limite inferior para la existencia de drbitas
circulares temporales. Tal como muestra la Ecuacion 83, las particulas masivas Unicamente

pueden describir drbitas circulares para radios superiores a este valor.
El tercer radio caracteristico es la ultima orbita circular estable:
r=6M, (115)

obtenida en la Ecuacién 95. Este radio separa dos regimenes orbitales distintos. Para r >

6 M existen oérbitas circulares estables, mientras que para:
3M<r<6M (116)
las drbitas circulares son necesariamente inestables.

La estructura radial formada por los radios 2 M, 3 My 6 M no posee equivalente en la teoria
newtoniana. Se trata de una consecuencia directa de la curvatura del espacio-tiempo y de
la forma relativista del potencial efectivo. Estos resultados constituyen una de las manifes-
taciones mas claras de las diferencias entre la dindmica orbital relativista y la dindmica

gravitatoria clasica.

Ademas de su interés tedrico, estos radios desempefian un papel fundamental en diversos
fendmenos astrofisicos. La esfera de fotones esta relacionada con la formacion de sombras
de agujeros negros y con los regimenes de lente gravitatoria fuerte, mientras que la ISCO
interviene en la descripcion de discos de acrecion y en la emisidn de radiacion procedente

de regiones préximas al agujero negro.

Estos radios caracteristicos constituyen ademas referencias naturales para la interpretacion
de las simulaciones numéricas desarrolladas en este trabajo. La representacion conjunta de

potenciales efectivos, trayectorias geodésicas y magnitudes temporales permite visualizar
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de forma directa cémo el horizonte, la esfera de fotones y la ISCO condicionan la dindmica

de particulas masivas y fotones en distintas regiones del espacio-tiempo.

En conjunto, los radios 2 M, 3 My 6 M definen una estructura jerarquica de regiones dina-
micamente distintas alrededor del agujero negro. El horizonte determina el limite causal del
espacio-tiempo exterior; la esfera de fotones separa distintos regimenes de propagacién
luminosa; y la ISCO marca el limite interior de las drbitas circulares estables para particulas

masivas.

La aparicion de estas escalas caracteristicas constituye una consecuencia directa de la
curvatura del espacio-tiempo y muestra cdmo la dinamica relativista introduce fenémenos

sin equivalente en la descripcidn gravitatoria newtoniana.

Los resultados obtenidos en este capitulo proporcionan asi una caracterizacién analitica
de las principales estructuras orbitales del espacio-tiempo de Schwarzschild. En el capitulo
siguiente se utilizardn estas predicciones para interpretar las simulaciones numéricas y las

representaciones graficas de trayectorias, potenciales efectivos y magnitudes temporales.
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7. Resultados numericos y escalas caracteristicas

Tras clasificar las trayectorias y obtener los radios criticos de la geometria de Schwarzschild,
resulta Util asignarles una escala fisica concreta. La eleccion de un agujero negro de refe-
rencia permitira convertir las magnitudes geométricas en valores numéricos y disponer de

una base comun para interpretar las simulaciones posteriores.

7.1. Eleccion del objeto de estudio

Hasta este punto, el analisis se ha desarrollado en términos generales, manteniendo expli-
cita la dependencia con la masa M del agujero negro. Esta formulacidon permite obtener
resultados validos para cualquier espacio-tiempo de Schwarzschild, ya que las magnitudes
expresadas en unidades geométricas pueden reescalarse posteriormente a partir de la

masa del objeto considerado.

Con el fin de proporcionar una interpretacion numeérica concreta de los resultados obte-

nidos, se considerard como caso de estudio un agujero negro de masa estelar:

Mg, = 10M_ (117)

donde 1 M representa una masa solar.

Esta eleccidn no supone una pérdida de generalidad, sino que permite traducir las magni-
tudes adimensionales obtenidas en unidades geométricas a valores fisicos ordinarios. En

las simulaciones se seguira trabajando con unidades normalizadas:

G=c=1, M=1, (118)
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de modo que los radios caracteristicos aparecen en posiciones fijascomo2M,3 Mo 6 M. La
masa fisica seleccionada se utilizard Unicamente para expresar dichas escalas en kildmetros

y facilitar la interpretacién de los resultados.

7.2. Radios caracteristicos en unidades fisicas

La escala geométrica asociada a una masa solar viene dada aproximadamente por:

GM
CZ

© ~1.477 km (119)

Por tanto, para el agujero negro considerado:

GMy,,
M =—"%14.77 km (120)

geom c2

A partir de esta escala pueden calcularse los radios caracteristicos obtenidos analiticamen-

te en el capitulo anterior. El horizonte de sucesos se encuentra en:
re=2M=29.54km (121)
La esfera de fotones se situa en:

Fon = 3M =44 .31km (122)

Por su parte, la Ultima oérbita circular estable se encuentra en:

lsco = 6M = 88.62 km (123)

Tabla 1. Radios caracteristicos para un agujero negro de Schwarzschild de 10 M ,.

Magnitud Valor en unidades de 1 M | Valor fisico
Horizonte de sucesos 2M 29.54 km
Esfera de fotones 3M 44.31 km
ISCO 6M 88.62 km

La Tabla 1 muestra que, para un agujero negro de masa estelar de 10 M_, las principales
estructuras dinamicas del espacio-tiempo de Schwarzschild se sitian a escalas de unas

pocas decenas de kildmetros. Esta conversion no modifica el analisis realizado en unidades

51



José Félix Jiménez Justo
Analisis relativista del movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild

geométricas, pero permite asociar los radios 2 M, 3 My 6 M a distancias fisicas concretas y

facilita la interpretacién de las simulaciones posteriores.

7.3. Energia y momento angular en la ISCO
La ultima drbita circular estable constituye uno de los radios mdas importantes del espacio-
-tiempo de Schwarzschild. Por este motivo, resulta de interés evaluar en dicho radio las

magnitudes dinamicas obtenidas analiticamente en el capitulo anterior.

A partir de la expresion de la energia para drbitas circulares obtenida en la Ecuacién 102:

E = _r-2m ) (124)
r(r - 3M)
y utilizando el valor de la ISCO:
r=6M, (125)
se obtiene:
6M - 2M
Eisco = . (126)
J6M(6M - 3M)
Simplificando:

M 22

Esco = 4 = == ~0.9428. (127)

Vv 18M2

De forma andloga, a partir de la expresidon obtenida para el momento angular orbital:

L? = , 128
r-3m (128)
se obtiene:
M(6M)?
2 _ 2
LISCO = m = 12M~. (129)

Tomando la raiz positiva:
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Lo = 2/3M = 3.464 M. (130)

Las magnitudes obtenidas caracterizan completamente la ultima drbita circular estable.
El valor E¢, = 0.9428 indica que la particula se encuentra gravitacionalmente ligada al
agujero negro. En la normalizacién utilizada, E = 1 corresponde a una particula situada en
el infinito y en reposo respecto al observador lejano, por lo que el hecho de que E ¢, < 1

refleja la energia liberada al descender hasta la ISCO.
La diferencia:

1-Ep*0.0572 (131)

equivale aproximadamente a un 5.7% de la energia en reposo de la particula. Este resultado
proporciona una estimacion de la energia que puede liberarse cuando la materia cae desde
regiones lejanas hasta la ISCO, lo que permite interpretar la elevada eficiencia energética

de los procesos de acrecidn alrededor de agujeros negros.

Por otra parte, el valor L ¢, = 3.464 M representa el momento angular especifico asociado
a la ultima drbita circular estable. Este valor actia como referencia dindmica para las simu-
laciones numéricas, ya que permite reproducir la érbita circular marginalmente estable y

visualizar la transicion entre Orbitas estables e inestables en el entornode r = 6 M.

7.4. Dilatacion temporal en radios caracteristicos

Ademas de modificar la estructura orbital del movimiento, la geometria de Schwarzschild
afecta al transcurso del tiempo. Una de las consecuencias mds importantes de la Relatividad
General es la dilatacidon temporal gravitatoria, segun la cual el ritmo de un reloj depende

de su posicion dentro del campo gravitatorio.

Para un observador estdtico situado a una distancia radial r, la relacién entre el tiempo

propio T y el tiempo coordenado t viene dada por la inversa de la Ecuacion 38:

dr _ [, _2M
E_‘h p (132)
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Esta relacién indica qué fraccion del tiempo medido por un observador lejano transcurre

para un observador estacionario situado a una distancia radial r del agujero negro.

Utilizando los radios caracteristicos obtenidos anteriormente y una posicion adicional

proxima al horizonte, es posible evaluar cuantitativamente este efecto.

Como primer ejemplo, puede considerarse el radio correspondiente a la Ultima orbita

circular estable, r = 6 M, para el cual se obtiene:

dr _ / _2_ |2,
ar =1 G-J;~O.816. (133)

Este valor corresponde al factor de dilatacién temporal gravitatoria de un observador
estatico situado en r = 6 M. Por tanto, un reloj estacionario colocado a este radio avanzaria

al 81.6% del ritmo de un observador situado en el infinito.

No obstante, una particula que describe una drbita circular en la ISCO no es un observador
estatico, sino que se encuentra en movimiento orbital. En ese caso, la relacidon entre tiempo
propio y tiempo coordenado incorpora también el efecto asociado al movimiento de la

particula. Esta comparacién se analizard separadamente en la Seccién 7.5.

Como segundo radio caracteristico puede considerarse la esfera de fotones, r = 3 M, para

la cual resulta:

at _ ;2.1 o577 (134)

dt 3 \/5
Aunque la esfera de fotones corresponde a una 6érbita nula y no a un observador material,
la evaluacion de esta expresion en r = 3 M resulta util como referencia geométrica para
comparar la intensidad de la dilatacidon temporal en radios caracteristicos del espacio-

-tiempo de Schwarzschild.

Por ultimo, si se considera una posicién mas préxima al horizonte, por ejemplo, r = 2.5 M,

se obtiene:

dr _

2
— 1-—=41/0.2~0.447. 135
dt 2.5 (135)
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Es decir, el tiempo propio transcurre a menos de la mitad del ritmo medido desde el infinito.

Con el fin de resumir estos resultados, la tabla siguiente recoge los valores obtenidos para

distintos radios de referencia.

Tabla 2. Factores de dilatacion temporal para observadores estdticos situados en radios

caracteristicos.

- dt
Radio p

6M |0.816
3M |0.577
2.5M | 0.447

Como puede observarse en la Tabla 2, la dilatacidon temporal gravitatoria aumenta al apro-
ximarse al agujero negro. En el limiter — 2 M, se cumple % — 0, mientras que la relacién
inversa % crece sin limite. Este comportamiento refleja la diferencia entre el tiempo propio
medido localmente y el tiempo coordenado de Schwarzschild asociado a un observador

lejano.

7.5. Tiempo propio y tiempo coordenado para particulas en orbita circular

El andlisis anterior corresponde a observadores estaticos situados a una distancia radial
fija del agujero negro. Sin embargo, las particulas que siguen geodésicas temporales se
encuentran en movimiento y, por tanto, la relacion entre tiempo propio y tiempo coorde-

nado viene determinada por la constante de energia conservada.

A partir de la ecuacidn obtenida anteriormente para geodésicas temporales:

dt  E
ar "0’ 13e)
donde:
f(r=1- @ (137)

es posible estudiar cdmo evoluciona el tiempo coordenado de Schwarzschild para parti-

culas que se desplazan en drbitas circulares.
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Resulta especialmente interesante evaluar esta relacidn en la ultima érbita circular estable.
Utilizando el valor obtenido anteriormente para la energia en la ISCO, dado por la

Ecuacion 127:

22

Eicco = —— =~ 0.9428, (138)
y tomando r = 6 M, se obtiene:

dt _0.9428 . 414 (139)

dr  1- é

Por tanto, para una particula situada en la ISCO, un intervalo de un segundo de tiempo

propio corresponde aproximadamente a 1.414 segundos de tiempo coordenado.

Este resultado puede compararse con el correspondiente a un observador estatico situado

en el mismo radio. En dicho caso:

dt 1
drt

~1.225. (140)

1-2
6

La diferencia entre ambos valores refleja la contribucidén adicional debida al movimiento
orbital de la particula. Mientras que el observador estdtico Unicamente experimenta dila-
tacion temporal gravitatoria, la particula en drbita se ve afectada simultaneamente por la

curvatura del espacio-tiempo y por su movimiento alrededor del agujero negro.

Tabla 3. Comparacion entre observador estdtico y particula en drbita circular en la ISCO.

Situacion dt

dt
Observador estaticoenr =6M | 1.225
Particula en la ISCO 1.414

Como puede observarse en la Tabla 3, la discrepancia entre tiempo propio y tiempo
coordenado depende no solo de la posicidn radial, sino también del estado de movimiento
del observador considerado. Para el observador estatico, la Unica contribucién procede de

la dilatacién gravitatoria. Para la particula en érbita circular, se afiade una contribucién
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cinematica asociada a su movimiento orbital, de modo que ambos efectos hacen que el

tiempo propio transcurra mas lentamente que el tiempo coordenado.

7.6. Parametro de impacto critico para fotones

Ademas de la existencia de la esfera de fotones, las geodésicas nulas presentan otra mag-
nitud caracteristica de gran interés fisico: el parametro de impacto critico. Esta cantidad
permite distinguir entre rayos de luz que son capturados por el agujero negro y rayos que,

tras sufrir una desviacion gravitatoria, escapan nuevamente hacia regiones alejadas.

Para geodésicas nulas, la ecuacioén radial obtenida anteriormente puede escribirse como:

: 2M\ L2
r2=E2—(1——)—. 141
= (141)

Resulta conveniente introducir el parametro de impacto:

L
b== 142
- (142)
qgue representa la relacién entre el momento angular y la energia de la geodésica.
Dividiendo la ecuacidn radial por E?, se obtiene:
2 2
r 2M\b
—-1—(1——)—. 143
E? r /r? (143)

La transicidn entre captura y escape tiene lugar cuando la geodésica alcanza el maximo del
potencial efectivo nulo. Como se demostrd en la Seccion 6.4, dicho maximo se encuentra

en la esfera de fotones:
r=3Mm. (144)
Por tanto, la condicidn critica se obtiene imponiendo:

E? = viula(m). (145)

e

Utilizando la expresion del potencial efectivo nulo:
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2M\ L?
vula(r) = (1 ; T)ﬁ' (146)
se obtiene:
2 2\ L°
E2 - (1 _ 5)(3:\/\)2 . (147)
Simplificando:
L2
2= SR (148)
Por tanto:
L 2
(E) - 27M? (149)
Tomando la raiz positiva:
b, = 3/3M. (150)

Este resultado corresponde al parametro de impacto critico de Schwarzschild. Para rayos

luminosos incidentes desde regiones alejadas, los valores

b>b (151)

C

dan lugar a trayectorias de dispersion, en las que el fotén alcanza un punto de retorno

exterior y vuelve a escapar hacia el infinito. En cambio, para

b<b (152)

C

no existe una barrera efectiva suficiente para producir dicho retorno exterior, por lo que el

fotdn es capturado por el agujero negro.

Debe destacarse que bc no coincide con el radio de la esfera de fotones, r = 3 M. La esfera
de fotones indica la posicion radial de la drbita nula critica, mientras que el parametro de
impacto critico describe la separacidn transversal critica de la trayectoria vista desde el

infinito, separando las trayectorias capturadas de las trayectorias de dispersion.
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Para el agujero negro considerado en este trabajo:

Mg, = 10M_, (153)
la escala geométrica obtenida anteriormente es:

M_. =~14.77km. (154)

geom

Por tanto:
be = 3v3Myqo, = 76 .8km. (155)

Este valor proporciona una escala efectiva de captura vista desde el infinito. Variaciones
pequeias alrededor de bc producen cambios cualitativos en la trayectoria del fotdn, lo que
refleja la sensibilidad dindmica asociada a la esfera de fotones y sera visualizado posterior-

mente mediante simulaciones numéricas.

7.6.1. Angulo de deflexion de una geodésica nula

Para las geodésicas nulas de dispersién, ademas de distinguir entre captura y escape me-
diante el parametro de impacto, resulta posible cuantificar la desviacion gravitatoria sufrida
por el fotén. En ausencia de campo gravitatorio, una trayectoria rectilinea procedente de
una region alejada tendria un cambio angular total igual a T entre el tramo entrante y el

tramo saliente.

En presencia del agujero negro, la curvatura del espacio-tiempo modifica la trayectoria y el

cambio angular total es mayor. Por ello, se define el angulo de deflexion como:
o= |Ap]| -, (156)

donde A representa la variacion total de la coordenada angular durante la trayectoria de

dispersion.

En el limite de campo débil, para pardmetros de impacto mucho mayores que la escala

geométrica M, la deflexidn se aproxima por:

Ay = - (157)
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Esta expresidn proporciona una referencia analitica util para comparar con los resultados
numéricos, aunque deja de ser precisa cuando el fotdn atraviesa regiones proximas al agu-

jero negro, donde las correcciones relativistas de orden superior se vuelven importantes.

7.7. Comparacion de escalas caracteristicas de Schwarzschild
Los resultados obtenidos en los apartados anteriores permiten comparar las principales
escalas asociadas al espacio-tiempo de Schwarzschild. En unidades geométricas, las magni-

tudes caracteristicas consideradas son:

rg=2M, r,=3M, b =3/3M=5196M, re,=6M. (158)
Estas magnitudes satisfacen la relacién:
2M<3M<3/3M<6M. (159)

Esta jerarquia resume la estructura dinamica principal del espacio-tiempo de Schwarzs-
child. El horizonte de sucesos marca el limite causal exterior del agujero negro; la esfera de
fotones identifica la érbita circular nula inestable; el parametro de impacto critico separa
las geodésicas nulas capturadas de las trayectorias de dispersion; y la ISCO marca el limite

interior de las érbitas circulares estables para particulas masivas.

Aunque bc no representa un radio espacial, sino un parametro de impacto definido desde
el infinito, su inclusién en esta comparacién resulta Util porque proporciona la escala
caracteristica asociada a la captura de rayos luminosos. En conjunto, estas magnitudes
serviran como referencias para interpretar las representaciones graficas y las simulaciones

numéricas desarrolladas posteriormente.

7.8. Resumen de resultados numéricos
Los calculos realizados en este capitulo permiten cuantificar las principales magnitudes
caracteristicas del espacio-tiempo de Schwarzschild para el caso de estudio adoptado,

correspondiente a un agujero negro de masa MBH =10 Mo.
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La Tabla 4 recopila los resultados numéricos mas relevantes obtenidos a partir de las

ecuaciones desarrolladas en los capitulos anteriores.

Tabla 4. Resumen de resultados numéricos para un agujero negro de Schwarzschild de

10M,.
Magnitud Valor
Horizonte de sucesos r, 29.54 km
Esfera de fotones foh 44.31 km
ISCO Fieco 88.62 km
Energia en la ISCO E ¢, 0.9428
Momento angular en a ISCO L, 2\/§M = 3.464 M
Factor % enr=6M 0.816
Factor % para la ISCO 1.414
Pardmetro de impacto critico b_ 76.8 km

La Tabla 4 resume las escalas espaciales, dindmicas y temporales que servirdn como refe-
rencia para interpretar las simulaciones posteriores. En particular, recoge la localizacién
fisica de los radios criticos, las magnitudes orbitales asociadas a la ISCO, los factores

temporales caracteristicos y el parametro de impacto critico para geodésicas nulas.

7.9. Representaciones graficas preliminares

Como cierre de los resultados numéricos obtenidos en este capitulo, se incorporan repre-
sentaciones graficas preliminares de las principales magnitudes analizadas. Estas figuras
permiten visualizar los resultados deducidos analiticamente antes de abordar la integracién

numeérica completa de trayectorias.

Las lineas verticales incluidas en las figuras no forman parte de las funciones representadas,
sino que actlan como referencias para localizar radios caracteristicos del espacio-tiempo
de Schwarzschild, como el horizonte de sucesos, la esfera de fotones o la ultima drbita

circular estable.

En primer lugar, se representa el potencial efectivo para particulas masivas para distintos

valores del momento angular L. Se ha incluido un valor correspondiente al momento
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angular dela ISCO, junto con otros valores superiores, con el fin de ilustrar como evoluciona

la estructura del potencial efectivo al aumentar el momento angular orbital.

Figura 1. Potencial efectivo para particulas masivas para distintos valores del momento

angular.
| |—L=2/3
||—L=4
—L=5
1 2M
2 1[—6M
3 ]
> -

8 10 12 14 16 18 20

L
M

La Figura 1 muestra la aparicién de regiones asociadas a drbitas circulares estables e ines-
tables. Asimismo, permite visualizar el papel especial desempefiado por la ISCO, situada

en r = 6 M, que constituye el limite interior de las drbitas circulares estables.

En segundo lugar, se representa el potencial efectivo para geodésicas nulas. En este caso,

el maximo de la curva coincide con la esfera de fotones, situadaenr = 3 M.

Figura 2. Potencial efectivo para geodésicas nulas.
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La Figura 2 permite identificar visualmente el maximo del potencial efectivo nulo. Este
maximo determina la localizacién de la esfera de fotones y separa las trayectorias luminosas

gue escapan al infinito de aquellas que son capturadas por el agujero negro.

Por ultimo, se representa el factor de dilatacidn temporal gravitatoria en funcién del radio:

dr _ [, 2M
E—,’l pl (160)

Figura 3. Factor estdtico de dilatacion temporal gravitatoria en funcion de ﬁ
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La Figura 3 muestra cémo el tiempo propio de un observador estdtico transcurre cada vez
mas lentamente a medida que se aproxima el horizonte de sucesos. Las lineas verticales
permiten identificar los valores correspondientes a radios caracteristicos previamente

estudiados, en particular la esfera de fotones y la ISCO.

En conjunto, estas representaciones permiten visualizar la estructura de los potenciales
efectivos, la localizacidn de radios caracteristicos y el comportamiento temporal asociado
a la geometria de Schwarzschild. Ademas, sirven como referencia previa para interpretar

las trayectorias obtenidas posteriormente mediante integraciéon numérica.
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8. Metodologia de simulacion numeérica

El desarrollo analitico realizado hasta este punto proporciona las ecuaciones necesarias
para estudiar el movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild. A partir de
ellas, el analisis puede complementarse mediante una integracion numérica que permita
visualizar trayectorias concretas y comprobar como se manifiestan los distintos regimenes

dinamicos descritos por el potencial efectivo.

La simulacién numérica no se introduce aqui como una formulacién fisica independiente,
sino como una herramienta para aplicar las ecuaciones obtenidas anteriormente. Su fun-
cion principal es calcular la evolucion de las geodésicas para distintas condiciones iniciales y
relacionar los resultados con conceptos ya establecidos, como regiones permitidas, puntos

de retorno, captura, escape, dispersion y orbitas circulares.

Para ello, es necesario precisar qué ecuaciones se integran, como se eligen las condiciones
iniciales y qué criterios se emplean para validar las trayectorias obtenidas. Estos elementos
permiten asegurar que las simulaciones no sean solo representaciones graficas, sino una

prolongacion coherente del analisis tedrico desarrollado en los capitulos anteriores.

8.1. Ecuaciones utilizadas para el calculo de trayectorias

Las trayectorias se calculan a partir de la reduccién radial obtenida en los apartados
anteriores. En el plano ecuatorial, el movimiento queda determinado por las constantes
conservadas E y L, junto con la ecuacidn radial efectiva. Las ecuaciones basicas que se
utilizaran son las obtenidas en la Ecuacién 48, la Ecuacion 54 y la Ecuacion 59, donde la

funcién f(r) fue definida en la Ecuacidn 26.
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El parametro €, definido en la Ecuacién 11, permite distinguir entre los dos tipos de geodé-

sicas que se estudian.

Estas ecuaciones proporcionan la base para calcular la evolucion de t(A), r(A) y ¢(A), donde
A representa el parametro de la geodésica. En el caso de particulas masivas, este parametro
puede identificarse con el tiempo propio T; en el caso de fotones, se interpreta como un

parametro afin.

La ecuacion radial también podrd expresarse mediante el potencial efectivo utilizando la
Ecuacion 60, lo que permitira verificar de forma cualitativa si una trayectoria corresponde
a captura, escape, dispersion u érbita ligada. En particular, las regiones permitidas deberan

satisfacer:

E2 2V q(r). (161)

e

Para la integracion numérica resulta conveniente escribir la dinamica radial en forma

diferencial. Partiendo de la ecuacion radial efectiva:
>+ Vog(r) = E?, (162)

y derivando ambos miembros respecto al parametro A:

dV ¢

2+ —2F=0. (163)

Dividiendo por 2r, valido en los tramos en que I # 0, se obtiene:

dv
..__1 eff
Fe-sgh. (164)

En los puntos de retorno, donde r = 0, esta expresién debe entenderse por continuidad
o tratarse directamente mediante la ecuacidn radial de primer orden, evitando dividir

explicitamente por una velocidad radial nula.

En la implementacién numérica, el problema se escribe como un sistema de primer orden

introduciendo la variable auxiliar:

v o=F. (165)
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De este modo, la evolucidn se calcula a partir del sistema:

r=v., V = , p=—=, t=—. (166)

Ve L . E
reer2 dr f(r)

Debe destacarse que laintegracidon numérica se realiza a partir de las ecuaciones relativistas
reducidas de Schwarzschild, sin emplear aproximaciones de campo débil. Las expresiones
de campo débil utilizadas posteriormente se introducen Unicamente como referencias
analiticas de comparacién para determinados casos, como la precesion del periastro o la

deflexion de geodésicas nulas.

Las constantes conservadas E y L permanecen fijas durante toda la simulacién, mientras
que el parametro € determina si se estudia una geodésica temporal o nula. Esta formulacién
permite integrar numéricamente trayectorias préximas a radios criticos, érbitas inestables
y procesos de captura o dispersidon, manteniendo una conexion directa con la ecuacion

radial efectiva deducida previamente.

8.2. Condiciones iniciales y tipos de trayectorias

Las simulaciones se realizan fijando un conjunto de condiciones iniciales y pardmetros
dinamicos que determinan de forma univoca la geodésica estudiada. Entre los valores
necesarios se encuentran el radio inicial Iy el dngulo inicial (8 la energia E, el momento

angular L, la velocidad radial inicial fo y el tipo de geodésica, determinado por el valor de €.

De forma general, se toma:
r(0)=r,, ©(0)=0q,. (167)
junto con una eleccién de E y L compatible con la regién permitida por el potencial efectivo.

Se estudian distintos tipos de trayectorias, entre ellas: trayectorias de captura, en las que
la particula o el fotdn atraviesa el horizonte; trayectorias de escape o dispersion, en las
que el objeto se aproxima al agujero negro y posteriormente se aleja; drbitas ligadas de
particulas masivas, confinadas entre radios de retorno; y trayectorias criticas asociadas a

orbitas circulares inestables o a la esfera de fotones.
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Las condiciones iniciales se seleccionan de forma que permitan reproducir situaciones fisi-
cas representativas identificadas mediante el analisis tedrico. En particular, se consideran
configuraciones préximas a radios criticos como la esfera de fotones y la ISCO, asi como
casos situados en distintas regiones del potencial efectivo. De este modo, las trayectorias
obtenidas permiten estudiar la transicion entre distintos regimenes dindmicos y contrastar
visualmente la localizacidn de puntos de retorno, orbitas circulares, radios criticos y regio-

nes de captura o escape.

8.3. Estrategia de integracién numérica
La fase numérica del trabajo consiste en integrar las ecuaciones geodésicas reducidas para
obtener la evolucién de r(A), @(A) y t(A). A partir de la solucidn radial y angular se recons-

truye la trayectoria orbital en el plano ecuatorial mediante la transformacion:
x =rcos(p), y=rsin(yp). (168)

Esta representacion permite visualizar de manera directa la geometria de las érbitas alre-

dedor del agujero negro.

La implementacion numérica se ha desarrollado integramente en Python. La resolucidn
de las ecuaciones diferenciales ordinarias se realiza mediante algoritmos de integracién
adaptativa proporcionados por la biblioteca SciPy [10], mientras que la representacién
grafica de los resultados se lleva a cabo mediante Matplotlib [11]. La interfaz interactiva
desarrollada para la exploracién de trayectorias y potenciales efectivos se implementa

mediante PyQt.

Aunque la herramienta permite seleccionar métodos alternativos de integracidon, como
RK45, los resultados presentados en este trabajo se han obtenido empleando principal-
mente DOP853. Este método explicito de orden elevado resulta adecuado para trayectorias
gue requieren alta precision numérica, especialmente en configuraciones sensibles proéxi-

mas a radios criticos.

Como referencia del contexto computacional, existen herramientas especializadas en

Relatividad General, como GYOTO para trazado relativista de rayos [12] y EinsteinPy para
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calculo simbdélico y numérico en problemas relativistas [13]. En este trabajo no se emplean
como base de la implementacion, ya que el andlisis se apoya en una herramienta propia

construida a partir de las ecuaciones deducidas previamente.

8.4. Representaciones graficas y criterios de validacion
Los resultados numeéricos se presentan mediante representaciones graficas que permiten
comparar directamente las trayectorias simuladas con las predicciones obtenidas analiti-

camente.

Se presta especial atencidn a la representacion de trayectorias en el plano orbital, distin-
guiendo entre captura, escape, dispersion, movimiento ligado y configuraciones circulares.
Asimismo, se estudian casos préximos a la esfera de fotones y a la Ultima drbita circular

estable, con el fin de analizar el comportamiento de las trayectorias cerca de radios criticos.

La validez fisica de las simulaciones se comprueba verificando que las trayectorias respetan

las regiones permitidas por el potencial efectivo:

E22V_(r), (169)

e

y que los puntos de retorno aparecen en las posiciones donde se cumple:
E? =V (r). (170)

Ademas, se comprueba que las simulaciones reproducen los radios caracteristicos obteni-

dos analiticamente, especialmente la esfera de fotonesenr =3MylalSCOenr = 6 M.

Junto a las trayectorias orbitales, se generan representaciones complementarias del
potencial efectivo, la evolucion radial y las magnitudes temporales asociadas a la geome-
tria de Schwarzschild. Estas figuras permiten contrastar visualmente el comportamiento
observado en las simulaciones con las predicciones analiticas desarrolladas en los capitulos

anteriores.

La metodologia descrita establece asi el procedimiento seguido para conectar los resulta-

dos tedricos con las simulaciones numéricas. Antes de presentar los casos simulados, en la
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Seccidn 9 se describe la herramienta desarrollada y sus principales capacidades de calculo,

visualizacidn y analisis.
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9. Herramienta de simulacion desarrollada

El analisis numérico se apoya en una herramienta propia disefiada especificamente para
este trabajo. Su finalidad es reunir en un mismo entorno la integraciéon de geodésicas, la
representacion del potencial efectivo y la visualizacidon de trayectorias, de modo que los

resultados analiticos puedan explorarse de forma directa e interactiva.

9.1. Objetivo y papel dentro del trabajo

El simulador se ha desarrollado como apoyo al estudio del movimiento geodésico en el
espacio-tiempo de Schwarzschild, permitiendo pasar de las ecuaciones deducidas previa-
mente a trayectorias concretas que puedan representarse, compararse e interpretarse

fisicamente.

El simulador implementa directamente las ecuaciones geodésicas reducidas deducidas en
los capitulos anteriores, utilizando como parametros fundamentales la energia especifica
E, el momento angular especifico L y el tipo de geodésica considerado, determinado por el
parametro €. De este modo, la herramienta permite estudiar de forma unificada geodésicas

temporales, asociadas a particulas masivas, y geodésicas nulas, asociadas a fotones.

Su papel dentro del trabajo es doble. Por un lado, permite visualizar trayectorias repre-
sentativas como Orbitas circulares, érbitas ligadas con precesidn, procesos de captura,
trayectorias de escape y dispersion de fotones. Por otro lado, proporciona un medio para
contrastar los resultados numéricos con las predicciones analiticas obtenidas mediante el

potencial efectivo, los radios criticos y las condiciones de estabilidad orbital.
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En consecuencia, la herramienta no actla Unicamente como un recurso grafico, sino como

un entorno de analisis que conecta la formulacion matematica del problema con la evolu-

cién concreta de las geodésicas simuladas.

9.2. Estructura general de la herramienta

La herramienta desarrollada se organiza en varios médulos complementarios, cada uno de

ellos orientado al andlisis de un aspecto concreto del movimiento geodésico en el espacio-

-tiempo de Schwarzschild. Todos los mdédulos se basan en las ecuaciones deducidas en los

capitulos anteriores y utilizan como parametros fundamentales la energia especifica E, el

momento angular especifico L y el tipo de geodésica considerado.

Tabla 5. Estructura funcional de la herramienta de simulacion desarrollada.

Mddulo Funcionalidad principal Interpretacion fisica
Simulador Integra numéricamente | Permite estudiar Orbitas
principal geodésicas temporales y | circulares, Orbitas ligadas,

nulas vy muestra las | captura, escape y dispersion,
magnitudes asociadas a la | incorporando para geodésicas
trayectoria calculada. temporales la comparacién entre
observador estatico y particula
simulada.
Explorador Representa V g(r) junto con | Permite identificar regiones
de potencial el nivel energético E2. permitidas, puntos de retorno,
efectivo maximos, minimos vy radios
criticos.
Comparador Muestra  simultdaneamente | Facilita el analisis de Ia
de trayectorias varias geodésicas con | sensibilidad dinamica y de

distintos parametros iniciales.

la transicion entre distintos
regimenes de movimiento.

Referencia
estatica

Incorpora una pestafa
independiente que
representa la  referencia
estatica de dilatacion
temporal gravitatoria de

Schwarzschild, ar _ ,/1 -1
dt r

Permite visualizar la
dependencia radial de la
dilatacién temporal para

observadores estaticos y usarla
como referencia geométrica
comun.

Configuraciones
predefinidas

Incluye escenarios fisicos ya
parametrizados.

Permite reproducir la ISCO, la
esfera de fotones, la precesion, la
capturay la dispersion.
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Esta organizacion permite utilizar la herramienta como un entorno integrado de analisis, en
el que las predicciones analiticas obtenidas a partir del potencial efectivo pueden compa-

rarse directamente con las trayectorias generadas mediante integracién numérica.

9.3. Simulacion de geodésicas temporales y nulas

La funcionalidad principal de la herramienta consiste en integrar numéricamente geodé-
sicas temporales y nulas en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Para ello se emplean las
ecuaciones deducidas previamente para t, ( y la evolucién radial, junto con las constantes

conservadas E y L.

La distincidon entre particulas masivas y fotones se introduce mediante el parametro &,
tomando € = 1 para geodésicas temporalesy € = 0 para geodésicas nulas. Esta formulacion
permite utilizar una misma estructura numérica para estudiar ambos tipos de movimiento,

modificando Unicamente el tipo de geodésica y los parametros fisicos seleccionados.

En los apartados siguientes se describen por separado las capacidades de la herramienta
para el analisis de geodésicas temporales y nulas, prestando atencion a los regimenes

dindmicos mas relevantes en cada caso.

9.3.1. Geodésicas temporales

Las geodésicas temporales describen el movimiento de particulas masivas en el espacio-
-tiempo de Schwarzschild y corresponden al caso € =1 en la formulacién utilizada. La
herramienta permite integrar numéricamente estas trayectorias a partir de la energia

especifica E, el momento angular especifico L y las condiciones iniciales seleccionadas.

A partir de la evolucion de r(A) y (A), el simulador reconstruye la trayectoria orbital en el
plano ecuatorial y la compara con la estructura del potencial efectivo correspondiente. De
este modo, es posible identificar si la trayectoria pertenece a un régimen ligado, de escape,

de captura o circular.

En el caso de trayectorias ligadas, la herramienta permite visualizar la oscilacion radial

entre dos puntos de retorno determinados por la condicién E? = Veﬁ(r). Ademas, estas
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simulaciones muestran de forma directa la precesion relativista del periastro, caracteristica

de las érbitas ligadas en Schwarzschild y ausente en el problema kepleriano clasico.

Para trayectorias de captura, el simulador muestra la caida de la particula hacia radios
proximos al horizonte cuando no existe una barrera efectiva capaz de producir un punto de
retorno exterior. En cambio, para valores de energia compatibles con el escape, la particula

puede alejarse hacia regiones cada vez mas distantes del agujero negro.

La herramienta permite también reproducir drbitas circulares estables e inestables. En par-
ticular, resulta posible estudiar configuraciones préximas a la ultima érbita circular estable,
situada enr = 6 M, y comprobar visualmente la transicidon entre estabilidad e inestabilidad

orbital deducida a partir del potencial efectivo.

En conjunto, el mdédulo de geodésicas temporales permite conectar las predicciones
analiticas obtenidas para particulas masivas con trayectorias numéricas concretas, propor-
cionando una interpretacidon visual de la estabilidad orbital, los puntos de retorno, la

captura, el escape y la precesion relativista.

9.3.2. Geodésicas nulas

Ademas de las trayectorias de particulas masivas, la herramienta permite estudiar geodé-
sicas nulas, correspondientes a la propagacion de fotones en el espacio-tiempo de
Schwarzschild. En la formulaciéon utilizada, estas trayectorias se obtienen tomando € =0

en la ecuacidn radial efectiva.

En este caso, la dinamica queda determinada por la relacién entre la energia E y el
momento angular L, o de forma equivalente por el parametro de impacto b = é La
herramienta permite visualizar como diferentes valores de este parametro modifican la
trayectoria luminosa, dando lugar a regimenes de dispersidn, captura o comportamiento

critico.

Uno de los casos mas relevantes es la esfera de fotones, situadaen r = 3 M. Como se dedujo
analiticamente, esta configuracidn corresponde a una érbita circular nula inestable. La si-

mulacién permite observar que pequeiias variaciones de las condiciones iniciales producen
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comportamientos cualitativamente distintos: el fotén puede escapar hacia el infinito o ser

capturado por el agujero negro.

La herramienta permite también estudiar trayectorias préximas al parametro de impacto
critico bC = 3\/§M. Esta funcionalidad resulta especialmente util para visualizar la transicién
entre captura y dispersion, asi como la sensibilidad dinamica asociada a las geodésicas

nulas cercanas a la esfera de fotones.

Aungue el objetivo del simulador no es generar imagenes astrofisicas realistas, estas tra-
yectorias permiten interpretar los mecanismos geométricos fundamentales relacionados
con la desviacidén gravitatoria de la luz, la captura de fotones y la formacién de sombras de

agujeros negros.

En conjunto, el mddulo de geodésicas nulas conecta la estructura del potencial efectivo
nulo con la propagacion de la luz en el entorno de un agujero negro de Schwarzschild,
proporcionando una interpretacion visual de la esfera de fotones, el parametro de impacto

critico, la captura y la dispersion gravitatoria.

9.3.3. Influencia de la energia y del momento angular

La herramienta permite analizar de forma directa la influencia de las constantes conser-
vadas E y L sobre la dindmica geodésica. Como se dedujo en los capitulos anteriores,
estas magnitudes determinan la evolucion radial y angular de la trayectoria, asi como su
clasificacidn fisica.

La energia especifica E controla las regiones radialmente accesibles mediante la condicidn

E2 > Veﬁ(r). Por ello, al modificar su valor pueden aparecer o desaparecer puntos de

retorno, dando lugar a trayectorias ligadas, procesos de captura o trayectorias de escape.

El momento angular especifico L modifica la estructura del potencial efectivo mediante
la barrera centrifuga. Su variacion altera la existencia de maximos, minimos y regiones
permitidas, condicionando la aparicion de drbitas circulares, trayectorias ligadas y compor-

tamientos criticos.
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En el caso de particulas masivas, la combinaciéon de E y L permite explorar la transicion
entre drbitas ligadas, escape y captura. Para geodésicas nulas, el cociente b = é determina
el régimen de propagacion de la luz y permite estudiar la transicidon entre dispersion y

captura alrededor del parametro de impacto critico.

De este modo, la modificacion controlada de E y L convierte la herramienta en un entorno
de exploraciéon dinamica, en el que los cambios observados en las trayectorias pueden
relacionarse directamente con la estructura del potencial efectivo y con las predicciones

analiticas desarrolladas previamente.

9.4. Estudio del potencial efectivo y radios criticos

El potencial efectivo constituye uno de los elementos centrales de la herramienta desarro-
llada, ya que permite relacionar directamente la evolucion de las trayectorias con las
predicciones analiticas obtenidas en los capitulos anteriores. El simulador incorpora un
maodulo especifico para representar Veﬁ(r) junto con el nivel energético E?, facilitando la

identificacion de regiones permitidas, puntos de retorno y configuraciones criticas.

La visualizacion del potencial se realiza de forma simultanea a la representacion de las
trayectorias orbitales. De este modo, es posible comprobar si una geodésica permanece
en una region ligada, si encuentra un punto de retorno, si escapa hacia radios grandes o si
es capturada por el agujero negro. Esta comparacion proporciona un criterio visual directo

para interpretar la condicién E2 2 Vi e(r).

La herramienta permite ademas modificar los parametros fisicos que intervienen en el
potencial, especialmente la constante de energia E, el momento angular L y el tipo de
geodésica considerado. Cada variacién modifica la forma del potencial o el nivel energético
representado, lo que permite observar de manera inmediata cdmo cambian las regiones

accesibles y los regimenes dindmicos posibles.

El médulo incorpora también referencias visuales asociadas a los radios caracteristicos del
espacio-tiempo de Schwarzschild, como el horizonte de sucesos, la esfera de fotones y la

ISCO. Estas referencias permiten situar cada trayectoria respecto a las estructuras criticas
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obtenidas analiticamente y facilitan la interpretacion fisica de configuraciones préximas a

captura, dispersion, drbitas circulares o movimiento ligado.

Ademas, el explorador incorpora un cuadro interpretativo que clasifica la estructura radial
accesible a partir de la comparacién entre E2 y Veﬁ(r). Cuando esta comparacion da lugar
a varias regiones permitidas separadas por regiones prohibidas, la herramienta permite
seleccionar la region radial analizada, distinguiendo entre ramas interiores asociadas a
captura, regiones ligadas o ramas exteriores asociadas a escape o dispersion. De este modo,
el médulo evita identificar un Unico par de parametros (E, L) con una trayectoria Unica

cuando la estructura del potencial admite varias interpretaciones fisicas posibles.

En conjunto, el estudio del potencial efectivo dentro de la herramienta permite conectar
la clasificacidon analitica de trayectorias con los resultados de la integracion numérica,
proporcionando una forma directa de visualizar maximos, minimos, puntos de retorno,

radios criticos y transiciones entre distintos regimenes dinamicos.

9.4.1. Comparacion simultanea de trayectorias

Ademas del analisis individual de geodésicas, la herramienta permite representar simulta-
neamente varias trayectorias obtenidas a partir de diferentes valores de energia, momento
angular o condiciones iniciales. Esta funcionalidad resulta especialmente atil para estudiar
la sensibilidad del movimiento geodésico frente a pequefas variaciones de los parametros

fisicos.

La comparacion conjunta permite visualizar de forma directa transiciones entre distintos
regimenes dinamicos, como el paso de una trayectoria ligada a una trayectoria de escape, o
de una trayectoria de dispersidn luminosa a una trayectoria de captura. Estas transiciones
son especialmente relevantes cerca de configuraciones criticas, como la ISCO, la esfera de

fotones o el pardmetro de impacto critico.

Desde el punto de vista fisico, esta funcionalidad permite relacionar la evolucién de
varias geodésicas con la estructura del potencial efectivo correspondiente. De este modo,

la comparacidon simultdnea no solo proporciona una representacién visual de distintas
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trayectorias, sino que permite interpretar como pequefias diferencias en E, L o b modifican

cualitativamente el comportamiento final del sistema.

En conjunto, el comparador de trayectorias constituye una herramienta util para estudiar
la sensibilidad dindmica del espacio-tiempo de Schwarzschild y para visualizar la transicién

entre captura, escape, dispersion y movimiento ligado.

9.4.2. Escenarios predefinidos y exploraciéon de parametros

La herramienta permite construiry analizar distintas configuraciones fisicas representativas
del movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Estas configuraciones
abarcan tanto geodésicas temporales como geodésicas nulas, e incluyen situaciones aso-
ciadas a Orbitas circulares, trayectorias ligadas, captura, escape, dispersidén y regimenes

proximos a radios criticos.

Con el fin de facilitar el analisis, el simulador incorpora escenarios predefinidos asociados a
algunos de los fendmenos mas relevantes estudiados en el trabajo. Entre ellos se incluyen
configuraciones relacionadas con la ISCO, la esfera de fotones, la precesion relativista, la
captura gravitatoria, la dispersion de fotones y un caso de validacidon en régimen de campo

débil para comparar la precesion numérica con la aproximacioén analitica de primer orden.

Ademas de utilizar estas configuraciones predefinidas, la herramienta permite modificar
de forma interactiva los parametros fisicos de la simulacién, como la energia especifica
E, el momento angular especifico L, el radio inicial, la velocidad radial inicial y el tipo de
geodésica considerado. Cada modificacion se refleja directamente en las representaciones
graficas, permitiendo observar cémo cambian la trayectoria, el potencial efectivo y la clasi-

ficacion fisica del movimiento.

Esta exploracion resulta especialmente Util para estudiar transiciones entre distintos
regimenes dindamicos. Pequefas variaciones de los parametros pueden transformar una
trayectoria ligada en una trayectoria de escape, una orbita casi circular en una captura,
0 una geodésica nula de dispersidon en una trayectoria capturada. De este modo, la
herramienta permite visualizar de forma directa la sensibilidad del sistema cerca de confi-

guraciones criticas.
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En conjunto, los escenarios predefinidos y la exploracion interactiva de pardmetros con-
vierten el simulador en un entorno de andlisis flexible, capaz de conectar los resultados
analiticos con trayectorias concretas y de facilitar la interpretacion fisica de los distintos

regimenes geodésicos estudiados en el trabajo.

9.5. Interfaz y capacidades de visualizacion

Ademas de la integracidn numérica de las ecuaciones geodésicas, la herramienta incorpora
una interfaz grafica disefiada para facilitar la exploracion visual del movimiento en el
espacio-tiempo de Schwarzschild. Desde esta interfaz es posible seleccionar el tipo de
geodésica, modificar los pardmetros fisicos y numéricos de la simulacién y visualizar de

forma inmediata las trayectorias y magnitudes asociadas.

Figura 4. Vista general de la herramienta desarrollada para el estudio de geodésicas de
Schwarzschild. Se muestran los controles de configuracion fisica y numérica, la represen-
tacion de trayectorias orbitales, el potencial efectivo, la evolucion radial y, para geodésicas

temporales, la comparacion entre el observador estdtico y la particula simulada.

Explorador de Geodésicas de Schwarzschild & BxportarparaTFG T3 Exportar paneles por separado

cipal

La Figura 4 muestra la organizacién general de la herramienta desarrollada. En ella se inte-
gran los controles de configuracion, la representacion de la trayectoria orbital, el potencial

efectivo, la evolucidn radial y las magnitudes temporales asociadas a la simulacién.
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La visualizacién conjunta de estos elementos permite relacionar directamente las condi-
ciones iniciales seleccionadas con el comportamiento obtenido mediante integracién
numérica. De este modo, el usuario puede comprobar en una misma ventana si la trayec-
toria corresponde a una orbita ligada, una configuracion circular, un proceso de captura,

una trayectoria de escape o una dispersion gravitatoria.

La herramienta distingue entre la referencia estatica general de dilatacion temporal y la
dilatacién temporal asociada a una trayectoria concreta. Para ello se incorpora una pestana
independiente de referencia estatica, en la que se representa la relacion % = ,/1 - 2% en
funcidn del radio. Esta representacidon no depende de ninguna simulacion concreta y actua

como referencia geométrica comun para interpretar la intensidad del campo gravitatorio.

En el simulador principal, en cambio, el panel temporal queda reservado para las magni-
tudes asociadas a la geodésica calculada. En el caso de particulas masivas, dicho panel
compara el factor correspondiente a un observador estatico situado en el mismo radio
instantdneo de la trayectoria con el factor temporal propio de la particula simulada.
Esta comparacidon permite distinguir entre la dilatacién puramente gravitatoria asociada
a la posicidn radial y la relaciéon temporal experimentada por una particula masiva en

movimiento.

Para geodésicas nulas, la herramienta no representa un factor temporal propio del fotén,
ya que estas trayectorias no poseen tiempo propio asociado. En ese caso, el panel informa
explicitamente de que el tiempo propio no esta definido para geodésicas nulas, mante-

niendo separada la referencia estatica en su pestaia independiente.

La interfaz incorpora también referencias visuales asociadas a radios caracteristicos del
espacio-tiempo de Schwarzschild, asi como opciones de comparacién y exploracién de tra-
yectorias. Estas funcionalidades facilitan el analisis de configuraciones préximas a regiones
criticas, donde pequefias variaciones de los pardmetros pueden producir cambios cualita-

tivos en la evolucidén de la geodésica.

La interfaz cuenta ademds con herramientas de animacion que permiten seguir la evolucion
de la trayectoria calculada sobre las distintas representaciones graficas. De este modo, es

posible observar de forma dindmica cdmo cambian la posicién orbital, la coordenada radial
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y las magnitudes temporales durante la integracion, lo que facilita la interpretacién fisica

de la simulacion mas alla de las figuras estaticas.

La herramienta permite también seleccionar distintas masas fisicas para el objeto central y
traducir automaticamente las escalas geométricas empleadas en la simulacién a unidades
fisicas, como kildmetros. Esta funcionalidad no modifica la integracién numérica, que se
realiza en unidades normalizadas con G = ¢ = M = 1, pero facilita la interpretacion de los

radios caracteristicos para distintos tipos de agujeros negros.

Asimismo, la interfaz incorpora opciones de exportacidon que permiten guardar tanto la
vista completa de cada simulacidn como los paneles graficos individuales, facilitando su

inclusion posterior en el analisis de resultados y en los anexos.

En conjunto, la interfaz grafica constituye el elemento que conecta la formulacién mate-
matica, la integracion numérica y la interpretacion fisica de los resultados, permitiendo

utilizar la herramienta como un entorno interactivo de analisis del movimiento geodésico.

9.6. Validacion fisica de las simulaciones

La herramienta desarrollada se ha validado comprobando que las trayectorias obtenidas
mediante integracidon numeérica reproducen las restricciones analiticas deducidas en los
capitulos anteriores. En particular, se ha verificado la coherencia entre la evolucién de
las geodésicas, la estructura del potencial efectivo y la conservacion de las magnitudes

dindmicas del movimiento.
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Tabla 6. Criterios utilizados para validar fisicamente las simulaciones.

Criterio de validacion Comprobacion realizada

Regiones permitidas Las trayectorias respetan la condicién E? 2 Veﬁ(r)
durante la integracion.

Puntos de retorno Los cambios de sentido radial aparecen en las posiciones

2 _

donde E* = V ().

Radios criticos Las simulaciones reproducen configuraciones asociadas
ar=3Myr=6M.

Regimenes dindmicos La herramienta distingue correctamente entre orbitas

ligadas, captura, escape, dispersidon y orbitas circulares.

Conservacion numérica El residuo de la ecuacion radial efectiva se mantiene
pequeiio durante las simulaciones.

Estos criterios permiten comprobar que la herramienta no genera trayectorias arbitrarias,
sino soluciones coherentes con la formulaciéon geodésica desarrollada previamente. La
comparacién entre trayectoria orbital, evolucidn radial y potencial efectivo proporciona

una validacion directa de cada simulacion.

Ademas, la herramienta permite contrastar los efectos temporales asociados a la geome-
tria de Schwarzschild. Las magnitudes relacionadas con la dilatacién temporal muestran
el comportamiento esperado al aproximarse a regiones de campo gravitatorio intenso, en

concordancia con las expresiones analiticas obtenidas anteriormente.

En conjunto, la validacidon realizada confirma que la implementacién reproduce de forma
coherente las propiedades fundamentales del movimiento geodésico en Schwarzschild y
proporciona un entorno adecuado para el analisis fisico de las simulaciones presentadas

en la Seccion 10.

81



José Félix Jiménez Justo
Analisis relativista del movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild

10. Resultados de simulacion y analisis fisico

La herramienta desarrollada permite llevar la formulacion tedrica anterior a casos concre-
tos de movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild. En esta parte se
analizan simulaciones representativas de particulas masivas y fotones, con el propdsito
de comprobar cdmo aparecen en trayectorias concretas los regimenes previstos por el

potencial efectivo, las condiciones de circularidad y los radios criticos.

Las simulaciones presentadas no constituyen una derivacién independiente de las ecuacio-
nes, ya que se obtienen a partir de la formulacidn desarrollada en los capitulos anteriores.
Su interés reside en comprobar la coherencia fisica de la implementacion y en visualizar
de forma directa fendmenos cuya interpretacion resulta menos inmediata a partir de las

expresiones analiticas.

Para cada caso se presenta la configuracion empleada, la figura generada y el analisis fisico
correspondiente. La interpretacidon se centra en la relacidén entre la trayectoria orbital,
la estructura del potencial efectivo, la evolucidn radial, los puntos de retorno, los radios

caracteristicos y las condiciones de captura, escape, dispersion o movimiento ligado.

10.1. Lectura de las figuras de simulacion
Las figuras presentadas en este capitulo proceden de los distintos médulos de la herramien-
ta desarrollada y tienen como objetivo facilitar la interpretacion fisica de las trayectorias

obtenidas mediante integracién numérica.

En las simulaciones individuales, la herramienta muestra de forma conjunta varias magni-
tudes asociadas a una misma geodésica. La representacidn superior izquierda corresponde

a la trayectoria orbital en el plano ecuatorial. La representacién superior derecha muestra
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el potencial efectivo asociado a la configuracidn estudiada, junto con el nivel energético de

la geodésica y los radios caracteristicos relevantes.

La grafica inferior izquierda representa la evolucion radial r(A) durante la integracion
numérica, permitiendo identificar puntos de retorno, regiones ligadas, procesos de captura
o trayectorias de escape. Asimismo, se incluye una estimacion del error de conservacién

asociado a la ecuacidn radial efectiva.

Por ultimo, la representacién inferior derecha muestra las magnitudes temporales o diag-
nosticas asociadas a la trayectoria simulada. En el caso de geodésicas temporales, este
panel compara el factor correspondiente a un observador estatico situado en el mismo

. 3 dr, .
radio instantaneo de la particula, d_iSt = ,/1 - 2%, con el factor temporal propio de la
M

dt 1-2——

, . t . . . . . . .
particula simulada, % = % Esta comparacién permite distinguir entre la dilatacion
gravitatoria asociada Unicamente a la posicidon radial y la relacion temporal experimentada

por una particula masiva en movimiento.

Para geodésicas nulas, la representaciéon temporal no muestra un factor propio del fotén,
ya que estas trayectorias no poseen tiempo propio asociado. En estos casos, el panel indica

explicitamente que el tiempo propio no esta definido para geodésicas nulas.

La interpretacién conjunta de estas magnitudes permite relacionar directamente la trayec-
toria obtenida mediante integracién numeérica con la estructura del potencial efectivo y con

los resultados analiticos desarrollados en capitulos anteriores.

En algunos casos, como en la comparacion de trayectorias préximas al parametro de
impacto critico, la figura procede del médulo comparador de trayectorias. En estas repre-
sentaciones el objetivo no es analizar una uUnica geodésica mediante todos sus paneles,
sino comparar de forma directa varias trayectorias y visualizar la transicion entre distintos

regimenes dindmicos.

10.2. Orbita circular estable
Las Orbitas circulares estables constituyen una de las soluciones mas importantes del movi-
miento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Como se dedujo en el analisis del

potencial efectivo para particulas masivas, estas configuraciones aparecen en los minimos
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de Veﬁ(r) y son estables frente a pequenas perturbaciones radiales. La simulacidn de este
tipo de trayectorias proporciona una de las comprobaciones mas directas de la coherencia
entre los resultados analiticos obtenidos previamente y la implementacién numérica desa-

rrollada en este trabajo.

La configuracién estudiada corresponde a una particula masiva con energia especifica E =
0.956183 y momento angular especifico L = 3.779645, situada inicialmente en el radio r =

10 M.

Estos valores no se han escogido de forma arbitraria, sino a partir de las condiciones
analiticas de drbita circular deducidas previamente. Al fijar r = 10 M en la expresion de la
energia para Orbitas circulares, dada por la Ecuacion 102, y en la expresion del momento
angular, dada por la Ecuacion 83, se obtienen los valores E = 0.956183 y L = 3.779 645 M.
Ademas, como el radio seleccionado satisface r = 10 M > 6 M, el criterio de estabilidad de
la Ecuacion 88 predice que la drbita corresponde a un minimo del potencial efectivoy, por

tanto, debe ser estable.

Figura 5. Orbita circular estable obtenida mediante integracién numérica de las ecuaciones

geodésicas para una particula masiva situada en r = 10 M.

Trayectoria orbital ula (ligada) | M =10 M@ Potencial efectivo (L=3.780, masiva)

r(A) | conserv. max=2.0e-07 Dilatacién temporal a lo largo de la trayectoria

750 1000 1250 1500
T/M (tiempo propio)

La Figura 5 muestra una trayectoria circular de radio practicamente constante alrededor del

agujero negro. Este comportamiento puede apreciarse tanto en la representacion orbital
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como en la evolucidn radial r(A), donde la coordenada radial permanece esencialmente

invariable durante toda la integracion.

Los resultados numeéricos obtenidos indican valoresde r,; = 10Myr_. =10.000005 M,
por lo que las variaciones radiales son despreciables frente a la escala caracteristica del
problema. Este resultado confirma que la trayectoria permanece confinada en una drbita

circular con una precisién numérica elevada.

Desde el punto de vista fisico, el comportamiento observado es completamente coherente
con las predicciones obtenidas mediante el analisis del potencial efectivo desarrollado en
capitulos anteriores. El radio de la drbita se encuentra por encima de la ISCO, situadaenr =
6 M, dentro de la region donde existen drbitas circulares estables para particulas masivas.
Asimismo, la representacion del potencial efectivo muestra que la trayectoria se localiza en
un minimo local de Veﬁ(r), exactamente como predice el criterio analitico de estabilidad

orbital.

La concordancia entre la trayectoria orbital, la evolucién radial y la estructura del poten-
cial efectivo constituye una comprobacidon de consistencia de la simulacién. Aunque las
trayectorias se obtienen mediante integracién numérica de las mismas ecuaciones dedu-
cidas previamente, la coincidencia observada confirma que la implementacidn reproduce

correctamente la dindmica esperada para este tipo de configuraciones.

La comparacién temporal mostrada en el panel inferior derecho refleja que, al tratarse de
una orbita circular de radio practicamente constante, tanto el factor del observador estatico

como el factor propio de la particula permanecen constantes durante la integracién. Para

" . . dr, .
el observador estatico situado en r = 10 M se obtiene d—etSt = 0.894, mientras que para la

dT
Pa% ~ 0.837. Esta diferencia muestra que la particula en

dt
orbita no solo esta afectada por la dilatacion gravitatoria asociada al radio, sino también

particula simulada se obtiene

por su movimiento orbital.

Por ultimo, el residuo maximo asociado a la conservacidon de la ecuacion radial efectiva
es del orden de 2 - 1077, indicando que las magnitudes conservadas permanecen practica-
mente constantes durante toda la integracion. Este resultado proporciona una validacién

adicional de la precisién numérica alcanzada por el simulador.
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En conjunto, este caso reproduce correctamente una de las soluciones fundamentales del
movimiento geodésico en la geometria de Schwarzschild y constituye un primer ejemplo
de la coherencia existente entre las predicciones analiticas obtenidas mediante el potencial

efectivo y los resultados proporcionados por la simulacién numérica.

10.3. Ultima &rbita circular estable (ISCO)

La ultima drbita circular estable, conocida habitualmente como ISCO (Innermost Stable
Circular Orbit), constituye uno de los resultados mas importantes obtenidos en el andlisis
del movimiento de particulas masivas en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Como se
dedujo anteriormente, la condicidn de estabilidad orbital conduce a un radio critico situado
en rsco = 6M, que marca la frontera entre las drbitas circulares estables y las orbitas

circulares inestables.

La simulaciéon mostrada en la Figura 6 corresponde precisamente a esta configuracion
critica. La particula se sitda inicialmente en r, = 6 M, con energia especifica E = 0.942809
y momento angular especifico L = 3.464 102 M, valores que coinciden con los obtenidos

analiticamente para la ISCO.

La eleccion de estos parametros procede directamente de la condicion de ultima drbita
circular estable deducida en el andlisis de estabilidad. El radio r = 6 M viene dado por la
Ecuacién 95 como frontera entre érbitas circulares estables e inestables. Al sustituir este
radio en las expresiones de las drbitas circulares se obtiene la energia de la ISCO, recogida
en la Ecuacién 127, y el momento angular correspondiente, dado por la Ecuacion 130. Por
tanto, el preset reproduce explicitamente la configuracion circular marginalmente estable

predicha por el andlisis del potencial efectivo.
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Figura 6. Simulacion correspondiente a la ultima drbita circular estable (ISCO) de una

particula masiva en el espacio-tiempo de Schwarzschild.

Trayectoria orbital i da) | M =10 M@

30

r(\) | conse x=13e- a lo largo de Ia trayectoria

5 ' ' L0 '
1000 2 0 5000

La Figura 6 muestra una trayectoria practicamente circular situada exactamente en el
radio critico predicho por la teoria. A diferencia del caso estudiado anteriormente parar =
10 M, la érbita se encuentra ahora en la frontera entre estabilidad e inestabilidad, por lo
qgue pequeias perturbaciones pueden producir desviaciones apreciables del movimiento

circular ideal.

Este comportamiento puede observarse en la evolucién radial mostrada en la parte inferior
izquierda de la figura. Aunque el radio permanece préximo a 6 M durante toda la integra-
cion, aparecen pequefas variaciones numeéricas, obteniéndose valores comprendidos

entrer . =6Myr__ =6.004903M. Estas oscilaciones son muy reducidas, pero reflejan

max

el caracter marginal de la estabilidad orbital en esta configuracion.

La representaciéon del potencial efectivo proporciona una interpretacion directa de este
resultado. Tal como se dedujo en el analisis tedrico, la ISCO corresponde a una configu-
racion marginalmente estable, situada en el punto de transiciéon entre drbitas circulares
estables e inestables. En consecuencia, la drbita se encuentra en un régimen critico para el
cual pequenas perturbaciones pueden producir respuestas mas sensibles que en las érbitas

circulares estables situadas a radios mayores.
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La concordancia entre el radio obtenido numéricamente y el valor analitico r = 6 M cons-
tituye una comprobacion especialmente relevante de la implementacion desarrollada. La
simulacién reproduce correctamente el radio critico deducido tedéricamente y muestra el

comportamiento esperado para una orbita situada en el limite de estabilidad.

La comparacion temporal mostrada en el panel inferior derecho permite distinguir entre
el observador estatico situado en el radio de la ISCO y la particula masiva que describe

dt,

la 6rbita circular. Para el observador estatico en r = 6 M se obtiene TSt =~ 0.816, mientras

dt
que para la particula simulada se obtiene % = 0.707. Este ultimo valor es coherente con

la relacién inversa % = 1.414 obtenida analiticamente para una particula en la ISCO. La
diferencia entre ambos factores refleja que la particula no solo esta sometida a la dilatacién
gravitatoria asociada al radio, sino también al efecto cinematico debido a su movimiento

orbital.

Por ultimo, el residuo maximo de conservacion de la ecuacién radial efectiva es del orden
de 1.3 107, valor adecuado para la interpretacién cualitativa de una configuracién mar-
ginalmente estable. En conjunto, este resultado confirma que la herramienta reproduce
correctamente una de las estructuras mas importantes de la dinamica geodésica en la
geometria de Schwarzschild y verifica numéricamente la existencia de la ultima érbita

circular estable obtenida mediante el analisis analitico previo.

10.4. Orbita ligada con precesion relativista

Uno de los fendmenos mds caracteristicos del movimiento geodésico en el espacio-tiempo
de Schwarzschild es la aparicidn de precesion relativista en las orbitas ligadas. A diferencia
de lo que ocurre en la mecdnica newtoniana, donde las drbitas elipticas son curvas
cerradas, las correcciones relativistas introducidas por la geometria del espacio-tiempo

provocan una rotacion progresiva de la direccidn del periastro tras cada revolucién.

La simulacidn mostrada en la Figura 7 corresponde a una particula masiva con energia
especifica E = 0.975 y momento angular especifico L = 4.0, situada inicialmente en r, =

8 M.
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La eleccidon de estos pardmetros se basa en la estructura del potencial efectivo masivo
definido en la Ecuacion 64. Para E = 0.975y L = 4.0, el nivel energético E? corta al potencial
efectivo en dos puntos de retorno radiales, generando una regidon permitida acotada de
acuerdo con la condicién general E? 2 Veﬁ(r) de la Ecuacién 68. Los extremos de dicha
region vienen determinados por la condicién de punto de retorno E? = Veﬁ(r), dadaenla
Ecuacién 69. Por ello, al situar la particula inicialmente dentro de esa regién, se espera una
trayectoria ligada. Ademas, al encontrarse el periastro relativamente préximo a la ISCO, los

efectos relativistas deben producir una precesion apreciable del periastro.

Estas condiciones generan una drbita ligada en la que la particula permanece confinada
entre dos puntos de retorno radiales sin escapar al infinito ni ser capturada por el agujero

negro.

Figura 7. Orbita ligada con precesion relativista obtenida mediante integracién numérica

de las ecuaciones geodésicas.

ula (ligada) | M =10 M& Potencial efectivo (L=4.000, m:

15 20 25 30
rm

r(A) | conserv. max=3.7e-16 Dilatacién temporal a lo largo de la trayectoria
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La Figura 7 muestra claramente que la trayectoria no forma una curva cerrada. Tras cada
revolucidén, el periastro aparece desplazado respecto a la vuelta anterior, de modo que la

orbita no se repite exactamente como en el caso kepleriano clasico.

En la simulacién representada, el avance del periastro es especialmente acusado y cercano
a media vuelta por revolucion. Por ello, los puntos de maximo acercamiento al agujero

negro aparecen casi en lados opuestos en revoluciones sucesivas, dando lugar en la figura
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a una estructura visual dominada por dos lébulos principales. Esta forma no debe inter-
pretarse como dos drbitas distintas, sino como una Unica trayectoria ligada con precesién
relativista. Si se acumulara un nimero mucho mayor de revoluciones, el desplazamiento

progresivo del periastro daria lugar a una estructura global de tipo roseta.

La evolucién radial confirma la existencia de un movimiento ligado. La particula oscila
periédicamente entre un radio minimo de r_. =6.764 M y un radio maximo de r,__ =
30.612 M, en perfecto acuerdo con la estructura del potencial efectivo mostrada en la
parte superior derecha de la figura. Tal como se dedujo en el analisis tedrico, estos radios

corresponden a los puntos de retorno determinados por la condicién E? = Vv, (r).

La representacidon del potencial efectivo permite interpretar fisicamente la trayectoria
observada. El nivel energético de la particula se situa por encima del minimo del potencial
pero por debajo de la barrera exterior, dando lugar a una regién radialmente permitida
acotada entre dos puntos de retorno. Esta configuracidon es precisamente la que permite

la existencia de érbitas ligadas en el espacio-tiempo de Schwarzschild.

La figura muestra ademds una precesion aproximada de A =3.11rad por orbita.
Aunque el valor exacto depende de las condiciones iniciales seleccionadas, el resultado
ilustra de forma directa el efecto acumulativo de la curvatura del espacio-tiempo sobre la
dinamica orbital. La rotacién progresiva del periastro observada en la simulacidn constituye

una manifestacion visual inmediata de este fendmeno relativista.

La comparacién temporal asociada a esta trayectoria refleja el cardcter no circular de la
orbita ligada. Al oscilar la particula entre el periastro y el apoastro, el radio cambia a lo
largo de la integracién vy, con ello, también varian los factores temporales representados.
El factor correspondiente al observador estatico toma valores comprendidos aproximada-
mente entre 0.839 y 0.967, mientras que el factor propio de la particula simulada varia
entre 0.722 y 0.959. Esta diferencia muestra que la relacion entre tiempo propio y tiempo
coordenado depende tanto de la posicidn radial instantanea como del movimiento orbital
de la particula. En promedio, el cociente integrado entre tiempo propio y tiempo coorde-

nado resulta % ~ 0.907.
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Por ultimo, el residuo maximo asociado a la conservacion de la ecuacion radial efectiva
es del orden de 3.7 - 107%%, indicando una conservacién numeérica excelente durante toda
la integracion. La concordancia entre la trayectoria orbital, los puntos de retorno obser-
vados y la estructura del potencial efectivo proporciona una comprobacién adicional de
la coherencia entre los resultados analiticos desarrollados previamente y las simulaciones

obtenidas mediante integracién numérica.

10.5. Captura gravitatoria de una particula masiva

Ademas de las drbitas ligadas y de las configuraciones circulares estudiadas anteriormente,
el potencial efectivo para particulas masivas permite la existencia de trayectorias de cap-
tura gravitatoria. Estas situaciones aparecen cuando las condiciones iniciales de la particula
no permiten la existencia de un punto de retorno que actue como barrera frente a la caida

hacia regiones cada vez mas proximas al agujero negro.

La simulacion mostrada en la Figura 8 corresponde a una particula masiva con energia
especifica E = 0.950 y momento angular especifico L = 2.500, situada inicialmente en r,, =

5M.

En este caso, los parametros se han seleccionado para representar un régimen de captura
identificado a partir del potencial efectivo masivo. Como E < 1, la particula no representa
un objeto incidente desde el infinito, ya que la regidon asintética no es accesible para ese
valor de la energia. En su lugar, se considera una condicion inicial localizada en la region

exterior cercana al agujero negro, con ry = 5 My movimiento radial dirigido hacia el interior.

Al comparar E? con Veﬁ(r) mediante la condicion de movimiento permitido de la Ecua-
cion 68, se observa que existe un punto de retorno exterior que delimita la regién radial
accesible. Sin embargo, dicho punto queda a radios mayores que la posicidn inicial y no
actua como barrera frente a la caida. Entre r, y el horizonte no aparece ningun punto de
retorno capaz de invertir el movimiento radial, por lo que la particula evoluciona hacia

radios progresivamente menores.
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Figura 8. Trayectoria de captura gravitatoria para una particula masiva en el espacio-

-tiempo de Schwarzschild.

Trayectoria orbital — Particula (captura) | M = 10 M@ Potencial efectivo (L=2.500, masiva)
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La Figura 8 muestra una trayectoria abierta que termina en las proximidades del horizonte.
A diferencia de los casos analizados anteriormente, la particula no permanece confinada
entre dos puntos de retorno ni describe drbitas estables alrededor del agujero negro. Por
el contrario, la coordenada radial disminuye de forma continua hasta alcanzar valores muy

proximos al horizonte de sucesos situadoen r = 2 M.

Este comportamiento puede observarse con claridad en la evolucidn radial representada
en la parte inferior izquierda de la figura. El radio decrece mond6tonamente desde r . =
5M hasta alcanzar valores proximos a r,.. = 2.055M, sin que aparezcan oscilaciones ni
puntos de retorno intermedios a lo largo de la trayectoria integrada. La ausencia de un
punto de retorno interior entre la posicidn inicial y el horizonte constituye una caracteristica

fundamental de esta trayectoria de captura.

La interpretacidn fisica de este resultado se obtiene directamente a partir del potencial
efectivo. La grafica superior derecha muestra que el nivel energético de la particula no da
lugar a una region ligada acotada entre dos puntos de retorno, como ocurria en las érbitas
precesantes. Como consecuencia, una vez iniciada la caida, no existe ninguna barrera

efectiva capaz de invertir el movimiento radial y producir un retorno hacia radios mayores.
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La simulacién proporciona asi una representacion directa del proceso de captura gravita-
toria predicho por el analisis tedrico. La ausencia de una drbita estable y de un punto de
retorno interior que detenga la caida conduce a la evolucion de la particula hacia el agujero
negro, reproduciendo el comportamiento esperado a partir de la estructura del potencial

efectivo desarrollada en capitulos anteriores.

La comparacién temporal adquiere especial relevancia en este caso, ya que la particula
se aproxima progresivamente al horizonte. Durante la caida, el factor correspondiente al
observador estatico disminuye desde valores proximos a 0.775 hasta aproximadamente
0.164, reflejando el aumento de la dilatacidn temporal gravitatoria al reducirse el radio.
El factor propio de la particula simulada disminuye todavia mas, desde aproximadamente
0.632 hasta 0.028, debido a la combinacidn entre el campo gravitatorio intenso y el movi-
miento de caida. Como consecuencia, el cociente integrado entre tiempo propio y tiempo
coordenado resulta % = 0.338, mostrando la fuerte separacion entre ambos tiempos en

una trayectoria de captura.

Por ultimo, el residuo maximo asociado a la conservacion de la ecuacién radial efectiva es
del orden de 4.0 - 107**, indicando una conservacidon numérica excelente durante toda la
integracion. La concordancia entre la trayectoria obtenida, la evolucién radial observada 'y
las predicciones derivadas del potencial efectivo constituye una nueva comprobacion de

consistencia de la implementacidn numérica desarrollada en este trabajo.

10.6. Esfera de fotones

Entre las soluciones mas caracteristicas de las geodésicas nulas en el espacio-tiempo de
Schwarzschild destaca la denominada esfera de fotones. Como se dedujo en el analisis del
potencial efectivo para fotones, existe una drbita circular situada en r = 3 M, que constituye
la Unica orbita circular posible para la luz en esta geometria. Sin embargo, a diferencia
de las drbitas circulares estables estudiadas para particulas masivas, esta configuracién

corresponde a un maximo del potencial efectivo y, por tanto, es intrinsecamente inestable.

La simulacion mostrada en la Figura 9 reproduce precisamente esta situacion critica. El

foton se situa inicialmente en r, = 3 M, con constante de energia E = 1y momento angular
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conservado L = 5.196 152 M. En geodésicas nulas, la eleccién E = 1 corresponde a una
normalizacién convencional del pardmetro afin y no supone una restriccion fisica, ya que
L

la trayectoria queda determinada por el cociente b = c-

La eleccién de estos valores procede directamente de la condicion de érbita circular nula.
Como se dedujo en la Ecuacién 109, la Unica drbita circular posible para geodésicas nulas
se encuentra en r = 3 M. Ademds, el pardmetro de impacto critico viene dado por la Ecua-
cion 150, es decir, bC = 3\/§M = 5.196 152 M. Al haberse fijado E = 1, el valor de L coincide
numeéricamente con bc, de modo que tomar L = 5.196 152 M reproduce directamente la

configuracion critica asociada a la esfera de fotones.

Figura 9. Orbita circular nula correspondiente a la esfera de fotones en el espacio-tiempo

de Schwarzschild.
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La Figura 9 muestra una trayectoria circular de radio constante situada exactamenteenr =
3 M. La evolucion radial confirma este comportamiento, obteniéndose r_.. =r_ .. =3M

durante toda la integracion numérica.

En esta simulacidn, el panel temporal no muestra un factor propio asociado al fotén, ya que
las geodésicas nulas no poseen tiempo propio. La trayectoria luminosa satisface d1 =0,
por lo que no existe un reloj que pueda acompafiar al fotén a lo largo de su movimiento. Por

este motivo, la herramienta indica explicitamente que el tiempo propio no esta definido
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para geodésicas nulas, manteniendo la referencia estatica de dilataciéon temporal separada

en su médulo independiente.

La interpretacidn fisica de esta configuracion se obtiene directamente a partir de la grafica
del potencial efectivo. Tal como se predijo analiticamente, la orbita se localiza en un
maximo de Veﬁ(r), marcado en la figura mediante la posicidn correspondiente a la drbita
circular inestable. Esta caracteristica distingue de forma fundamental la esfera de fotones

de las érbitas circulares estables estudiadas para particulas masivas.

La naturaleza inestable de esta érbita implica que cualquier perturbacidn, por pequefia que
sea, modifica cualitativamente la evolucion posterior del fotén. Una ligera disminucién del
parametro de impacto conduce a trayectorias de captura, mientras que un ligero aumento
permite que el fotdn escape hacia regiones alejadas. Por este motivo, la esfera de fotones
actua como frontera dindmica entre ambos comportamientos y desempefia un papel

fundamental en la estructura global de las geodésicas nulas.

La simulacidn proporciona asi una verificacion directa de uno de los resultados analiticos
mas importantes obtenidos para las geodésicas nulas. La coincidencia exacta entre el radio
predicho tedricamente y el radio obtenido numéricamente constituye una comprobacién

adicional de la consistencia de la implementacién desarrollada.

Ademas, la esfera de fotones posee una relevancia fisica que trasciende el estudio pura-
mente geomeétrico de las geodésicas. Las trayectorias luminosas proximas a esta region
estan estrechamente relacionadas con la formaciéon de sombras de agujeros negros y con
la aparicidon de fotones fuertemente desviados observados en las proximidades de objetos
compactos. Aunque la herramienta desarrollada no pretende reproducir imagenes astrofi-
sicas realistas, si permite visualizar de forma directa la estructura geométrica responsable

de dichos fendmenos.

Por ultimo, el residuo maximo asociado a la conservacion de la ecuacién radial efectiva
es del orden de 1.6 - 1077, indicando que la integracién mantiene una precisién adecuada
durante toda la simulacidn. En conjunto, este resultado confirma la existencia de la drbita
circular nula en r = 3 M y reproduce correctamente la estructura critica predicha por el

analisis del potencial efectivo para fotones.
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10.7. Trayectorias proximas al parametro de impacto critico

El andlisis del potencial efectivo para geodésicas nulas mostrd que existe un valor critico
del parametro de impacto, bC = 3\/§M, gue separa las trayectorias de captura de aquellas
que consiguen escapar al infinito. Este resultado constituye una consecuencia directa de la
existencia de la esfera de fotones en r = 3 M y representa una de las estructuras dindmicas

mas importantes del movimiento de la luz en el espacio-tiempo de Schwarzschild.

Con el fin de visualizar este comportamiento, se ha utilizado el comparador de trayectorias
para representar simultaneamente varias geodésicas nulas con valores del pardmetro de

impacto situados a ambos lados del umbral critico.

Los valores seleccionados para este comparador se han construido a partir del pardmetro
de impacto critico deducido en la Ecuacion 150. Como el parametro de impacto se define
mediante b = é en la Ecuacion 142, y en estas simulaciones se toma E = 1, variar L equivale
a variar directamente b. Los casos O.85bc y O.95bC guedan por debajo del umbral critico y,
por tanto, deben conducira captura. Elcaso b = bC representa la trayectoria critica asociada
a la esfera de fotones, mientras que los valores 1.05bc y 1.20bc quedan por encima del
umbral y deben producir trayectorias de escape o dispersion. De este modo, el preset
permite comprobar visualmente la frontera dindmica entre captura y dispersion predicha

por el analisis tedrico.

Esta figura procede del mdédulo comparador de trayectorias de la herramienta y muestra,
en una Unica representacion, varias geodésicas nulas con distintos valores del parametro de
impacto. Su objetivo es visualizar de forma directa cdmo cambia el comportamiento orbital

al variar b, mostrando la transicion entre captura, comportamiento critico y dispersion.

Al tratarse de geodésicas nulas, estas trayectorias no poseen tiempo propio asociado. En
consecuencia, la interpretacion fisica debe realizarse a partir de la geometria de las trayec-
torias y de su comparacion con el parametro de impacto critico, sin atribuir a los fotones

una magnitud temporal propia.
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Figura 10. Comparacion de trayectorias luminosas para distintos valores del paradmetro de

impacto en las proximidades del valor critico bC = 3\/§M.

Comparador de trayectorias

b = 0.85b_c (captura)
b = 0.95b_c (captura)
b=Db.c (critico)
b =1.05b_c (escape)
b =1.20b_c (escape)
Horizonte r=2M

L Esffotones r=3M
ISCO r=6M

La Figura 10 muestra de forma simultdnea cinco trayectorias correspondientes a los valores
0.85b., 0.95b_, b, 1.05b_y 1.20b_. Todas ellas parten desde el mismo radio inicial y
difieren Unicamente en el valor del parametro de impacto. Esta representacion permite
visualizar de forma inmediata la transicidon entre los distintos regimenes dinamicos predi-

chos por el analisis tedrico.

Las trayectorias correspondientes a O.85bC Y 0.95bC terminan siendo capturadas por el
agujero negro. Aunque inicialmente experimentan una desviacion gravitatoria significativa,
la influencia de la curvatura del espacio-tiempo resulta suficiente para impedir su escape

y conducirlas finalmente hacia el horizonte de sucesos.
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Por el contrario, las trayectorias asociadas a 1.05bc y 1.20bC sobreviven al encuentro
gravitatorio y consiguen escapar nuevamente hacia regiones alejadas. En estos casos la luz
experimenta una desviacién apreciable, pero no alcanza la region de captura asociada a la

esfera de fotones.

Especial interés presenta la trayectoria correspondiente a b = bc. Como se dedujo anali-
ticamente en la Seccidn 7.6, este valor constituye la frontera entre captura y escape. La
trayectoria critica permanece durante un tiempo prolongado en las proximidades de la
esfera de fotones, describiendo varias vueltas alrededor del agujero negro antes de aban-
donar finalmente la regién central. Este comportamiento refleja la naturaleza inestable de
la 6rbita nula situada en r = 3 M y pone de manifiesto la sensibilidad extrema del sistema

frente a pequenas variaciones de las condiciones iniciales.

La comparacidn simultdnea de todas las trayectorias permite visualizar de forma directa
el significado fisico del parametro de impacto critico. Variaciones relativamente pequefias
de b alrededor de bC producen cambios cualitativos en la evolucién de la geodésica,
transformando trayectorias capturadas en trayectorias de escape. Este comportamiento
constituye una manifestacién directa de la estructura del potencial efectivo para fotones y

de la influencia ejercida por la esfera de fotones sobre la propagacion de la luz.

La concordancia entre los resultados observados y las predicciones obtenidas mediante el
analisis del potencial efectivo proporciona una validacion adicional de la implementacién
numérica desarrollada. En particular, la simulacidon reproduce correctamente el valor critico
bC = 3\/§M = 5,196 152 M, asi como la transicién entre los regimenes de captura y disper-

sion asociados a dicho umbral.

10.8. Casos adicionales de simulacion: particulas masivas

Este apartado reune simulaciones de particulas masivas en regimenes dindmicos adicio-
nales a los casos tratados inicialmente. Su finalidad es ampliar la comprobacion de la
herramienta frente a situaciones previstas por el potencial efectivo masivo, como érbitas

circulares inestables, trayectorias de escape y validacion en régimen de campo débil.
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10.8.1. Trayectoria perturbada préxima a la drbita circular inestable enr =5M

Las drbitas circulares situadas entre la esfera de fotones (r = 3 M) y 1a ISCO (r = 6 M) consti-
tuyen soluciones matematicamente validas de las ecuaciones geodésicas para particulas
masivas, pero presentan un caracter dinamicamente inestable. Tal como se dedujo en el
analisis del potencial efectivo, estas configuraciones se corresponden con maximos locales
de Veﬁ(r), por lo que pequefias perturbaciones pueden provocar desviaciones significativas

respecto de la drbita circular ideal.

La simulacidn mostrada en la Figura 11 corresponde a una configuracién proxima a la érbita

circular inestable situadaenr = 5 M.

Figura 11. Comportamiento de una particula masiva en las proximidades de la drbita

circular inestable situada en r =5 M.
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La Figura 11 muestra cémo la trayectoria permanece inicialmente préxima al radio critico,
pero acaba desarrollando oscilaciones radiales de gran amplitud. Este comportamiento
constituye una manifestacion directa de la inestabilidad asociada al maximo del potencial
efectivo. A diferencia de las drbitas circulares estables estudiadas en el capitulo principal,
pequeiias desviaciones respecto del radio de equilibrio no son corregidas por la dindmica

del sistema, sino que tienden a amplificarse progresivamente.
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Debe senalarse que la orbita circular inestable propiamente dicha corresponde a una
configuracién de radio constante situadaen r = 5 M. La trayectoria simulada no permanece
exactamente en esa configuracidn circular, sino que representa una perturbacion de dicha
orbita, por lo que desarrolla una oscilacion radial de gran amplitud entre radios proximos

ar=5Myr=10M.

La evolucién temporal del radio permite observar con claridad este fendmeno. La particula
permanece durante intervalos prolongados cerca de r = 5 M, pero periddicamente se aleja
hasta alcanzar radios préximos a r = 10 M antes de regresar nuevamente hacia la regién
central. Este comportamiento refleja la sensibilidad caracteristica de las érbitas asociadas

a maximos del potencial efectivo.

La gréafica del potencial efectivo confirma esta interpretacién. La trayectoria se situa en
las proximidades del maximo localizado en r = 5 M, precisamente la condicion identificada
analiticamente como criterio de inestabilidad orbital. La simulacidon proporciona asi una

representacion visual directa del resultado tedrico obtenido previamente.

Desde el punto de vista fisico, este ejemplo resulta especialmente util para ilustrar
la diferencia entre existencia y estabilidad de una érbita. Aunque la solucidn circular
existe matematicamente, cualquier perturbacion suficientemente pequefia provoca que la
particula abandone la configuracion de equilibrio. Este comportamiento contrasta con el
observado para drbitas situadas por encima de la ISCO, donde las perturbaciones generan

Unicamente pequefias oscilaciones alrededor del radio de equilibrio.

El residuo maximo de conservacidon obtenido durante la integracién permanece del orden
de 1077, compatible con la precisién observada en el resto de simulaciones y suficiente para
garantizar que el comportamiento mostrado corresponde a un efecto fisico asociado a la

estructura del potencial efectivo y no a un artefacto numérico.

10.8.2. Trayectoria de escape relativista

Ademads de las trayectorias ligadas y de captura estudiadas en el cuerpo principal del
trabajo, la geometria de Schwarzschild permite la existencia de trayectorias de escape en

las que una particula masiva consigue abandonar indefinidamente la region gravitatoria del
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agujero negro. Este comportamiento aparece cuando la energia especifica de la particula
supera el umbral necesario para alcanzar regiones arbitrariamente alejadas del objeto

central.

La simulaciéon mostrada en la Figura 12 corresponde a una particula masiva con energia
especifica E = 1.05, momento angular especifico L = 4.5 y radio inicial r, = 8 M. Estas
condiciones iniciales sitlan a la particula en un régimen dindmico dominado por el escape,

permitiéndole alejarse progresivamente del agujero negro.

Figura 12. Trayectoria de escape para una particula masiva con energia especifica superior

a la energia de reposo.

Potencial efectivo (L=4.500,

15 20 25 30
/M

Dilatacién temporal a o largo de la trayectoria

La Figura 12 muestra cémo la particula abandona rapidamente la regidn central y continua
alejandose sin presentar nuevos puntos de retorno. A diferencia de las drbitas ligadas anali-
zadas anteriormente, el movimiento radial no queda confinado entre dos radios extremos,

sino que evoluciona hacia valores cada vez mayores de r.

Este comportamiento puede interpretarse directamente a partir de la grafica del potencial
efectivo. La linea correspondiente a EZ se sittia por encima del valor asintético del potencial
para radios grandes. Como consecuencia, la ecuacion radial efectiva admite movimiento
incluso para radios arbitrariamente grandes, permitiendo que la particula alcance regiones
muy alejadas del agujero negro. Esta situacion contrasta con la observada en las érbitas

ligadas, donde la existencia de puntos de retorno impide el escape.
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La evolucién radial confirma esta interpretacion. El radio aumenta de forma aproximada-
mente mondtona a lo largo de la integracién numérica, alcanzando valores préximos a
300 M sin mostrar indicios de retorno hacia la region central. Los resultados exportados
indican un valor maximo de r__ = 300 M, limitado unicamente por el criterio de parada

de la simulacién y no por restricciones dindmicas del movimiento.

Desde el punto de vista fisico, este ejemplo ilustra la transicidon entre movimientos ligados
y movimientos no ligados en la geometria de Schwarzschild. Mientras que las trayectorias
ligadas permanecen confinadas por la estructura del potencial efectivo, las trayectorias de
escape poseen energia suficiente para superar la influencia gravitatoria del agujero negro

y propagarse indefinidamente hacia regiones exteriores.

Por ultimo, la conservacién de la ecuacion radial efectiva presenta un residuo maximo del
orden de 107 durante toda la integracién numérica, lo que indica una excelente estabi-
lidad del procedimiento empleado y proporciona una validacién adicional de los resultados

obtenidos.

10.8.3. Validacion en régimen de campo débil

Como caso adicional de particula masiva, se incluye una simulacién de una érbita ligada
en régimen de campo débil. A diferencia de las trayectorias préximas a la ISCO, en esta
configuracién la particula se mantiene a radios alejados del agujero negro, con valores

comprendidos aproximadamente entre r_. =39.76 My r__ =60.6 M. En este régimen,

max
las correcciones relativistas son mds pequeias y la precesién del periastro puede compa-

rarse con la aproximacion analitica de primer orden.
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Figura 13. Panel completo correspondiente a la validacion de la precesion relativista en

régimen de campo débil.

Potencial efectivo (L=7.160, masiva)

15 20 25 £
r/M

Dilatacién temporal a lo largo de la trayectoria

E-Ver.r!

4000 6000 10000 12000 14000 2000 4000 6 10000 12000 1
A (par o

La Figura 13 muestra el panel completo exportado por la herramienta para este caso
de validacion. La simulacién proporciona una precesion numérica de aproximadamente
0.434 rad por orbita, frente al valor analitico de campo débil 6% ~ 0.393 rad por oOrbita,
donde p representa el semilatus rectum de la érbita ligada. La discrepancia relativa, del
orden del 10.5%, es coherente con el caracter aproximado de la expresidn de primer orden,

gue no incluye correcciones relativistas de orden superior.

Ademas, el residuo maximo de conservacién de la ecuacion radial efectiva es del orden
de 3.3-107%%, lo que confirma la excelente estabilidad numérica de la integracién en este

Caso.

10.9. Casos adicionales de simulacion: fotones
Este apartado relne simulaciones de geodésicas nulas en regimenes de captura y disper-
sidn. Su finalidad es mostrar de forma aislada como el parametro de impacto determina el

comportamiento de las trayectorias luminosas en relacién con el valor critico bC = 3\/§M.

Al tratarse de geodésicas nulas, no se define un tiempo propio asociado al fotén. Por

ello, aunque la herramienta permite analizar la trayectoria, el potencial efectivo y, cuando
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procede, el dngulo de deflexidn, los diagndsticos temporales indican que la dilatacién

temporal propia no es aplicable para estas trayectorias.

Las configuraciones consideradas se han escogido variando el parametro de impacto b = é
De este modo, se presentan dos ejemplos representativos: una trayectoria de captura para
un valor subcritico de b y una trayectoria de dispersién para un valor superior al umbral

critico.

10.9.1. Captura de fotones

La captura de fotones constituye uno de los comportamientos fundamentales de las
geodésicas nulas en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Este régimen aparece cuando el
pardmetro de impacto del fotdon es inferior al valor critico bc = 3\/§M, de modo que la
trayectoria no dispone de un punto de retorno exterior capaz de evitar la caida hacia el

agujero negro.

La simulacidon mostrada en la Figura 14 corresponde a un fotdn con energia E = 1, momento
angular L = 4yradioinicial r, = 30 M. En este caso, el parametro de impacto viene dado por
b= é = 4 M, valor inferior al pardametro critico, por lo que la trayectoria queda clasificada

como captura.

Figura 14. Trayectoria de captura de un foton con pardmetro de impacto inferior al valor

critico.
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104



José Félix Jiménez Justo
Analisis relativista del movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild

La Figura 14 muestra como el fotdn parte desde una regidn alejada, se aproxima al agujero
negro y termina atravesando la regién proxima al horizonte. La evolucién radial confirma
este comportamiento: el radio decrece desde r, = 30 M hasta alcanzar un valor minimo

proximoar,_ .. =2.009 M, muy cercano al horizonte de sucesos situado en r = 2 M.

La interpretacion fisica se obtiene directamente a partir del potencial efectivo nulo. Al ser
b < bc, el fotdn no encuentra una barrera efectiva suficiente para producir una trayectoria
de dispersion. Por tanto, una vez que se aproxima a la region central, la curvatura del

espacio-tiempo conduce inevitablemente a la captura.

Este caso complementa el analisis principal del parametro de impacto critico. Mientras que
en el cuerpo del trabajo se estudid la transicidn entre captura y escape mediante varias
trayectorias proximas a bc, aqui se muestra de forma aislada un ejemplo claro de captura

para un valor subcritico del pardmetro de impacto.

Por ultimo, el residuo maximo de conservacion de la ecuacién radial efectiva es del orden

de 4.2 - 10™%, lo que indica una excelente precisién numérica durante la integracién.

10.9.2. Dispersion gravitatoria de fotones

La dispersién gravitatoria constituye el comportamiento complementario a la captura para
las geodésicas nulas. Este régimen aparece cuando el pardmetro de impacto del fotén
supera el valor critico bC = 3\/§M, permitiendo que la trayectoria experimente una desvia-
cion significativa al atravesar la regién de campo gravitatorio intenso y posteriormente

vuelva a alejarse hacia el infinito.

La simulacidon mostrada en la Figura 15 corresponde a un fotdn con energia E = 1, momento
angular L = 6.5y radio inicial r, = 50 M. En este caso, el parametro de impacto viene dado
por b = é = 6.5 M, valor claramente superior al umbral critico, por lo que la trayectoria

pertenece al régimen de dispersion.
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Figura 15. Dispersion gravitatoria de un foton con pardmetro de impacto superior al valor

critico.
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La Figura 15 muestra como el fotdn parte desde una region alejada, se aproxima al agujero
negro y experimenta una desviacion gravitatoria apreciable antes de escapar nuevamente
hacia radios cada vez mayores. A diferencia de la captura estudiada en el apartado anterior,
la trayectoria no alcanza la regidn préxima al horizonte de sucesos y consigue abandonar

el entorno gravitatorio tras superar el punto de maximo acercamiento.

La evolucion radial confirma este comportamiento. El radio disminuye inicialmente desde
r, = 50 M hasta alcanzar un minimo de aproximadamente r . = 5.05M, tras lo cual vuelve
a crecer de forma mondtona. La existencia de este punto de retorno constituye precisa-
mente la caracteristica que distingue las trayectorias de dispersion de aquellas asociadas

al régimen de captura.

Con el fin de cuantificar la desviacidon observada, se calculé el angulo de deflexidn gravita-

toria mediante la Ecuacidn 156. Para esta simulacion se obtuvo un cambio angular total:

|Aw| = 4.340885rad, (171)

lo que conduce a:

o= |Ap|-m=1.199292rad = 68.7144° . (172)
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La Tabla 7 resume las magnitudes principales asociadas a esta trayectoria de dispersion.

Tabla 7. Magnitudes cuantitativas obtenidas para la dispersion gravitatoria de un fotén con

b = 6.5M.
Magnitud Valor
E 1.000000
L 6.500000
=L
b= ; 6.5M
I min 5.052 244 M
|Ap] 4.340 885 rad
a 1.199 292 rad = 68.7144°
_ M _
Ay = 4% 0.615 385 rad = 35.2589°
Residuo maximo 4.663-1071°

La comparacion con la aproximacion de campo débil dada por la Ecuacién 157 muestra que:

ayr = 0.615385rad = 35.2589°, (173)

valor claramente inferior al obtenido mediante la integracién numérica. Esta diferencia es
esperable, ya que la trayectoria simulada alcanza un radio minimor . = 5.05M, por lo que
el fotdn atraviesa una regién de campo gravitatorio fuerte. En consecuencia, la expresién
de campo débil subestima la deflexidn real y resulta necesario integrar numéricamente la

geodésica para obtener una estimacidon adecuada del angulo de dispersion.

La interpretacion fisica puede obtenerse directamente a partir del potencial efectivo nulo.
En este caso, la energia del fotdn resulta insuficiente para atravesar la barrera efectiva
asociada al maximo localizado en la esfera de fotones. Como consecuencia, el movimiento
radial se invierte en el punto de retorno y la trayectoria vuelve a dirigirse hacia regiones

alejadas del agujero negro.

Este fendmeno constituye una manifestacion directa de la curvatura del espacio-tiempo y
representa uno de los ejemplos mas intuitivos de desviacidn gravitatoria de la luz. Aunque
la simulaciéon no pretende reproducir observaciones astrofisicas reales, si permite visua-
lizar con claridad el mecanismo geométrico responsable de la deflexion de trayectorias

luminosas en presencia de un campo gravitatorio intenso.
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Por ultimo, la conservacion de la ecuacion radial efectiva presenta un residuo maximo
del orden de 107" durante toda la integracién, lo que confirma la excelente estabilidad

numérica de la simulacidn y la consistencia de los resultados obtenidos.

10.10. Conclusiones de las simulaciones

Las simulaciones desarrolladas en este capitulo han permitido visualizar de forma directa
los principales regimenes dindmicos del movimiento geodésico en el espacio-tiempo de
Schwarzschild. En todos los casos, las trayectorias obtenidas mediante integracion numé-
rica muestran una concordancia clara con las predicciones analiticas derivadas del potencial

efectivo, las condiciones de circularidad y los radios criticos estudiados previamente.

Para particulas masivas, la herramienta reproduce correctamente la existencia de drbitas
circulares estables para radios superiores a la ISCO, asi como la configuracién critica situada
en r = 6 M. También permite visualizar orbitas ligadas con precesion relativista, trayecto-
rias de captura, configuraciones circulares inestables, trayectorias de escape y casos de
validacidn en régimen de campo débil. En conjunto, estos ejemplos muestran de forma
directa la relacién entre los puntos de retorno, la estructura del potencial efectivo y el

comportamiento orbital resultante.

En el caso de las geodésicas nulas, las simulaciones confirman la existencia de la esfera de
fotones en r = 3 My su caracter inestable. Asimismo, la comparacién de trayectorias proxi-
mas al parametro de impacto critico bC = 3\/§M, junto con los casos de capturay dispersion
gravitatoria de fotones, permite visualizar la transicion entre los distintos comportamientos

posibles de la luz en regiones proximas al agujero negro.

De forma global, las simulaciones reproducen correctamente los radios caracteristicos, los
puntos de retorno y los distintos regimenes de movimiento previstos por el analisis tedrico.
Ademas, los residuos de conservacion obtenidos durante las integraciones permanecen
pequefiios, lo que proporciona una comprobacion adicional de la precisidon numérica de la

implementacion desarrollada.

Como sintesis cuantitativa, la Tabla 8 recoge algunas de las magnitudes mas representativas

obtenidas mediante la herramienta. Estos valores permiten comparar directamente varios
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de los escenarios estudiados y muestran la coherencia entre la integracién numérica, la
conservacién de las constantes del movimiento y las predicciones analiticas del potencial

efectivo.

Tabla 8. Resumen cuantitativo de las simulaciones representativas.

Simulacidn Resultado cuantitativo principal | Residuo maximo
L. . r .. =10M -7
min ~
Orbita circular estable r_ £10.000005 M 2x10
r. =6M
ISCO min 1.3x 1077
lmax = 6:004903 M
Orbita ligada con precesién A = 3.11rad por orbita 3.7x107%®
. . . Captura hacia el horizonte 14
Captura gravitatoria masiva (r - 2M) 4.0x10
Esfera de fotones _ r=3m 1.6 x 1077
orbita nula circular inestable
Trayectoria préxima a b b=5196672M 8.9x 107
y P c o = 3024762 M '

El andlisis temporal incorporado en las simulaciones permite ademas distinguir entre la
referencia estatica de dilatacién temporal gravitatoria y la relacion temporal asociada a una
particula masiva en movimiento. En las geodésicas temporales, la comparacién entre el
factor del observador estdtico y el factor propio de la particula muestra que la dilatacion
temporal depende tanto de la posicidon radial como del estado dinamico de la trayectoria.
En cambio, en las geodésicas nulas no se representa un tiempo propio del fotén, ya
que estas trayectorias satisfacen dT = 0. Esta distincion refuerza la coherencia fisica de la
herramienta y evita confundir la referencia geométrica estatica con la evolucion temporal

de una geodésica concreta.

En conjunto, el capitulo muestra que la herramienta desarrollada reproduce de forma
consistente los principales fendmenos geodésicos del espacio-tiempo de Schwarzschild.
La combinacidén de trayectoria orbital, potencial efectivo, evolucion radial, magnitudes
temporales y residuos de conservacion permite interpretar cada simulaciéon desde una
perspectiva fisica y numérica, reforzando la conexion entre el desarrollo analitico y la

visualizacidn computacional.
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11. Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo ha sido estudiar el movimiento geodésico de particulas
masivas y fotones en el espacio-tiempo de Schwarzschild mediante una combinacién de
desarrollo analitico y simulacién numérica. A partir de la métrica de Schwarzschild se han
deducido las constantes conservadas asociadas a las simetrias temporal y rotacional, asi
como la ecuacion radial efectiva que permite describir la dinamica mediante un potencial

efectivo.

El analisis del potencial efectivo ha permitido clasificar los principales regimenes de
movimiento: érbitas circulares, trayectorias ligadas, captura, escape y dispersion. Esta
formulacion ha mostrado que fendmenos aparentemente distintos pueden entenderse a
partir de una misma estructura matematica, determinada por la relacion entre la energia,

el momento angular y la geometria del espacio-tiempo.

Entre los resultados mas relevantes se encuentran la obtencién de la Ultima 6rbita circular
estable para particulas masivas, situada en r = 6 M, la esfera de fotonesen r=3M Yy el
parametro de impacto critico bC = 3\/§M para geodésicas nulas. Estos radios y escalas
caracteristicas no poseen equivalente directo en la dindmica newtoniana y constituyen

manifestaciones claras de la curvatura relativista del espacio-tiempo.

El trabajo también ha permitido estudiar la relacién entre tiempo propio y tiempo coor-
denado en la geometria de Schwarzschild. La dilatacion temporal gravitatoria, junto con
los efectos asociados al movimiento orbital, muestra que la curvatura no solo modifica la

forma de las trayectorias, sino también la medida del tiempo para distintos observadores.

Como parte central del trabajo se ha desarrollado una herramienta propia de simulacién

numérica e interpretacion visual. Esta herramienta integra las ecuaciones geodésicas redu-

110



José Félix Jiménez Justo
Analisis relativista del movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild

cidas, representa trayectorias orbitales, potenciales efectivos, radios criticos y magnitudes

temporales, y permite explorar de forma interactiva distintos regimenes dindmicos.

El cddigo fuente de la herramienta desarrollada se encuentra disponible en el repositorio

GitHub del proyecto, con el fin de facilitar la consulta de laimplementacion, la reproduccién

de las simulaciones y su posible ampliacién futura.

Asimismo, la herramienta desarrollada permite separar de forma explicita la referencia
estatica de dilataciéon temporal gravitatoria de la evolucidn temporal asociada a una
geodésica concreta. En las particulas masivas, esta distincidon permite comparar el factor
temporal de un observador estdtico con el factor propio de la particula en movimiento,
mostrando que la relacion entre tiempo propio y tiempo coordenado depende tanto de
la posicién radial como del estado dinamico de la trayectoria. En el caso de las geodésicas
nulas, la herramienta mantiene la interpretacion fisica correcta al indicar que los fotones

no poseen tiempo propio asociado.

Las simulaciones obtenidas reproducen de forma coherente las predicciones analiticas
desarrolladas previamente. En particular, permiten visualizar drbitas circulares estables, la
ISCO, drbitas ligadas con precesidn relativista, procesos de captura, la esfera de fotones
y la transicion entre captura y dispersion de geodésicas nulas. La concordancia entre los
resultados numéricos y la estructura del potencial efectivo confirma la consistencia fisica

de la implementacién desarrollada.

Desde el punto de vista metodolégico, la combinacién de andlisis matematico y simulacion
computacional ha resultado especialmente util para interpretar fendmenos relativistas
gue no siempre son intuitivos a partir de las ecuaciones. La herramienta desarrollada no
sustituye al tratamiento analitico, sino que lo complementa y permite visualizar de forma

directa cdmo la geometria de Schwarzschild condiciona la dindmica de particulas y fotones.

El alcance del trabajo se ha limitado a la solucion de Schwarzschild, correspondiente
a un objeto compacto estdtico, esféricamente simétrico, no cargado y sin rotacion. Esta
restriccion ha permitido realizar un estudio completo y controlado del problema, aunque
deja fuera efectos propios de agujeros negros rotantes, como el arrastre de referencia, la

ergosfera o la diferencia entre drbitas progradas y retrégradas.
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Como lineas futuras, resultaria natural extender la herramienta al estudio de geodésicas
en la métrica de Kerr, incorporar técnicas de trazado de rayos relativista y profundizar en
fendmenos observacionales como la sombra de agujeros negros, la lente gravitatoria fuerte
o la dinamica de discos de acrecidn. Estas extensiones permitirian conectar de forma mas

directa la formulacidon tedrica con escenarios astrofisicos realistas.

En conjunto, el trabajo muestra cdmo la geometria del espacio-tiempo determina de forma
precisa el movimiento de particulas y fotones en Relatividad General. El caso de Schwarzs-
child proporciona un marco suficientemente simple para desarrollar el analisis de manera
explicita, pero lo bastante rico como para revelar fendmenos fundamentales como la ISCO,

la esfera de fotones, la captura gravitatoria, la precesion relativista y la dilatacién temporal.
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Anejo A: Exportaciones y datos numeéricos

Ejemplo de archivo TXT exportado

La herramienta desarrollada permite exportar automaticamente la informacion relevante
de cada simulacién en formato de texto. Estos archivos recogen las condiciones fisicas y
numeéricas empleadas durante la integracion, asi como varias magnitudes utiles para veri-

ficar la coherencia del resultado obtenido.

La Tabla 9 muestra un ejemplo representativo de la informacion exportada para una érbita

circular estable.

Tabla 9. Ejemplo representativo de la informacion exportada automdticamente por la

herramienta.
Parametro Valor
Tipo de trayectoria | Orbita circular estable
E 0.956183
L 3.779645
b 3.952847
I in 10M
I nax 10M
T 2000 M
t 2390.4573 M
Razén 0.836660
Residuo maximo 1.99- 107’
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Estos datos permiten documentar cada simulacién de forma reproducible y comparar de
manera directa distintas configuraciones fisicas sin depender Unicamente de las represen-

taciones graficas.
Diagnodstico completo de la simulacion

Ademas de la exportacion en formato TXT, la herramienta incorpora una ventana de diag-
ndstico completo accesible desde la interfaz principal. Esta funcionalidad resume el tipo
de trayectoria, las constantes conservadas, los radios extremos alcanzados, las magnitudes

temporales y los indicadores de conservaciéon numérica.

Figura 16. Ventana de diagndstico completo generada por la herramienta para una simu-

lacion de orbita circular estable.

Potencial efectivo (L=3.

n temporal a lo largo de la trayecto

La Figura 16 muestra un ejemplo correspondiente a una drbita circular estable. En ella
se observa como la herramienta presenta de forma estructurada los parametros fisicos y

numéricos de la simulacidn, facilitando la interpretacién y validacion del resultado.

Desde el punto de vista numérico, una de las magnitudes mas importantes es el residuo

asociado a la ecuacidn radial efectiva:

|E? =V g(r) - F?], (174)
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que permite comprobar la conservacion de la relacién dindmica durante la integracion.
Valores pequeiios de esta cantidad indican que la solucién numérica reproduce correcta-

mente las ecuaciones geodésicas utilizadas.
Magnitudes cuantitativas calculadas automaticamente

Ademas de las representaciones graficas, la herramienta calcula automaticamente magni-
tudes cuantitativas que permiten documentar y validar las simulaciones realizadas. Entre
ellas se incluyen radios extremos, residuos de conservacién, precesion relativista del pe-
riastro, comparacién con aproximaciones analiticas y angulos de deflexidn para geodésicas

nulas.

Estas magnitudes proporcionan una referencia numérica complementaria a las figuras y
permiten comprobar de forma directa la coherencia entre la integracion numérica, las

constantes conservadas y las predicciones obtenidas a partir del potencial efectivo.

En los apartados siguientes se recogen algunos ejemplos representativos de estas capaci-
dades, utilizados como apoyo cuantitativo a los resultados presentados en el cuerpo

principal del trabajo.
Precesion relativista del periastro

Para las drbitas ligadas de particulas masivas, la herramienta detecta automaticamente los
periastros sucesivos de la trayectoria. Una vez integrada numéricamente la geodésica, los

periastros se identifican como minimos locales de la funcidn radial r(A).

Si oy representa el valor de la coordenada angular acumulada en el periastro i, la prece-

sidn numérica media se calcula midiendo el exceso angular respecto a una vuelta completa:
1 N-1

AP,y = N -1 Z[(pp,i+1 ~Pyi- 21'[] ) (175)
i=1

donde N es el numero total de periastros detectados. Esta expresidon no introduce una

nueva ecuacion fisica, sino que define el procedimiento numérico empleado por la herra-

mienta para estimar la precesidon media a partir de la trayectoria integrada.
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En la implementacion se utiliza la coordenada angular acumulada, evitando saltos artifi-
ciales asociados a la periodicidad 21. De este modo, la precesidon numérica se obtiene

directamente de la simulacidn, sin recurrir a aproximaciones de campo débil.

La expresion:

Ap ~ — (176)

se utiliza Unicamente como referencia analitica de comparacion en el régimen de campo
débil, donde p representa el semilatus rectum de la érbita ligada. Esta férmula se obtiene
a partir de la ecuacion orbital relativista mediante una expansién de primer orden en % y

corresponde al resultado clasico de la precesion relativista del periastro.

Dicha expresion es valida cuando % es pequefio, por lo que resulta util como referencia
para Orbitas alejadas del agujero negro, aunque deja de ser precisa cuando la trayectoria

penetra en regiones mas relativistas.

Como caso de validacion se consideré una érbita ligada con periastro medio Moeri =
39.759565 M y apoastro medio Fapo = 60.601 968 M. Para esta configuracién se obtuvo
un semilatus rectum p = 48.016 562 M y una excentricidad e = 0.207673. La simulacion
proporciond una precesion media de A - =0.43378 rad por orbita, mientras que la
aproximacién analitica dio A, ., = 0.392 564 rad por orbita, con una discrepancia rela-

tiva del 10.50%.

Este resultado muestra que la aproximacion de campo débil reproduce correctamente el
orden de magnitud de la precesidon cuando la érbita se mantiene suficientemente alejada
del agujero negro. La diferencia observada puede atribuirse a correcciones relativistas de

orden superior no incluidas en la expresién aproximada.

En cambio, para una érbita mds proxima al agujero negro, caracterizada por un periastro

medio r__ . = 6.764 M, la discrepancia relativa aumenta hasta aproximadamente el 82.8%.

peri
Este comportamiento confirma la pérdida de validez de la aproximacion de campo débil en

regiones cercanas a la ISCO, donde los efectos relativistas son mucho mas intensos.
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Esta configuracion se incorporé como preset de validacion en campo débil dentro de la
herramienta. Su objetivo no es introducir un fendmeno fisico nuevo, sino comprobar que la
integracion numeérica reproduce correctamente el comportamiento esperado en el limite

perturbativo.
Dilatacion temporal integrada

Para particulas masivas, el parametro afin utilizado en la integracién coincide con el tiempo
propio T de la particula, es decir, A = T. Por tanto, el tiempo propio acumulado se obtiene
directamente a partir del intervalo total de integracién. Esto permite comparar el tiempo
experimentado por la particula con el tiempo coordenado t asociado a un observador

situado en el infinito.

El tiempo coordenado acumulado se calcula integrando la ecuacidon temporal de la geodé-

sica:
dt _ E
ar "0’ w7
de modo que:
si t(0)=0, t(r;)= _/; K ( f(r’iT)))dT (178)

A partir de ambas magnitudes se obtiene la razén integrada %, gue permite comparar el
tiempo experimentado por la particula con el tiempo coordenado asociado a un observador

situado en el infinito.

Como ejemplo representativo de drbita circular estable, para una trayectoria situada en
r = 10 M se obtuvo un tiempo propio acumulado T = 2000 M y un tiempo coordenado t =

2390.4573 M, lo que corresponde a una razén % = 0.836660.

En la drbita circular marginalmente estable, situada en r = 6 M, la diferencia entre ambos
tiempos es mayor. En este caso, la simulacién proporciond T = 5000 Myt = 7069.735452M,
obteniéndose una razén % = 0.707240. La diferencia acumulada entre ambos tiempos fue

de aproximadamente 2069.7M.
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La comparacién entre ambos casos confirma que la discrepancia entre tiempo propio y
tiempo coordenado aumenta al disminuir el radio orbital. Este resultado es coherente con

la intensificacidn de los efectos relativistas en regiones mas préximas al agujero negro.
Analisis temporal de la trayectoria

Ademas de la dilatacidon temporal integrada, los archivos de diagndstico exportados incor-
poran un analisis temporal asociado a la trayectoria calculada. Para geodésicas temporales,
la herramienta evalua el factor de dilatacidon correspondiente a un observador estético

situado en el mismo radio instantaneo de la particula:

dTest 2M

dt = 1—%,, (179)

y lo compara con el factor temporal propio de la particula simulada:

2M

dTt - ==

part r(t)
i (180)

De este modo, el archivo TXT recoge los valores minimo, maximo y medio de ambos
factores durante la integracion. Esta informacidon permite distinguir entre la contribucion
gravitatoria asociada Unicamente a la posicidon radial y la relacion temporal experimentada

por una particula masiva en movimiento.

En el caso de geodésicas nulas, el diagndstico indica explicitamente que la dilatacion
temporal propia no es aplicable, ya que los fotones no poseen tiempo propio asociado a
su trayectoria. Esta distincion evita atribuir a las geodésicas nulas una magnitud temporal

que solo estd definida para trayectorias temporales.
Conservacion numérica de la ecuacion radial efectiva

La estabilidad de las simulaciones se evalué monitorizando durante toda la integracion el

residuo asociado a la ecuacion radial efectiva:

|E? -V g(r) - F?]. (181)
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Idealmente, esta cantidad debe permanecer nula a lo largo de la trayectoria, por lo que su
magnitud constituye un indicador directo de la precision de la integracién numérica y de

la conservacion de las constantes del movimiento.

En el caso de validacidn de la precesidon en campo débil se obtuvo un residuo maximo de
3.054 - 107® y un residuo medio de 9.060 - 107/, valores compatibles con una conserva-

cion numérica excelente.

Para la orbita ligada con precesién relativista fuerte se obtuvo también una conservacion
muy precisa, con un residuo maximo de 9.444 - 107*3 y un residuo medio de 4.927 - 1073

durante toda la integracion.

En configuraciones criticas como 1a ISCO o la esfera de fotones, los residuos alcanzan valores
del orden de 1077. Este comportamiento no indica una inconsistencia fisica del modelo, sino
que refleja la mayor sensibilidad dinamica de érbitas marginalmente estables o inestables,
donde pequefias perturbaciones numéricas pueden amplificarse durante integraciones

prolongadas.

En conjunto, los residuos obtenidos muestran que la herramienta conserva adecuadamen-
te la ecuacion radial efectiva y reproduce de forma estable la dindmica geodésica en los

regimenes estudiados.
Parametros utilizados en las simulaciones principales

La siguiente tabla resume las configuraciones fisicas empleadas en las simulaciones mas
representativas analizadas en el cuerpo principal del trabajo. Se incluyen tanto geodésicas
temporales como geodésicas nulas, indicando las constantes conservadas y el radio inicial

utilizado en cada caso.

119



José Félix Jiménez Justo
Analisis relativista del movimiento geodésico en el espacio-tiempo de Schwarzschild

Tabla 10. Parametros fisicos utilizados en las simulaciones principales del trabajo.

Caso Tipo E L %
Orbita circular estable Masiva 0.956183 3.779645 10
ISCO Masiva 0.942809 3.464102 6
Precesion relativista Masiva 0.975000 4.000000 8
Captura gravitatoria Masiva 0.950000 2.500000 5
Esfera de fotones Foton 1.000000 5.196152 3
Parametro de impacto Fotdn 1.000000 | = 5.196152 30
critico

Los casos seleccionados cubren los fendmenos mas relevantes estudiados en el espacio-
-tiempo de Schwarzschild. En conjunto, permiten analizar drbitas circulares estables,
estabilidad marginal en la ISCO, precesion relativista, captura gravitatoria de particulas
masivas, la orbita nula critica asociada a la esfera de fotones y la transicién entre captura

y dispersién gobernada por el parametro de impacto critico.
Informacion numérica adicional

Todas las simulaciones presentadas en este trabajo se han realizado en unidades geome-

trizadas, adoptando la convencién:
G=c=M=1, (182)

de modo que las distancias, tiempos y masas quedan expresados en una misma escala
natural. Esta eleccidn simplifica las ecuaciones geodésicas y permite centrar el analisis en

la estructura dinamica del espacio-tiempo de Schwarzschild.

La integracion numérica se ha llevado a cabo mediante el método DOP853, un integrador
explicito de orden elevado con control adaptativo del paso. Este método ajusta automa-
ticamente el tamafio de paso en funcién del error estimado, resultando adecuado para

trayectorias que requieren alta precisién numérica.

En todas las simulaciones se ha empleado una tolerancia de 107°. La configuracidn

numeérica utilizada se resume en la Tabla 11.
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Tabla 11. Configuracion numérica empleada en las simulaciones.

Parametro numérico Valor
Método de integracion DOP853
Variable de integracion A (parametro afin)

Control de paso Adaptativo
Tolerancia 1071
Unidades G=c=M=1

Magnitud monitorizada |E? - V (1) - F?|
Error tipico 10772107

La Tabla 11 recoge los principales parametros numéricos utilizados durante el desarrollo

de las simulaciones.

Anejo B: Capturas adicionales de la herramienta

Simulador principal

La Figura 17 muestra la pestaina principal de la herramienta desarrollada. Desde este
entorno se configuran las condiciones fisicas y numéricas de la simulacién, se seleccionan

los presets de interés y se ejecuta la integracion numérica de las ecuaciones geodésicas.
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Figura 17. Vista general del simulador principal.

Explorador de Geodésicas de Schwarzschild & Exportar para TFG Exportar paneles por separado

La interfaz permite visualizar simultdneamente la trayectoria orbital, el potencial efectivo,
la evolucién radial y, para geodésicas temporales, la comparacion entre el factor temporal
de un observador estatico situado en el mismo radio instantaneo y el factor propio de
la particula simulada. Esta disposicion facilita la interpretacidén conjunta de los resultados
fisicos y numéricos obtenidos, manteniendo separada la referencia estatica general en un

maodulo independiente.
Referencia estatica de dilatacidon temporal gravitatoria.

La Figura 18 muestra el mddulo independiente dedicado a la referencia estatica de dilata-

cion temporal gravitatoria en el espacio-tiempo de Schwarzschild.
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Figura 18. Mddulo independiente de referencia estdtica de dilatacion temporal gravitatoria.

Explorador de Geodésicas de Schwarzschild & Bxportar para TFG Exportar paneles por separado

Este mddulo representa la relacidn % = ,/1 - # en funcion del radio. A diferencia del
panel temporal del simulador principal, esta grafica no esta asociada a una trayectoria
geodésica concreta, sino a observadores estaticos situados a distintos radios. Por ello,
debe interpretarse como una referencia geométrica general para estudiar cdmo varia la

dilataciéon temporal gravitatoria con la coordenada radial.

En las simulaciones principales, el panel temporal se interpreta de forma distinta: para
particulas masivas compara el factor del observador estatico evaluado sobre el radio
instantdneo de la trayectoria con el factor propio de la particula simulada; para fotones,

indica que el tiempo propio no esta definido para geodésicas nulas.
Explorador de potencial efectivo

La Figura 19 muestra el mdédulo dedicado al analisis interactivo del potencial efectivo. En
la captura se representa un caso de particula masiva con E = 0.975y L = 4.0, junto con los

radios caracteristicos, las regiones permitidas y los puntos de retorno del movimiento.
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Figura 19. Explorador interactivo del potencial efectivo.

Explorador de Geodésicas de Schwarzschild & Exportar para TFG Exportar paneles por separado

Exploradec

Este mddulo permite estudiar de forma aislada la influencia de los parametros conservados
sobre la estructura del potencial, identificando maximos, minimos, puntos de retorno y

cambios de régimen dindmico.

Ademas de la representacion grafica, el mddulo incorpora un panel lateral de informacion
gue resume automaticamente la interpretacion fisica de la configuracién seleccionada. En
este panel se indican el tipo de régimen dinamico identificado, los parametros empleados,
la existencia de maximos, minimos y puntos de retorno del potencial efectivo, asi como una
breve interpretacion cualitativa de la trayectoria esperada. Esta informacion complementa
la graficay facilita la lectura fisica del potencial sin necesidad de realizar manualmente cada

comprobacién.
Comparador de trayectorias

La Figura 20 muestra el comparador de trayectorias utilizado para representar simultanea-
mente varias geodésicas. En este ejemplo se comparan trayectorias luminosas con distintos

valores del parametro de impacto alrededor del valor critico bc.
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Figura 20. Comparador de trayectorias para geodésicas proximas al paradmetro de impacto

critico.

& ExportarparaTFG  E3 Exportar paneles por separado.

Explorador de Geodésicas de Schwarzschild

La representacion conjunta permite visualizar de forma inmediata la transicidn entre cap-
tura, trayectoria critica y escape, mostrando la sensibilidad del sistema frente a pequenas

variaciones del parametro de impacto.
Comparador de deflexion de fotones

La Figura 21 muestra una configuracion adicional del comparador de trayectorias dedicada
al estudio de la deflexién gravitatoria de fotones. En este caso se representan simultanea-
mente varias geodésicas nulas con distintos valores del parametro de impacto b, todas ellas

con energia E = 1y radio inicial r, = 100 M.
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Figura 21. Comparador de trayectorias para el andlisis de la deflexion gravitatoria de

fotones con distintos valores del parametro de impacto.

Comparador de trayectorias

= 6.0 M (campo fuerte)

b=7.0M
b=8.0M
b=100M
b=150M
b = 25.0 M (campg/debil)
Horizonte r=2
1 Esf.fotones

La Figura 21 permite visualizar cémo la desviacién gravitatoria disminuye al aumentar el

parametro de impacto. Para valores proximos al valor critico bC = 3\/§M, las trayectorias

experimentan una curvatura mucho mds intensa y alcanzan radios minimos mas proximos

al agujero negro. En cambio, para valores grandes de b, la trayectoria se aproxima progre-

sivamente al régimen de campo débil, en el que la deflexién puede compararse con la
4M

aproximacion o = B

Esta funcionalidad complementa el andlisis cuantitativo de la deflexidon presentado en la

Seccidn 10.9.2 y muestra que la herramienta permite comparar de forma simultanea varios
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regimenes de dispersion luminosa, desde configuraciones de campo fuerte hasta trayec-

torias de campo débil.
Sistema de exportacion

La Figura 22 muestra el sistema de exportaciéon integrado en la herramienta. Esta funcio-
nalidad permite guardar tanto el panel completo de simulacidon como los paneles graficos
individuales asociados a cada caso estudiado. Ademas, la herramienta permite generar
automaticamente archivos de texto con los pardmetros fisicos, las magnitudes numéricas

y los metadatos necesarios para documentar cada simulacion.

Figura 22. Sistema de exportacion de figuras y datos integrado en la herramienta.

Explorador de Geodésicas de Schwarzschild & Exportar para TFG. Exportar paneles por separado

El sistema de exportacién facilita la documentacidn sistematica de los resultados, permi-
tiendo guardar las figuras utilizadas en la memoria, generar ampliaciones individuales de
las graficas principales y conservar los metadatos necesarios para reproducir cada simu-

lacion.
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