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Resumen

Este trabajo pretende ser un compendio didactico para la formacidn en Fisica en cuantoala
aplicacion que tiene la resolucién de ecuaciones en derivadas parciales a problemas como
la conduccidn de calor en una varilla, la amplitud de vibracidon de una cuerda vibrante o la
distribuciéon de temperatura en una placa rectangular. Se hard un repaso de los aspectos
necesarios para dicha resolucion como son el problema de Sturm-Liouville regular y las
series de Fourier. El problema es ambicioso ya que se desea conocer la temperatura en un
punto de una varilla o la amplitud de vibracién de un punto de una cuerda en cualquier
instante. Por Ultimo se presentaran algunos métodos numéricos para resolver ecuaciones
en derivadas parciales que son de gran utilidad ya que no siempre las condiciones iniciales

y las condiciones frontera seran tan simples como para poder aplicar la resolucion analitica.

Palabras clave: EDP, Ecuacién de calor, Ecuacidon de onda, Sturm-Liouville, Método de

separacion de variables, Series de Fourier.

Abstract

This work aims to be a didactic compendium for Physics training regarding the application
of solving partial differential equations to problems such as heat conduction in a rod, the
vibration amplitude of a vibrating string, or the temperature distribution in a rectangular
plate. A review will be made of the necessary aspects for such resolution, such as the
regular Sturm-Liouville problem and Fourier series. The problem is ambitious since the
objective is to know the temperature at a point on a rod or the vibration amplitude of a
point on a string at any instant. Finally, some numerical methods for solving partial diffe-
rential equations will be presented, which are very useful since the initial and boundary

conditions will not always be simple enough to apply analytical solutions.

Keywords: PDE, Heat equation, Wave equation, Sturm-Liouville, Separation of variables,

Fourier series.
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1. Introduccion

Las ecuaciones de calor y de onda son ecuaciones en derivadas parciales (EDP) y su estudio

es fundamental en la modelizacién de fendmenos fisicos.

La ecuaciéon de calor describe la evolucién temporal de la temperatura en un cuerpo,
mientras que la ecuacidon de onda modela la propagacién de perturbaciones como el
sonido, vibraciones, ondas electromagnéticas, etc. Ambas se aplican en diversas disciplinas

como la fisica, la ingenieria mecanica y eléctrica o la geofisica y la medicina.

El estudio de estas ecuaciones no solo permite comprender fendmenos naturales, sino
también desarrollar métodos numéricos que sirven de base para herramientas modernas

de simulaciéon computacional.

La motivacién central es entender cdmo se resuelven las ecuaciones de calor y de onda

desde un punto de vista analitico y numérico. Esto permitira:

* Interpretar con precisidon el comportamiento fisico de sistemas reales.
e Contrastar soluciones exactas con aproximaciones computacionales.
e Adquirir habilidades prdacticas en modelado y simulacién numérica.

* Prepararse para resolver problemas reales en fisica e ingenieria mediante herramientas

matematicas y digitales.

Situando en contexto histdrico el origen de estas ecuaciones tenemos que en el siglo XVIII
la ecuacion de onda fue una de las primeras EDP en aparecer en la fisica. Fue formulada

por Jean le Rond d’Alembert en 1747 [1] para describir la vibracion de cuerdas.
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En el siglo XIX la ecuacidn de calor fue introducida por Joseph Fourier en 1822 [2] donde

desarrolld el uso de series de Fourier para su resolucién.
Su enfoque marco el nacimiento del andlisis de Fourier como rama matematica.

Una EDP, ecuacidn en derivadas parciales [3] es una ecuacién matemdtica que contiene
derivadas parciales de una funcion, por ejemplo:

Ou(x,t) N 1582u(x, t)

ot ooz Y

donde se desea determinar la funcion u(x, t) que verifica dicha ecuacion.
Usaremos la notacién subindicial en la que el subindice representa la variable respecto a
la que se deriva, por ejemplo:

9%y

En el caso de la Fisica hay tres ecuaciones en derivadas parciales que son relevantes:

e La ecuacién de calor:

uy =k - ugy, +q(z,t) (1)
* La ecuacion de onda:
Uy = € Uy, +q(z,t) (2)
¢ La ecuacion de Laplace:
Ugy + Uy = q(T,1) (3)

Debido que el trabajo seria muy extenso nos centraremos en la ecuacién de calor y la

ecuacion de onda.

Para resolver estas ecuaciones necesitamos conocer algunos conceptos previos.
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2. Base matematica para la resolucion de EDP

2.1. Un problema de Sturm-Liouville regular

El siguiente problema de Sturm-Liouville [4] aparece en practicamente todos los casos que

se estudian en la resolucidn de ecuaciones en derivadas parciales:
y +dy=0 (4)
sujeta a las condiciones frontera:

{kly(a) + kay'(a) =0
ksy(b) + kayy'(b) =0

siendo A un numero real, k; y k, (respectivamente k5 y k,) numeros reales no nulos
simultaneamente y [a, b] un intervalo de la recta real.

Los valores de A para los que existe una solucién no nula de Ec. 4 son los autovalores de la
ecuacion y las soluciones no nulas son las autofunciones de la ecuacién asociadas a \.
Suponiendo A > 0 escribiremos A = a2 conac > 0

La solucién general de Ec. 4 es:

* ParaA > 0= f(x) = Asin(ax) + Bcos(ax)

* ParaA=0= f(z) = Az + B

2.1.1. Caso 1

Las condiciones frontera se corresponden con:

y(a) =y(b)=0=ky =k, =0 (5)
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* Si A = 0 alimponer las condiciones frontera Aa + B =0y Ab+ B = 0 con lo que
obtenemos la solucién nula que no estamos considerando.

* Si A # 0 al imponer las condiciones frontera llegamos al sistema:

Asin(aa) + Bceos(aa) =0
Asin(ab) + Bcos(ab) =0
que tiene solucién no trivial si:

sin(aa) cos(aa)
sin(ab) cos(ab)

‘ = sin(aa) cos(ab) — cos(aa) sin(ab) = sin(a(b—a)) =0

entonces a(b—a) =nmconn > lyaquea > 0yb—a > 0 portanto o, = 3
Los autovalores serdn \,, = (%) y las autofunciones f, (z) = sin(nm3=2) conn > 1.

2.1.2. Caso 2

Las condiciones frontera se corresponden con:
y'(a) =y (b)=0=k =k;=0 (6)

* Si A = 0 alimponer las condiciones frontera A = 0 con lo que obtenemos soluciones
constantes f(z) = B.

* Si A # 0 al imponer las condiciones frontera llegamos al sistema:

aAcos(aa) — aBsin(aa) =0
aAcos(ab) — aBsin(ab) =0
que tiene solucién no trivial si:

acos(aa) —asin(aa)
acos(ab) —asin(ab)

= —a? sin(ab) cos(aa) + a? cos(ab) sin(aa) =

= —a?sin(a(b—a)) =0

nm

entonces a(b —a) =nmconn > lyaquea > 0yb—a > 0 portanto a,, = 3=

nm
—Qa

Los autovalores seran A, = ( ) y las autofunciones f,, (z) = cos(nr$=2) con n > 1.

S

r—

Podemos tomar f,, (z) = cos(nmi=2) conn > 0ya que fy(z) =1
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2.1.3. Caso 3

Las condiciones frontera se corresponden con:
y(a) =y (b) =0=ky =k3 =0 (7)

* Si A =0 al imponer las condiciones frontera Ab+ B=0y A=0conloque A=0y
B = 0 obtenemos la solucién nula que no estamos considerando.

* Si A # 0 alimponer las condiciones frontera llegamos al sistema:

Asin(aa) + Bcos(aa) =0
aA cos(ab) — aBsin(ab) =0

gue tiene solucién no trivial si:

sin(aa)  cos(aa)

acos(ab) —a sin(ab)‘ = —asin(aa) sin(ab) — a cos(aa) cos(ab) =

= —acos(a(b—a)) =0

entoncesa(b —a) = —5 +nmconn > lyaquea > 0yb — a > 0ytendremos por tanto
2n—1
que a,, = (2’&_(3)”
2

Los autovalores seran \,, = ((g?b__t);r) y las autofunciones f, (z) = sin(@%) con
n > 1.
2.14. Caso 4
Las condiciones frontera se corresponden con:

y'(a) =yb)=0=Fk =k, =0 (8)

* Si A = 0 al imponer las condiciones frontera A=0y Ab+ B=0conloque A=0y
B = 0 obtenemos la solucidn nula que no estamos considerando.

* Si XA # 0 al imponer las condiciones frontera llegamos al sistema:

aAcos(aa) — aBsin(aa) =0
Asin(ab) + Bcos(ab) =0

que tiene solucién no trivial si:
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acos(aa) —asin(aa)

sin(ab) -+ cos(ab) = a cos(aa) cos(ab) + asin(aa) sin(ab) =

= acos(a(b—a))=0

entonces (b —a) = —5 + nmwconn > lyaquea > 0yb —a > 0ytendremos por tanto
_ (2n—-D)m
que o, = S0b—a) *
2
Los autovalores seran \,, = ((g?b__z);r) y las autofunciones f,, (z) = cos(@";l)”g—> con

n > 1.

2.1.5. Caso periddico

Las condiciones frontera se corresponden con:

@) = (b
i = )

* Si A = 0 alimponer las condiciones frontera Aa + B = Ab+ By A = A porlo que
tendremos que A = 0y obtenemos las soluciones constantes f(z) = B

* Si A # 0 al imponer las condiciones frontera llegamos al sistema:

Asin(aa) — aBcos(aa) = Asin(ab) + Bcos(ab)
aAcos(aa) — aBsin(aa) = aA cos(ab) — aBsin(ab)

que tiene solucién no trivial si:

sin(ab) — sin(aa) cos(ab) — cos(aa)
a(cos(ab) — cos(aa)) —a(sin(ab) — sin(aa))

= —2a(1 — (cos(aa) cos(ab) + sin(aa) sin(ab)) =0

entonces cos(a(b—a)) = 1luego a(b—a) =2nwmconn >0yaquea>0yb—a >0

(2nw

2 .
y tendremos por tanto que «,, 2”7’ =y los autovalores seran A, m) siendo sus

2nm 2nmw

autofunciones f,; (z) = sin (22X ) conn > 1y fo(x) = cos(Zz) yconn > 0
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Resumimos todos los casos en Tabla 1

Tabla 1: Resumen casos Sturm-Liouville

Autofunciones
Casosa < b Autovalores A\, n
Sn ()
Caso 1: :
(=) sin(nri=2) n>1
y(a) =y(b) =0
Caso 2: N
, , (%) cos(nm3=¢) n >0
y'(a) =y'(b)=0
Caso 3:
, (Ga) | sm(®5m5) n>1
y(a) =y'(b) =0
Caso 4:
(S5) | eos(®5 ) n>1
y'(a) =y(b) =0
Caso periddico:
sin (22T % n=1
Jia) = 3(6) = 0 (221)? ()
/ / 2nm n > 0
y'(a)=y'(b)=0 cos(322 )
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2.2. Serie de Fourier

2.2.1. Definicién

Dada una funcién f(t) periddica de periodo 7" su serie de Fourier viene dada por: [5]
= t t
ft) = a_zo +7;(an COS(%) +b, sin(%)) (10)
con periodo T = 2L.

2.2.2. Coeficientes de Fouriera,, y b,

Los coeficientes a,, y b,, se obtienen integrando a lo largo de un periodo con las siguientes

formulas:

0 = %/_i £(#) cos(%ﬂ)dt (11)
b, = %/_LL (1) sin<"T”)dt (12)

2.2.3. Propiedades

* Si f(t) presenta simetria par (simetria respecto al eje y), es decir, si f(t) = f(—t) los
coeficientes b,, son cero.

* Si f(t) presenta simetria impar (simetria respecto al origen), es decir, si f(t) = —f(—t)
los coeficientes a,, son cero.

e Si la funcion es simétrica (par o impar) se puede integrar en la mitad del periodo y

multiplicar por dos para hallar los coeficientes.

Tabla 2: Simetria en series de Fourier

Funcién a,conn >0 b,conn >1

Impar

Simetria respecto al origen

Par

Simetria respecto al eje Y
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2.2.4. Teorema de Dirichlet

Si f(t) es una funcidn continua por tramos y de periodo T, entonces la serie de Fourier
converge a f(t,) si la funcidn en ¢, es continua o presenta discontinuidad evitable y a la

media de los limites laterales si la discontinuidad en ¢, es de salto finito.

2.2.5. Ejemplo de funcion sin simetria

Calcular el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(t) = t? en el intervalo (0, 27)
siendo periddica de periodo 27.
Lo primero que haremos sera representar la funcidn periddica a la que vamos a aproximar

mediante la serie de Fourier y veremos si presenta algun tipo de simetria.

40

30

201

I I I
-10 -5 5 10

Figura 1: Funcién f(t) = t2 en el intervalo (—4m, 4)

El periodo es 27 por lotanto 2L = 2w conloque L =7
La funcidn no presenta simetria par ni impar por lo tanto tendremos que calcular ambos

coeficientes a,, y b,, y sustituimos en Ec. 10

Calculamos los coeficientes a,,:
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u =t2 = du=2t-dt
sin(nt)
n

dv = cos(nt)dt = v =

1 i i 1 i 2
0 = lz , sin(nt) _/Sm(”t) 2t-dt} - —{H sin(nt) _ —/sin(nt)-t-dt} =
7r n n T n n
u =t = du =dt
— t
dv =sin(nt)dt = v = —cos(nt)
n

n

[tQ sin(nt) 2l—tcos(nt) /—cos(nt) dt”

n n? n3

2
1 [t2 sin(nt) N 2t cos(nt) 2sin(nt)]
a P — J—
T n

a g
n n? n3

1 [4#2 sin(27n) N 47 cos(2mn) 2sin(27m)] 1 4n 4
m n

ya que sin(27n) = 0ycos(2mn) =1 Vn
Como el valor de n = 0 anula al denominador de a,, el coeficiente a, tenemos que calcu-

larlo aparte.

2
1 [%7 Ot 1 [%7 1| 83 /2
ao:—/ tQCOS(i)dt:—/ t2dt =~ | = _ o _ T

T Jo T 0 7| 3 . 37 3

3

Calculamos los coeficientes b,,:

b, = %/_jj; f(t) sin(%ﬁ)dt

1 2w t 1 27
b, = —/ t2 sin(ﬂ)dt = —/ t2 sin(nt)dt
T J, T T J,
u = t2 = du =2t -dt
— cos(nt)

dv =sin(nt)dt = v =
n

10
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— cos(nt) 17, —cos(nt) 2
—cos(nt) y, dt] {tQ-M——/—COS(nt) 't-dt]

™ n n

v = —cos(nt)dt = v :M

B
{ = du = dt

n

n

2
b - % [—t2 cos(nt) n 2t sin(nt) n 2cos(nt)]

n n? n3
0

—47? —47

n n

1| —4n? 2 47 sin(2 2 2
b __[ 7 cos(27mn) n 7 sin(27n) n cos( wn)]

1
n n? n3 T

ya quesin(27n) = 0ycos(2mn) =1 Vn

Por lo tanto sustituyendo en Ec. 10 la serie de Fourier pedida es:

r? (4 —4r 472 > t 7 sin(nt
f(t) = =3 +Z<Fcos(nt) +— sm(nt)) - _'_47;(%%27% ) Ts n(n ))

n=1

2.2.6. Convergencia de la serie para distintos valores de N

Como acabamos de ver la serie de Fourier para la funcion dada es:

0 42 (cos (nt) Wsir;(nt))

con N — oo.

Representada para valoresde N =4, N =8, N = 15y N = 40, nos queda:

11
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10 -10 -5 5 10

— N=15 — N=40
Figura 2: Evolucién de la serie de Fourier para distintos valoresde N — oo

Vemos que al aumentar N la serie converge a la funcion original.

2.2.7. Aplicacion a la suma de series

Aungue para nuestro estudio no tiene importancia esta parte, considero interesante el que

se vea esta aplicacion de las series de Fourier al calculo de suma de series.

Calcula a partir de la serie de Fourier obtenida previamente el valor de:

Para ello partimos de la serie de Fourier obtenida:

flty =2+ 4§j: (COngﬂ . wsin(nt))

n

y particularizamos parat = 0:
A2 > 1
f0) =2 +4) —
n=1 n

Aplicando el teorema de Dirichletent = 0, tenemos una discontinuidad de salto finito por

lo que:

12
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F(0%) + £(07) _ 0+ 4n”

= = 272
Luego,
A7 =1
212 = — +4 —
e R D
n=1
y despejando:
S
= n? - 4 6

2.2.8. Ejemplo de funcion con simetria par

Dada la funicén:

0 si0<t<1
f(t)_{l Sil<t<?

determinar su serie de Fourier suponiendo que es una funcién par.
Comenzamos representando la funcidn en el intervalo [0, 2] y extendiendo su domino para

que sea simétrica par (respecto al eje y).

13
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151

1.0

0.5

-0.5-

Figura 3: Serie de Fourier de f(t) simétrica respecto al eje y

El periodo es 4 por lo tanto 2L = 4 conloque L = 2
La funcién presenta simetria par por lo tanto la serie de Fourier tendra la forma:
(@)

F)="2+ E(an cos(%ﬂ)) (13)

n=1

Calculamos los coeficientes a,,:

2
sin("3) | 2sin(nm) —2sin(%F)  —2sin(4F)
nm nim

Vemos que en n = 0 se anula el denominador por lo tanto el coeficiente a, tenemos que

calcularlo aparte.

2 ! Ont 2 (2 Ot 2
aoz—/ OCOS<i>dt+—/ 1cos<i>dt=/ dt=[tf=2—-1=1
2/, 2 2/, 2 .

Por lo tanto sustituyendo en Ec. 13 la serie de Fourier de la funcién dada es:

14
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ft) = % + i —2sin(*5) cos(n;rt)

n=1

En la siguiente grafica se muestra la suma de los 40 primeros términos de la serie de Fourier

obtenida.
1.5¢ 1.5¢
1.0¢ 1.0¢
-4 -2 2 4 -4 -2 2 4
-0.5 -0.5
—— N=4 - N=8
1.5¢ 1.5
1.0¢ 1.0
0.5 0.5
-4 -2 2 4 -4 -2 2 4
-0.5" -0.5"
— N=15 - N=40

Figura 4: Serie de Fourier de f(t) simétrica respecto al eje y para distintos valores de N.

2.2.9. Ejemplo de funcién con simetria impar
Dada la funcion f(t) =2—t con 0<t<1

Determinar su serie de Fourier suponiendo que es una funcién impar.
Comenzamos representando la funcidn en el intervalo [0, 1] y extendiendo su domino para

que sea simétrica impar (respecto al origen).

15



Luis Fernando Rodriguez Garcia

Resolucion de ecuaciones en derivadas parciales aplicadas a la Fisica

-1+

Fig 5: Serie de Fourier de f(¢) simétrica respecto al origen.

El periodo es 2 por lotanto 2L = 2conloque L =1
La funcidn presenta simetria impar por lo tanto la serie de Fourier tendrd la forma:
0

f(t) ~ Z(bn sin(%rt)) (14)

n=1

Calculamos los coeficientes b,,:

b, =

Do

/01(2—t) sin(”T”)dt

1
b, =2 / (2 — 1) sin(nrt)dt
0

16
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Resolvemos la integral por partes:

u =2—1 = du = —dt
— cos(nmt)

dv = sin(nnt)dt = v =
nm

cos(nmt) / COS(WTt)dt :]

nm nm

b, = 2[—(2—t)

b, =2|—(2—1)

n

cos(nmt) sin(nﬂ't)]: _ 2{_cos(n7r) sin(nm) (_2 1 )] _

nm n2m2 nm n2m2 nm

Por lo tanto sustituyendo en Ec. 14 la serie de Fourier de la funcién dada es:

>N 2
Z_ (2 — (—1)") sin(nmt)
“— nm

En la siguiente grafica se muestra la suma de los 40 primeros términos de la serie de Fourier

obtenida.
2 2
1
L b - S b 3
A -1}
— N=8

S D |
NNN N

— N=15 — N=40

Figura 6: Serie de Fourier de f(t) simétrica respecto al origen para distintos valores de N
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3. Ecuacion de calor homogénea

Queremos calcular la temperatura en cualquier punto de una varilla de longitud L en
cualquier instante de tiempo. Para ello necesitamos conocer la constante de difusividad
térmica k de la varilla. Con ello la conduccién de calor en una varilla delgada de longitud L

sigue el modelo:

Ou(x,t) k82u(a:, t)

ot Ox?

(15)

Escrita en notacion subindicial:

u, = ku,, (16)

donde u(z,t) es la temperatura en un punto z de la varilla con 0 < z < L en el instante

de tiempo t y k es la constante de difusividad térmica de la varilla.

Usaremos el método de separacion de variables consistente en buscar soluciones de la

forma u(z,t) = X (x)T'(t) con lo que la Ec. 16 se convierte en:
kX" ()T (t) = X(x)T'(¢) (17)

X"(z)  1T'(t)
X(z)  kT(t) (18)

Como el primer miembro de Ec. 18 depende solo de = y el segundo solo de t ambos deben

ser iguales a una constante:

— ) (19)

18
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siendo A un numero real.

Por lo tanto tenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

{X”(az) +AX(z) =0 0<z<L (20)

T'#)+A-k-T(t)=0  t>0

La primera es una ecuacién diferencial lineal de segundo orden que se corresponde al

problema Sturm-Liouville regular desarrollado en la seccién 2.

Introduciendo las condiciones iniciales y las de frontera tendremos los siguientes casos:

3.1. Varilla con temperatura nula en los extremos

Si la varilla tiene temperatura nula en los extremos:
u(0,t) =0 t>0
0 (21)

y la condicidn inicial es que en t = 0 el perfil de temperaturas sigue una funcion arbitraria
f(z):

u(z,0) = f(x) 0<z<L

Las condiciones de Ec. 21 nos llevan a:

Si X(0) # 0 entonces T'(t) = 0, que no es una solucidn relevante porque la funcion de la

solucidn no esta definida.

Si X (L) # 0 ocurriria lo mismo, asi que las condiciones iniciales serdan X(0) = X(L) =0

Por tanto debemos resolver;
X"(x)+AX(z)=0, 0<z<L, X(0)=X(L)=0 (22)

Como vemos llegamos al Caso 1 del problema regular de Sturm-Liouville cuyos autovalores

son:

19
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nm\ 2
W= () met

y las autofunciones son:

X, (z)= sin(%x) n>1

La solucidén de la segunda ecuacién de Ec. 20 es:

T (t) = e ")t n>1 (23)

n

Por lo tanto la solucidn general de la ecuacién de calor homogénea es:

u, (z,t) = e k() sin(n%x)

En general sera complicado que alguna de estas soluciones verifique ademas la condicion
inicial u(x,0) = f(x), por lo que parece razonable considerar una combinacién lineal de

las soluciones anteriores:

n=1 L
y obligar a que:
N nm
f(z) =u(z,0) = Z b, sm(—a:) (24)
n=1

f(z) =u(z,0) = Z b, sin(%x) (25)

donde b,, son los coeficientes de Fourier de la funcién f(x) suponiendo f(x) impar y

periddica de periodo 2L. Por lo tanto la solucién se escribe como:

u(z,t) = i bne_k(%)zt sin(%x)

n=1
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3.1.1. Ejemplo resuelto Caso 1

Se considera la EDP u,(z,t) = u,,(z,t) con 0 <z <1, ¢t > 0 utilizando el método de
separacion de variables con las condiciones frontera u(0,t) = u(1,¢) = 0 y condicidn

inicial u(z, 0) = sin(27z) — 3sin(67z):

uy(2,1) = Uy, (2, 1)
0<z<1—=a=0 b=1—-L=1
t>0
u(0,t) = u(1,t) =0 — Caso 1

f(z) = u(x,0) = sin(27zx) — 3sin(67x)

Como estamos en el Caso 1 tendremos que los autovalores y las autofunciones seran segun

la Tabla 1
A, = (nm)? X, (z) = sin(nmx)

Buscamos soluciones de la forma:

u(x,t) = Z ¢, (t) sin(nmx) (26)

Resolvemos la familia de EDO:

siendo f,, los coeficientes de Fourier de f(x) impar periddica de periodo 2L =2 — L = 1.

En nuestro caso:

{C;l(t) + (nm)2e,(t) =0

Como la funcién f(z) = sin(2mx) — 3sin(67x) ya es un desarrollo en serie de Fourier de
senos correspondiente aloscasosn =2 = f, = 1yn =6 = f; = —3 siendo el resto de

casosn # 2,6 = f, =0.

Resolvemos por tanto los casos:
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{5+ @ity 0
¢5(0) =1

gue es una ecuacion diferencial de variables separables cuya solucidn es:

ch(t) = —4m2cy(t)

comocy(0) =1=C =1.

gue es una ecuacion diferencial de variables separables cuya solucidn es:
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cg(t) = —36m2cg(t)

= —3672

/ ZZEg dt = / —36n2dt

In(cg(t)) — In(C) = —36m2t

t
In C6é ) = —3672%t
t
CGé) _ 673671'275

cg(t) = Ce 307"t

comocg(0) =—-3=C=-3

cg(t) = —3e 307"t

*n+26

Con lo que sustituyendo en Ec. 26

u(z,t) = cy(t) sin(2mx) + c4(t) sin(6mx)

u(z,t) = e 4" tsin(2rz) — 3e 307"t gin(67)
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Evolucién de u(x,t)

u(x,t)
o

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Fig 7: Evolucion de u(z, t): Calor caso 1

3.2. Varilla con temperatura aislada en los extremos

Sila varilla tiene temperatura aislada en los extremos eso significa que no hay flujo de calor

a través de los extremos de la varilla, es decir:

y la condicién inicial es:
u(z,0) = f(x) 0<z<L
Las condiciones de Ec. 27 nos llevan a:

{X’(O)T(t) =0
X' (L)T(t)=0

Si X’(0) # 0 entonces T'(t) = 0, que no es una solucién relevante.
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Si X’(L) # 0 ocurriria lo mismo, luego las condiciones iniciales seran X’ (0) = X' (L) =

0. Por tanto debemos resolver:
X"(x)+AX(z)=0, 0<z<L, X' (0)=X'(L)=0 (28)

Como vemos llegamos al Caso 2 del problema regular de Sturm-Liouville cuyos autovalores

son:

y las autofunciones son:

X, (x) = cos(%x) n>=0

La solucidén de la segunda ecuacidén de Ec. 20 es:

T, (t) = e Rt >0

n

Por lo tanto la solucidn general de la ecuacidn de calor homogénea es:

u, (z,t) = ek (E)t cos(%x)

En general serd complicado que alguna de estas soluciones verifique ademas la condicion
inicial u(x,0) = f(x), por lo que parece razonable considerar una combinacién lineal de

las soluciones anteriores:

y obligar a que:
ZN nmw
f(z) =u(z,0) = fy + 2 ay cOS| -

donde a,, son los coeficientes de Fourier de la funcién f(x) supuesta par y periddica de

periodo 2L. Por lo tanto la solucién se escribe como:
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o
u(z,t) = C;—O + Z ane*k(%)zt cos(%x)

n=1

3.2.1. Ejemplo resuelto Caso 2

Se considera la EDP u,(z,t) = u,,(z,t) con 0 <z <1, ¢t > 0 utilizando el método de

separacion de variables con las condiciones frontera u,(0,t) = u,(1,t) = 0 y condicién

inicial u(z,0) = 3 — 2 cos(4nz):

uy (%, 1) = Uy, (1)
0<z<1—=a=0 b=1—=L=1
t>0
u,(0,t) = u,(1,t) =0 — Caso 2

f(z) = u(z,0) = 3 — 2 cos(4nz)

Como estamos en el Caso 2 tendremos que los autovalores y las autofunciones serdn segun

la Tabla 1:

A, = (nm)? X, (z) = cos(nmzx)

n n

Buscamos soluciones de la forma:
o0
u(z,t) = ¢y + Z ¢, (t) cos(nmx)
n=1

Resolvemos la familia de EDO:

siendo f,, los coeficientes de Fourier de f(z) par periddica de periodo 2L = 2

En nuestro caso:

(29)
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Como la funcién f(z) = 3 — 2 cos(4mz) ya es un desarrollo en serie de Fourier de cosenos
correspondiente alos casosn =0 = f, =3yn =4 = f, = —2siendo el resto de casos

n#0,4= f, =0.

Resolvemos por tanto los casos:

*n=20

{Cé(t) + (0m)%co(t) = 0
¢ (0) =3

gue es una ecuacion diferencial de variables separables cuya solucidn es:

como ¢,(0) =3 = C =3 — ¢y(t) = 3.

*n=4

gue es una ecuacion diferencial de variables separables cuya solucidn es:
cy(t) = —16m%c,(t)

= —16m?

t
In C4C(' ) = —1672t
cy(?) __—16n2t
C

como ¢, (0) = —2 = C = —2 — ¢, (t) = —2e7107"
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* n+0,4

Con lo que sustituyendo en Ec. 29
u(z,t) = cy(t) cos(0mx) + c4(t) cos(dnz)
u(z,t) = 3 — 2e7 17"t cos(4mz)

Evolucién de u(x,t)

5.0 — t=0
—— t=0.01
— t=0.02
4.5 1 —— t=0.03
— t=0.04
4.0 - —— t=0.05
t =0.06
— t=0.07
3.51 t=0.08
—— t=0.09
X 3.0 — t=0.1
=
2.5
2.0
1.5 -
1.0 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Fig 8: Evolucion de u(z, t): Calor caso 2

3.3. Varilla con temperatura nula en un extremo y aislada en el otro

Si la varilla tiene temperatura nula en un extremo y aislada en el otro tendremos:

u(0,t) =0 t>0
{u((L,)t) 0 t>0 (30)

x
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u,(0,t) =0 t>0
{ t) =0 (31

y la condicién inicial es:
u(z,0) = f(x) 0<z<L

Las condiciones de Ec. 30 nos llevan a:

SN—
I
o

{X(O)T(t
X' (L)T(#) =0

ylasdeEc.31a

X' (0)T(t) = 0
{X(L)T(t) =0

Como vemos llegamos al Caso 3 del problema regular de Sturm-Liouville cuyos autovalores

son:

2

y las autofunciones son:

o) sn (P20 g

La solucidén de la segunda ecuacién de Ec. 20 es:

Por lo tanto la solucidon general de la ecuacidn de calor homogénea es:

gt (2nonm)? 2n — 1
u,(z,t) =e kt( 2L ) sin(ux>

2L

En general sera complicado que alguna de estas soluciones verifique ademas la condicion
inicial u(z,0) = f(x) por lo que parece razonable considerar una combinacidn lineal de

las soluciones anteriores:
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N _ (2n—-1)m 2 2 —_ 1
u(m,t):ane ke (2577 sin(%x)

n=1

y obligar a que
N
2n —1
f(z) =u(z,0) = 7; b, sin(%x)
Si f(z) es una funcidn continua se puede plantear una combinacidn infinita con
> 2n —1
f(z) =u(z,0) = 7; b, sin(%x)

donde b,, son los coeficientes de Fourier de la funcién f(x) suponiendo f(x) impar y

periddica de periodo 2L.

Por lo tanto la solucidn se escribe como:

u(e,t) = 3 by H(75) tsm(—@” 2;”%)

n=1

3.3.1. Ejemplo resuelto Caso 3

Se considera la EDP w,(z,t) = u,,(x,t) con 0 < x <1, t > 0 Resolverla utilizando el
método de separacidn de variables con las condiciones frontera u(0,¢) = u,(1,t) =0y

condiciones iniciales u(x,0) = 3sin(%F) — sin(5”7$)

ut(x’t)zumw<x’t)
0<z<l—a=0 b=1—-L=1
t>0

u(0,t) = u,(1,t) = 0 — Caso 3

f(@) = u(@,0) = 3sin( %) - sin(%x)

Como estamos en el Caso 3 tendremos que los autovalores y las autofunciones serdn segun

la Tabla 1
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b= (2207 =220

Buscamos soluciones de la forma:

u(z,t) = icn(t) sin(wx) (32)

n=1

Resolvemos la familia de EDO:

{C;L(t) + kX, c,(t) =0
¢, (0) = fn

siendo f,, los coeficientes de Fourier de f(z) impar periddica de periodo2L. =2 — L =1

En nuestro caso:

Tendremos que hacer el desarrollo en serie de Fourier de:

impar de periodo 2L =2 =L =1
En este caso ya tenemos un desarrollo en seno que se corresponde con los valores de:

Tendremos que resolver la familia de EDO

Paran = 1y paran = 3 ya que para el resto de casos los coeficientes c,, son nulos.

Paran =1
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{ci(t) (2 ea(t) =0
¢1(0) =3

h(t) = "y (1)
qw
1 (?) 4
AN
ol
In(cy(t)) —In(C) = ——t
c(t) i 2
In c = ——t
c1(t) _ e_ﬁt
C
c(t) = C’e*%275
comoc;(0)=3=C=3
¢ (t) = 3¢t

Paran = 3

gue es una ecuacion diferencial de variables separables cuya solucidn es:
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, 257>
cs(t) = — 1 cs(t)
cit) _ m*
c,(t) 4
/cg(t) _ /_25772dt
cs(t) 4
2572
In(ey(6)) ~ In(C) =~
cz(t) 2577
In o = 1 t
Csét) _ e—#t
cs(t) = Ce 5
comocs(0) =3=C=—-1
olt) = —e !

con lo que sustituyendo en Ec. 32

2 x 2 dTL
u(z,t) = e xt. sin(W—) —e Tt sin(i>
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Evolucion de u(x,t)

354 — t=0
—— t=0.01
— t=0.02
301 — t=0.03
—— t=0.04
— t=0.05
2.5 A
2.0 A
2
> 1.5 A
1.0
0.5 1
0.0 A

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Fig 9: Evolucién de u(x, t): Calor caso 3.

3.4. Varilla circular
Tomamos el intervalo [—L, L] con condiciones frontera:
u(—L,t) = u(L,t),u, (—L,t) = uy(L,t),t >0

y condicién inicial u(x,0) = f(x) con —L < x < L Para que las soluciones no sean nulas

se ha de cumplir que:
X(-L)=X(L) y X'(-L)=X(L)

por lo que estamos en el Caso 4 de Sturm-Liouville con autovalores y autofunciones:

- ()

1
n>1= X, (z)= cos(nLﬂ) y X,,(x)= sin(nLﬂ)

La solucidén de la segunda ecuacién de Ec. 20 es:
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T,

n

(t) = e Rt >

y la solucion se escribe como:

= % + i(a cos( > +b, sin(?))e*k(%ﬂ)%

n=1

siendo ag , a, yb,,,n > 1 los coeficientes de Fourier de f(x) periddica de periodo 2L

3.4.1. Ejemplo resuelto caso periddico

Se considera la EDP u,(x,t) = u,,(z,t) con—1 <z < 1,¢t > 0.
Resolverla utilizando el método de separacion de variables con las condiciones frontera
u(—1,t) = u(l,t) wu,(—1,t) =u,(1,t)

y condiciones iniciales

3 —1<z<0
f(x)_{o 0<z<l

Estamos en el Caso 4 de Sturm-Liouville con lo que:

A, = (nm)?

/ 3:—333 =3

._.|,_.

X,,, = cos(nmz)

X,,, = sin(nnx)

. nm _

a,(t) = /O 3 cos(nmx)dx = [i sin(mra:)]ol =0
b, (t) = /0 3sin(nrx)dr = [—i cos(mrx)]ol = —i(l — (="

Con lo que tenemos por solucidn:
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3 > 3 . 2.2
u(@,t) =5 — D (=1 = (=1)") sin(nrz)e """

Evolucion de u(x,t)

3.0 1

2.5 1

2.0 1

1.51

1.0

0.5 1

0.0 1

—1.00 -0.75 —-0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Fig 10: Evolucion de u(z, t): Calor caso periddico
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4. Ecuacion de onda

Queremos calcular la amplitud de cada punto de una cuerda vibrante de longitud L en

cualquier instante de tiempo t > 0.

Si el desplazamiento horizontal es despreciable podemos modelarla con la EDP:
Uy = uy, 0<z <L, t>0 (33)
siendo ¢ una constante que tiene unidades de velocidad.

Usaremos el método de separacion de variables consistente en buscar soluciones de la

forma u(z,t) = X (x)T'(t) con lo que la Ec. 33 se convierte en:
X(x)T”(t) = 2 X" (x)T(t) (34)

X'//(:L,) B iT//(t)
X(z) 2T (35)

Como el primer miembro de Ec. 35 depende solo de = y el segundo solo de t ambos deben

ser iguales a una constante

siendo A un numero real.

Por lo tanto tenemos dos ecuaciones diferenciales ordinarias:

X" (z) + A\ X (x) =0 0<z<L (37)
T7(t) +X-c2-T(t)=0 t >0

Introduciendo las condiciones iniciales y las de frontera tendremos los siguientes casos:
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4.1. Cuerda vibrante con extremos fijos

Las condiciones de frontera son:

u(0,t) =0 t>0
0 t>0

y la condicién inicial es:

{u(x,O) = f(x) 0<z<L
9(x) O0<z<lL

Las condiciones iniciales nos llevan a:

{X(O)T(t) =0
X(L)T(t) =0

Como buscamos soluciones no triviales X (0)T'(t) = X(L)T(t) = 0 entonces la Unica
posibilidad es X (0) = X(L) =0T(t) # 0y por tanto X (0) = X (L) = 0.

Por lo que estamos en el Caso 1 del problema regular de Sturm-Liouville cuyos autovalores

son:

y las autofunciones son:

X, (z)= sin(%az) n>1

La solucidn de la segunda ecuacidén de Ec. 37 es:

t t
T, (t) = by, cos(mzc ) + by, Sm(mzc )

siendo b,,, y by,, constantes que dependen de las condiciones iniciales.

En general sera complicado que alguna de estas soluciones verifique ademas la condicion
inicial u(x,0) = f(z)yu,(x,0) = g(x) por lo que parece razonable considerar una combi-

nacidn lineal de las soluciones anteriores:
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N
t t
u(z,t) = Z(bln cos(mzc ) + by, sin(mzc )) -sin(%x)

n=1

y obligar a que:

f(z) =u(z,0) = i_o: b1, sin(%az)

@) = u,(a,0) = 3 by, " sin( )
n=1

Asi by, y by,, son los coeficientes de Fourier de la funcién f(z) y g(x) respectivamente

suponiendo f(z) y g(x) funciones periddicas impares de periodo 2L.

4.2. Ejemplo resuelto Caso 1 cuerda vibrante con extremos fijos

Se considera la EDP u,(z,t) = u,,(z,t) con 0 < z < 1, t > 0. Resolverla utilizando el
método de separacion de variables con las condiciones frontera w(0,t) = u(1,t) =0y
condiciones iniciales u(z,0) = —3sin(27z) + 4sin(77z) y u,(z,0) = sin(37x).
Ugy (T, 1) = Uyy (2, 7)
0<z<l—=a=0 b=1—=L=1
t>0
u(0,t) = u(1,t) =0 — Caso 1
f(z) = u(z,0) = —3sin(27x) + 4sin(77x)
g9(z) = u,(x,0) = sin(37x)

Como estamos en el Caso 1 tendremos que los autovalores y las autofunciones serdn segun

la Tabla 1

A, = (%)2 X, (x) = sin(%x)
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Buscamos soluciones de la forma:

e.9}

t t
u(z,t) = 7; (bln cos(%) + by, sin(mlr;c )) : sin(%x)
~ (38)
u(z,t) = Z(bm cos(nmt) + by, sin(nnt)) - sin(nrz)
n=1
que satisfaga las condiciones iniciales:
u(z,0) = 32" by, sin(nrz) = —3sin(27z) + 4sin(7rz) 0<z<l1
uy(z,0) = 32> nmby, sin(nmr) = sin(37z) 0<z<l1
Por tanto la solucion es:
1
u(x,t) = —3 cos(2nt) sin(2nwz) + 4 cos(77t) sin(7mzx) + 3. sin(3nt) sin(37x)
™
Evolucién de u(x,t)
6_
4_
2 -
—24 — t=0
— t=0.01
— t=0.02
_4- — t=10.03
— t=0.04
— t=0.05
—— t=10.06
7 — t=0.07
t=0.08
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Fig 11: Evolucion de u(z,t): Onda caso 1 ¢.
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4.3. Cuerda vibrante con extremos libres

Las condiciones de frontera son:

0 t>0
u (L,t)=0  t>0

y las condiciones iniciales son:

{u(x,O) = f(x) 0<z<L
u,(z,0) = g(x) 0<z<L

Las condiciones iniciales nos llevan a:

X/(0)T(t) = 0
{X’(L)T(t) =0

Como buscamos soluciones no triviales X’ (0)T'(t) = X’(L)T'(t) = 0 entonces la Unica
posibilidad es X’ (0) = X’(L) =0T (t) # 0y por tanto X’(0) = X'(L) = 0. Por lo que

estamos en el Caso 2 del problema regular de Sturm-Liouville cuyos autovalores son:

= () s

y las autofunciones son:

X, (x) = cos(%x) n>=0

La solucidén de la segunda ecuacién de Ec. 37 es:

t t
T,.(t) = aq, cos(m;c ) + a,, sin(mlr;c )

siendo a,,, Y a,, constantes que dependen de las condiciones iniciales. En general sera
complicado que alguna de estas soluciones verifique ademas la condicion inicial u(z,0) =
f(z)yu,(z,0) = g(z) por lo que parece razonable considerar una combinacion lineal de

las soluciones anteriores:
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= nmct nmct nm
u(x,t) = Z(al cos( > + a, sin( )) -cos(—x)
2\ n L L L

y obligar a que:

por lo que:
1 1 > nmet . [nmct nw
u(z,t) = 5910 + 5920 + nz:;) ayy COS| —F + as,, sin 7 : cos(fa:)
siendo:

u(z,0) = f(x) = %alo + ialn cos(%x)
n=1

1 . nrwe nmw
9(z) = uy(z,0) = 5“20 + Z T“zn COS(TI)
n=1

cona, a,,,n > 1 coeficientes de Fourier de f(x) suponiendo f(z) funcién periddica par
de periodo 2L y con ay, a,, “7¢,n > 1 coeficientes de Fourier de g(z) suponiendo g(z)

funcidn periddica par de periodo 2L.
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4.4. Ejemplo resuelto Caso 2 cuerda con extremos libres

Se considera la EDP u,(x,t) = u,,(z,t) con 0 < z < 1, t > 0. Resolverla utilizando el
método de separacion de variables con las condiciones frontera u, (0,t) = u,(1,t) =0y

condiciones iniciales u(z,0) = 2 — 3 cos(4nx) y u,(z,0) = 2 cos(37z).

Ugy (T, 1) = gy (@, 1)
0<z<l—a=0 b=1—L=1
t>0
u,(0,t) = u,(1,t) = 0 — Caso 2
f(z) = u(z,0) = 2 — 3 cos(4nz)

g9(z) = uy(x,0) = 2 cos(3rx)

Como estamos en el Caso 2 tendremos que los autovalores y las autofunciones serdn segun

la Tabla 1

A, = (nm)? X, (z) = cos(nmzx)

n n

Buscamos soluciones de la forma:

oo

t t
u(x,t) = Z(aln c:os(m;C ) + a,, sin(mzc )) : cos(%x)

n=0

(39)

1 1 =
u(x,t) = 5910 + 5920 + Z(aln cos(nmt) + as,, sin(nwt)) - cos(nwx)

n=0

que satisfaga las condiciones iniciales:
u(x,0) = ZZO:O aq,, cos(nmz) = 2 — 3cos(4dnz) 0<x<l

u,(z,0) = ZZO:O nmwa,,, cos(nmx) = 2 cos(3mx) 0<x<l

Con lo que la solucién es:
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u(x,t) =2+ Z(aln cos(nmt) + a,,, sin(nwt)) - cos(nmx)

n=1

2
u(z,t) = 2 — 3cos(4nt) cos(4dmrx) + . sin(37t) cos(3mx)

Evolucion de u(x,t)

5 1 — t=0
—— t=0.01
— t=0.02
— t=0.03

4 — t=0.04
—— t=0.05
—— t=0.06

3 - — t=0.07
—— t=0.08

2 -

1 -

) \\/

—1- \/
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

X

Fig 12: Evolucidn de u(z, t): Onda caso 2
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5. Resumen

A continuacién vemos un resumen con las principales caracteristicas tanto de la ecuacion

de calor como de la de onda.

5.1. Ecuacion de calor

0<z<L

t>0

Solucién general:

Familia de EDO:

donde A, es el autovalor del problema de Sturm-Liouville y X, (x) la autofuncién asociada.

q(,t) = 3" ne) - Xnwy Y F(®) = 32 fr) - X coeficientes de Fourier de g(z,t) y f(),

respectivamente.
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5.2. Ecuacion de onda

2

utt('x? t) =cC uww (.17, t)

O<zx<L

t>0

Solucién general:

Familia de EDO:

7 (0) =9y

donde A, es el autovalor del problema de Sturm-Liouville y X, (z) la autofuncién asociada.

A1) =32 Gy - Xngy » F(@) = 22 Fae) - X Y 9(T) = 22 Gn(r) - Xr) coeficientes de

Fourier de g(x,t), f(x) y g(z) respectivamente.
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6. Métodos numéricos

Existen diversos métodos numéricos [6] para la resolucién de EDP en funcién de que sean

elipticas, parabdlicas o hiperbdlicas. En este trabajo desarrollamos dos de ellas.

6.1. Método FTCS para la ecuacién de calor
Es un método progresivo en el tiempo y centrado en el espacio tal y como indica su nombre
en inglés Forward in Time, Centered in Space.

Partimos de la ecuacion de calor:

ou _ 0
ot 0z

donde k es la conductividad térmica.

Discretizamos el espacio y el tiempo en una malla de puntos u, ; donde i es el indice

espacial y j el indice temporal.

La discretizacién de la derivada temporal progresiva es:

ou  u(x,t+ At) —u(zx,t)

Fr At

La discretizacién de la derivada espacial de segundo orden centrada es:

%*u  u(z + Az, t) — 2u(z,t) + u(z — Az, t)

0x? Ax?

con lo que la ecuacién de calor queda:
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u(x,t+ At) — u(z,t) ku(x + Az, t) — 2u(x,t) + u(x — Az, t)

At Azx?

usando la notacidn subindicial tenemos:

U jp1 = Wi Ui g — 2Uy 5+ Ui

At Azx?

donde i es el indice espacial y j el indice temporal.
Despejando u, ;.1 nos queda:

kAt

Ui g = U g+ g (Wiar = 2ui 5+ Uiy )

Se define el nimero de Courant como:

o kAt
 Ax?

el método toma la siguiente expresion:
gy = i+ (Ui — 2u 5+ Uy )
U i1 = U (1 —20) +a-uyy j+a-u g

Para que este método sea convergente [7] se ha de cumplir que el nimero de Courant sea:

k

B>

Lo
5 <

Q
I
N —

g

x

En caso contrario el método no converge.
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La representacion grafica de la malla de puntos se denomina «Stencil» y es la siguiente:

Condiciones frontera

Y
x

t
i Condiciones frontera .
L0 e
t=1
t=0
Condiciones iniciales n=0 N=1 e n =N,

Fig 13: Stencil: Método FTCS

U g = U (1 —20) + oy j+ o u,

]
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6.2. Codigo en Python para la resolucion del ejemplo de calor caso 1

Ahora implementamos el método FTCS en Python para el caso 1 de la ecuacién de calor

que resolvimos analiticamente y asi poder comprobar si la solucion numérica se aproxima

a la analitica.

ECUACION DE CALOR
CASO 1
LUIS FERNANDO RODRIGUEZ GARCIA

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

# Defino la funcidn u(x, t)

def u(x, t):

return np.exp(-4 * np.pi**2 * t) * np.sin(2 * np.pi * x) - 3 *

np.exp(-36 * np.pi**2 * t) * np.sin(6 * np.pi * Xx)

# Valores de x

X = np.linspace(0, 1, 400)

# Tiempos a representar

t values = [0, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04,0.05,0.06,0.07,0.08]

# Creo la figura

plt.figure(figsize=(10, 6))

# Represento u(x, t) para cada valor de t y lo exporto a svg
for t in t values:

plt.plot(x, u(x, t), label=f't = {t}")

plt.title("Evolucién de u(x,t)")
plt.xlabel("x")
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ylabel("u(x,t)")

legend()

grid(True)

savefig('calorl.svg', format='svg')

show()

reo la animacién y la exporto a gif

ort matplotlib.animation as animation

, ax = plt.subplots(figsize=(8, 5))

line, = ax.plot([], [], lw=2)

ax.
ax.
ax.
ax.
ax.

X =

def

def

ani

100

plt

ani.save("u xt 1.gif", writer='pillow', fps=30)

set xlim(0, 1)
set ylim(-4, 4)
set xlabel("x")
set ylabel("u(x,t)")

set title("Animacién de u(x,t)")

np.linspace(0, 1, 400)

init():
line.set data([], [])

return line,

animate(t):

y = u(x, t)

line.set data(x, vy)

ax.set title(f"u(x,t) en t = {t:.2f}")

return line,

= animation.FuncAnimation(fig, animate, frames=np.linspace(0, 0.08,

)I

init_ func=init, blit=True, interval=50)

.show()
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A continuacién representamos la evolucion de la ecuacidn de calor en funcién del tiempo

para el caso 1 con distintos pasos en x para observar como al aumentar el nUmero

puntos en z la solucidn se aproxima a la analitica.

Evolucion de u(x,t)

de

u(x,t)
o

0.0 0.2 0.4 0.6
X

Fig 14: Evolucion de u(z,t): Método FTCS con 40 puntos en z

Solucién numérica método FTCS cada 0.01s

1.0

u(x,t)
o

— t=10.00

—— t=0.06

0.0 0.2 0.4 0.6
X

Fig 15: Evolucion de u(z, t): Método FTCS con 400 puntos en x

Como vemos coincide con la solucidon analitica obtenida en Fig 7.

1.0
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6.3. Método implicito para la ecuacidon de onda

Este método es especialmente util para problemas donde la estabilidad y la precisidn son

importantes.

La ecuacidon de onda unidimensional es:

x,t)

utt(xat) =c*- uazm(
donde c es la velocidad de propagacién de la onda.

Sustituimos u,, Y u,, por sus correspondientes derivadas centradas:

*u  u(z,t+ At) — 2u(z,t) + u(z,t — At)

ot? At?

0%u  u(z+ Az, t+ At) — 2u(z,t + At) + u(z — Az, t + At)
Oxz? Azx?

0%u  u(z+ Az, t — At) — 2u(z,t — At) + u(z — Az, t — At)
Oxz? Azx?

con lo que tendremos:

u(z,t + At) — 2u(z,t) + u(z,t — At)  u(x + Az, t + At) — 2u(x,t + At) + u(z — Az, t + At)

At? Az2c2

u(z,t + At) — 2u(z,t) + u(z,t — At)  w(x + Az, t — At) — 2u(x,t — At) + u(z — Az, t — At)

At? Azx2c2

Haciendo la media de estas dos ecuaciones nos queda:
u(z,t + At) — 2u(z,t) + u(z, t — At) =

B At? 2
2 Ag2

(u(x + Az, t + At) — 2u(z,t + At) + u(z — Az, t + At) +

+u(x + Az, t — At) — 2u(z,t — At) + u(x — Az, t — At))
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Denominando:

. At?c?

Q
Azx?

y agrupando términos nos queda en notacidn subindicial:

a? a?
(1 +a®)u; j4q — ?(“i+1,j+1 Ui ) = 2u; + 7<“z’+1,j—1 tupr0) = (T+a?)ug

Podemos llegar a una ecuacidon mas reducida agrupando términos:

1+ 2 2 2
Ta(“i,jﬂ +uo1) — %(qu,jI—l + i) = %(ui—l,ﬂ—l t i) = Uy

Este método siempre es convergente.

A continuacién representamos el «Stencil» para este método:

t
i Condiciones frontera . Condiciones frontera
L S T
ui+1,j+1
LT [ R e R LR R R B
2 Uis
t=0 | oo s
Uis1,j-1
[: I I I I I I I | [ > x
I I I I I I I - 4
N N
Condiciones iniciales n=0 N=1 e n =Ny

Fig 16: Stencil: Método implicito
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1+ a? o? a?
T(ui,j+1 + uz‘,j—l) - Z(ui+1,j+1 + U’i+1,j—1) - Z(U’i—l,j+1 + U’z’—l,j—l) = U ;

En esta ecuacion agrupando términos podemos llegar a un sistema tridiagonal.

6.4. Cédigo en Python para la resolucion del ejemplo de onda caso 1

Ahora implementamos el método implicito en Python para el caso 1 de la ecuacién de onda
que resolvimos analiticamente y asi poder comprobar si la solucién numérica se aproxima

a la analitica.

ECUACION DE ONDA
CASO 1
LUIS FERNANDO RODRIGUEZ GARCIA

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

import matplotlib.animation as animation

# Defino la solucién analitica u(x,t)

def u(x, t):

terml = -3 * np.cos(2 * np.pi * t) * np.sin(2 * np.pi * x)

term2 = 4 * np.cos(7 * np.pi * t) * np.sin(7 * np.pi * x)

term3 = (1 / (3 * np.pi)) * np.sin(3 * np.pi * t) * np.sin(3 * np.pi
* x)

return terml + term2 + term3

# Malla espacial
X = np.linspace(0, 1, 40)

# Tiempos a representar

t values = [0, 0.01, 0.02, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09, 0.1]

plt.figure(figsize=(10, 6))
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for t in t_values:
plt.plot(x, u(x, t), label=f't = {t:.2f}")

plt.title("Evolucién de u(x,t) — Solucidén analitica de la ecuacién de
onda")

plt.xlabel("x")

plt.ylabel("u(x,t)")

plt.legend()

plt.grid(True)

plt.savefig('onda analitica.svg', format='svg')
plt.show()

# Creo la animacién y la exporto a gif

# Parametros de la animacion

num_ frames = 100

t values = np.linspace(0, 0.1, num_frames)

fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 5))

line, = ax.plot([], [], Ww=3, color="brown")
ax.set xlim(0, 1)

ax.set ylim(-8, 8)

ax.set xlabel("x")

ax.set ylabel("u(x,t)")

title = ax.set title("")

ax.grid(True)

# Inicializo:
def init():
line.set data([], [])

return line,

# Defino la funcidén para la animacidn
def animate(i):

t

t values[i]
y = u(x, t)
line.set data(x, y)

title.set text(f"u(x,t) en t = {t:.3f}")
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return line, title

ani = animation.FuncAnimation(fig, animate, frames=range(num frames),

init func=init, blit=True, interval=30)

plt.show()

# Guardo como GIF

ani.save("u xt ondal.gif", writer='pillow', fps=30)
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A continuacion representamos la evolucion de la onda en funciéon del tiempo para el caso 1
de la ecuacion de onda con distintos pasos en x para observar como al aumentar el nUmero

de puntos en z la solucidn se aproxima a la analitica.

Evolucion de u(x,t) - Solucién analitica de la ecuacién de onda

=
_2 -
—4 4
_6 -
0.0 0.2 0.4 0.6 08 1.0
X
Fig 17: Evolucidn de u(x,t): Método implicito con 40 puntos en x
Evolucidn de u(x,t) - Solucién analitica de la ecuacién de onda
6 -
4 -
2 -
2 0
X
=}

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Fig 18: Evolucion de u(x, t): Método implicito con 400 puntos en z

Como vemos coincide con la solucién analitica obtenida en Fig 11.
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7. Resumen y conclusiones

El objetivo de este trabajo es que sirva para la didactica de EDP aplicadas a la fisica como
son la ecuacion de calor y de onda tanto desde el punto de vista analitico como desde el
punto de vista numérico. En su resoluciéon analitica se ha seguido el método de separacién
de variablesy se han obtenido las soluciones para los casos mas comunes de frontera, tanto

para la ecuacién de calor como para la ecuacién de onda.

Aunque existen diversos métodos numeéricos para la resolucion de EDP aqui se han aplicado
dos para poderlos comparar con los resultados analiticos, obteniéndose los resultados

esperados.

Se ha podido constatar que el método FTCS para la ecuacién de calor y el método implicito
para la ecuacion de onda son métodos que convergen a las soluciones analiticas obtenidas

mediante el método de separacion de variables.

Se espera que con ello se tenga una visidon general de la resolucién de EDP y que sirva
como base para el estudio de otros casos mdas complejos, para que algun otro alumno en
un futuro pueda continuar este trabajo completando otras situaciones de interés (como
por ejemplo calor y onda completa o Laplace) asi como otros métodos numéricos para su

resolucidn (explicitos, implicitos, Crank-Nicholson, Método de Elementos Finitos, etc).

59



Luis Fernando Rodriguez Garcia

Resolucion de ecuaciones en derivadas parciales aplicadas a la Fisica

Bibliografia

[1] M. Groult, «Jean Le Rond D'Alembert: CEuvres complétes. Série I: Traités et mémoi-
res mathématiques 1736-1756. Volume 6: Premiers textes de mécanique céleste

1747-1749., 2002», Dix-Huitieme Siécle, vol. 36, n.2 1, pp. 594-595, 2004.
[2] J. B. J. baron de Fourier, Théorie analytique de la chaleur. Firmin Didot, 1822.

[3] R. Haberman, «Mathematical Modelling with Case Studies: A Differential Equation
Approach Using Maple». JSTOR, 2003.

[4] M. A. Al-Gwaiz, Sturm-Liouville theory and its applications, vol. 264. Springer, 2008.

[5] V.Serovy others, Fourier series, Fourier transform and their applications to mathema-

tical physics, vol. 197. Springer, 2017.
[6] J.D. FairesyR. L. Burden, Numerical methods, 4th. Cengage Learning, 2012.

[7] V. Ruas, Numerical methods for partial differential equations: An introduction. John

Wiley & Sons, 2016.

60



	Introducción
	Base matemática para la resolución de EDP
	Un problema de Sturm-Liouville regular
	Caso 1
	Caso 2
	Caso 3
	Caso 4
	Caso periódico

	Serie de Fourier
	Definición
	Coeficientes de Fourier an y bn
	Propiedades
	Teorema de Dirichlet
	Ejemplo de función sin simetría
	Convergencia de la serie para distintos valores de N
	Aplicación a la suma de series
	Ejemplo de función con simetría par
	Ejemplo de función con simetría impar


	Ecuación de calor homogénea
	Varilla con temperatura nula en los extremos
	Ejemplo resuelto Caso 1

	Varilla con temperatura aislada en los extremos
	Ejemplo resuelto Caso 2

	Varilla con temperatura nula en un extremo y aislada en el otro
	Ejemplo resuelto Caso 3

	Varilla circular
	Ejemplo resuelto caso periódico


	Ecuación de onda
	Cuerda vibrante con extremos fijos
	Ejemplo resuelto Caso 1 cuerda vibrante con extremos fijos
	Cuerda vibrante con extremos libres
	Ejemplo resuelto Caso 2 cuerda con extremos libres

	Resumen
	Ecuación de calor
	Ecuación de onda

	Métodos numéricos
	Método FTCS para la ecuación de calor
	Código en Python para la resolución del ejemplo de calor caso 1
	Método implícito para la ecuación de onda
	Código en Python para la resolución del ejemplo de onda caso 1

	Resumen y conclusiones
	Bibliografía

