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Resumen

En el presente Trabajo se explora la posibilidad de formular una versiéon cuantica del
algoritmo A*, ampliamente utilizado en la resolucién de problemas de busqueda y en la
resolucién del camino més corto/éptimo. Para ello, se propone integrar caminatas cudnti-
cas de Szegedy y la transformada de Doob, con el fin de introducir una heuristica en el
procedimiento cudntico. La metodologia se centra en el andlisis tedrico y la construccién
de un esquema algoritmico que combina registros adicionales y un mecanismo de parada,
integrados en un marco cudntico unitario. Los resultados muestran la viabilidad de obtener
el camino mas 6ptimo utilizando el algoritmo planteado, demostrando la viabilidad de este
y su capacidad de adaptacién a distintos grafos. En conclusion, se sientan las bases para un
algoritmo A* cudntico, destacando tanto las ventajas como los retos de su implementacién

en dispositivos de la era NISQ y a futuro.

Palabras clave: Algoritmo A*, Caminatas cudnticas de Szegedy, Transformada de

Doob, Heuristica.

v



Abstract

This work explores the possibility of formulating a quantum version of the A* algo-
rithm, widely used in solving search problems and in finding the shortest/optimal path. To
this end, we propose the integration of Szegedy’s quantum walks and the Doob transform,
with the aim of introducing a heuristic into the quantum procedure. The methodology
focuses on theoretical analysis and the design of an algorithmic framework that combi-
nes additional registers and a stopping mechanism, all integrated into a unitary quantum
model. The results show the feasibility of obtaining the optimal path using the proposed
algorithm, demonstrating both its viability and its ability to adapt to different graphs. In
conclusion, this work lays the foundation for a quantum A* algorithm, highlighting both

the advantages and the challenges of its implementation in NISQ devices and beyond.

Keywords: A* algorithm, Szegedy quantum walks, Doob transform, Heuristic.
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1. Introduccion

Este Trabajo se basa en la idea de desarrollar un algoritmo cuéntico que funcione de
manera andloga al algoritmo A* (A estrella) cldsico. Dicho algoritmo cudntico debe ser
capaz de abordar los mismos problemas que tradicionalmente resuelve A*, pero ofreciendo
una mayor eficiencia. La clave estd en que el régimen cudntico abre la puerta a métodos
mas rapidos y efectivos para ciertos casos, lo que hace razonable plantear la creacién de

un algoritmo A* cudntico.

1.1. Motivacion del Trabajo

El problema que aborda el algoritmo A*, conocido como el problema del camino maés
corto (en inglés, shortest path problem), es un problema tipico en teoria de grafos. Este
consiste en encontrar el camino de coste minimo que conecte dos nodos de un grafo con
aristas ponderadas. Aunque a primera vista pueda parecer sencillo, es facil notar que la
complejidad del problema crece rapidamente en funcién del nimero de nodos y aristas que
conforman el grafo, lo cual lo convierte en un desafio computacional cuando se trata de
grafos de gran tamano o cuando se requiere una solucién en tiempo real.

La busqueda de caminos éptimos es una necesidad que surge de forma espontdnea en
la naturaleza, donde podemos ver que algunos organismos han desarrollado estrategias
adaptativas que pueden interpretarse como intentos de resolver este problema. Las hor-
migas, por ejemplo, utilizan feromonas para explorar y reforzar rutas entre una fuente de
alimento y su colonia, lo que da lugar a caminos 6ptimos mediante un proceso descentra-
lizado de optimizacién colectiva (Colorni et al.,; 1991). Un caso atn més llamativo es el
del moho mucilaginoso Physarum polycephalum, que ha demostrado ser capaz de construir
redes de tubulos eficientes para conectar diferentes fuentes de nutrientes. En un experi-
mento simulado sobre la geografia de Tokio, este organismo gener6 una red de conexiones
sorprendentemente similar a la red ferroviaria de la ciudad (Tero et al., 2010).

La necesidad de optimizar rutas ha sido también una constante en la historia de las
civilizaciones humanas. Desde la planificacién de canales y caminos en Mesopotamia y
Egipto, hasta la red de calzadas del Imperio Romano, las soluciones al problema del ca-
mino mas corto han permitido mejorar el comercio, la movilidad y la gestién de recursos.

En la actualidad, este mismo problema sigue siendo central en la planificacién de infraes-
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tructuras, el disefio de redes de comunicaciones y la toma de decisiones automatizadas.

La formalizacién matemadtica del problema del camino més corto no llegé hasta bien
entrado el siglo XIX, y fue precedida por el desarrollo de la teoria de grafos en el siglo XVIII
por Euler (1741), quien propuso su formulacién para resolver el célebre problema de los
puentes de Konigsberg . La primera referencia conocida al problema del camino mas corto
en si, aparece en la obra de Wiener (1873), donde se aborda la resolucién de laberintos. A
pesar de su sencillez aparente, el problema comenzé a atraer atenciéon investigadora en el
siglo XX, momento en el que varios investigadores, de forma independiente, desarrollaron

algoritmos similares para su resolucién (Schrijver, 2012).

Las distintas estrategias que han surgido a lo largo de los anos para enfrentarse a dis-
tintos problemas de bisqueda, entre los que se encuentra el del camino maés corto, pueden
clasificarse en dos categorfas: los algoritmos no informados y los algoritmos informados.
Los algoritmos de busqueda no informados, también conocidos como algoritmos de bisque-
da ciega, son aquellos que exploran el espacio de busqueda de alguna manera méas o menos
ordenada, ya que no pueden saber, a priori, si una opcion llevara a la solucién éptima o
no. En el contexto del problema del camino maés corto, estos algoritmos garantizan en-
contrar una solucién 6ptima si existe, aunque su eficiencia puede ser limitada en espacios
de busqueda grandes. Entre los algoritmos no informados més representativos surgidos
en el siglo XX se encuentran: la busqueda en anchura, que explora los nodos por niveles
y es 6ptima cuando el coste de cada accién es uniforme (Russell y Norvig, 2016); y la
busqueda de coste uniforme, una generalizacion de la anterior que selecciona siempre el
nodo de menor coste acumulado desde el inicio. Uno de los algoritmos més influyentes es
el de Dijkstra (1959), que resuelve el problema de encontrar el camino més corto hacia
todos los vértices desde un vértice inicial. Este ultimo, que destacamos por su importancia

histérica, puede verse como un caso particular de la bisqueda de costo uniforme.

Por otro lado, los algoritmos informados, o heuristicos, son aquellos que cuentan con
informacién sobre el dominio del problema. Esta informacién se encuentra en el algoritmo
en forma de una funcién de evaluacién, la cual puede ser usada para evaluar como de
prometedores son cada uno de los siguientes nodos que pueden visitar. En este grupo se

encuentran los algoritmos voraces, el algoritmo de ascenso de colinas y el mismo A*.

En este contexto, el algoritmo A* surgié como una extension natural de las estrategias
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de bisqueda previas. Fue propuesto en 1968 por Hart et al. (1968) en el contexto del proyec-
to Shakey, uno de los primeros robots con capacidad de razonamiento sobre sus acciones.
En esta publicacion introducen formalmente el uso de la informacién heuristica sobre el
dominio de un problema en las estrategias de buisqueda, y proporcionan la definicién de
los conceptos de admisibilidad y optimalidad. Se dice que un algoritmo de biisqueda es
admisible cuando garantiza encontrar la solucién éptima, y es éptimo cuando la encuentra
explorando el minimo nimero de nodos necesarios para llegar a dicha solucién. Bajo este
marco, se demuestra la admisibilidad y la optimalidad del algoritmo A* en términos de
dos propiedades que debe cumplir la funcién heuristica utilizada: la admisibilidad y la
consistencia. Decimos que una heuristica es admisible si nunca sobrestima el coste real, y
decimos que es consistente si, para cualquier estado, su valor heuristico es menor o igual

que el coste de avanzar a un estado adyacente més el valor heuristico de este tltimo.

Uno de los aspectos clave que muestra la versatilidad del algoritmo A* es su capacidad
para trabajar con representaciones atémicas del estado. Tal y como introducen Russell
v Norvig (2016), la representacién atémica modela un problema como un conjunto de
estados y operadores, permitiendo que el algoritmo de biisqueda no dependa de los detalles
especificos del dominio. Este enfoque ha permitido extender la aplicacién de algoritmos
de busqueda, como A*, a problemas tan diversos como la planificacién automadtica, la
resolucién de puzzles, el analisis de redes neuronales y la ingenieria de software. En la
Figura 1.1 se puede ver una comparaciéon entre un algoritmo no informado, como es el
algoritmo de Dijkstra, y un algoritmo informado, como es A*. En rojo se representan los
nodos visitados a lo largo de la bisqueda y en verde los que se pueden alcanzar pero atn
no han sido visitados. Lo primero que notamos en la imagen es la cantidad inferior de

nodos que explora A* en comparacién con un algoritmo no informado.

A pesar del hito que representa este algoritmo dentro del campo de la computacién y
las estrategias de biisqueda, A* presenta ciertas limitaciones cuando se aplica a dominios
de buisqueda de gran escala. Su principal inconveniente radica en el elevado consumo de
memoria, ya que requiere almacenar todos los nodos generados durante la busqueda hasta
encontrar la solucion, lo cual puede resultar prohibitivo en problemas con espacios de esta-
dos extensos o altamente ramificados. Ademads, aunque el uso de una heuristica admisible
garantiza la optimalidad de la solucién, la eficiencia del algoritmo depende en gran me-

dida de la precisién de dicha heuristica. En ausencia de una estimacién informada, A* se
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(a) Dijkstra (b) A*

Figura 1.1: Comparacién entre el algoritmo de Dijkstra (a) y el algoritmo A* (b) en una
misma instancia de problema. Los nodos visitados se representan en rojo y los nodos en

la frontera en verde. Fuente: Sturtevant (2025).

comporta de una forma similar a la bisqueda de coste uniforme, explorando una cantidad
considerable de nodos no relevantes. Estas limitaciones han impulsado el desarrollo de
variantes y enfoques paralelos diseniados para mejorar su escalabilidad y rendimiento en
entornos complejos. Una de las variantes méas conocidas que intenta resolver el problema
del elevado consumo de memoria es IDA* (Korf, 1985), que en lugar de buscar por todo
el grafo desde un inicio, realiza busqueda iterativas limitadas en profundidad.

La investigacion en las ultimas décadas en este campo ha estado enfocada a resolver
estos problemas. Por un lado, con algoritmos limitados en memoria, como hemos anterior-
mente. Y, por otro lado, intentando dar con formulaciones paralelas del algoritmo, que
si bien no reducen el consumo de memoria, si nos permiten obtener un menor tiempo de
ejecucién y aprovechar todo el potencial de los ordenadores més modernos. Este segun-
do acercamiento para mejorar el rendimiento del algoritmo ha sido estudiado por uno de
nosotros en un Trabajo Fin de Grado (Rodriguez Garcia, 2025), en el que se introduce
el algoritmo A* en profundidad y las principales implementaciones paralelas existentes.
Mas recientemente, podemos encontrar versiones paralelas pensadas para arquitecturas de

procesamiento grafico (GPU, por sus siglas en inglés) como la de Zhou y Zeng (2015).

Estas dificultades que se presentan al intentar resolver el problema del camino mas
corto en instancias grandes, ha llevado en los tltimos anos a buscar algoritmos eficientes
en el campo de la computacién cuantica, un nuevo paradigma de computacién basado en
los principios de la mecanica cuantica. Gracias a ciertos fenémenos exclusivos de esta teoria

se espera que ciertos algoritmos cuanticos puedan ofrecer ventajas significativas respecto a
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sus homoélogos clasicos, especialmente en tareas de optimizacion y busqueda, como el caso

del problema del camino mas corto.

1.2. Planteamiento del Trabajo

El presente Trabajo tiene como objetivo explorar una versién cudntica del algoritmo
de bisqueda A*, ampliamente utilizado en la resolucién de problemas de planificacién y
buisqueda de rutas 6ptimas sobre grafos. Se busca aprovechar las propiedades fundamenta-
les de los sistemas cuanticos, como la superposicion y el paralelismo, con el fin de reducir
la complejidad computacional inherente a este tipo de algoritmos en escenarios de gran

escala.

El algoritmo A* destaca por combinar una biisqueda informada con el uso de heuristicas
para reducir el espacio de busqueda. No obstante, cuando se enfrenta a grafos complejos o
de gran tamano, su rendimiento se ve limitado por el crecimiento en el nimero de elementos
a explorar. Este hecho motiva el desarrollo de una alternativa basada en computacién

cudntica, que permita implementar una dindmica de busqueda més eficiente.

El propoésito central de este estudio consiste, por tanto, en analizar y proponer una posi-
ble formulacién de A* cudntico mediante la integracién de herramientas como la busqueda
de Grover, las caminatas cudnticas y técnicas heuristicas adaptadas al paradigma cuantico.
Se pretende establecer un marco tedrico que justifique la viabilidad de dicha integracion
y evaluar su aplicabilidad. El Trabajo presentara un conjunto de ejemplos de aplicacién
del algoritmo propuesto a unas pocas instancias del problema, analizando su eficiencia y

coste computacional.

1.3. Estructura del Trabajo

Hasta ahora se ha introducido el problema que motiva este Trabajo y se ha planteado la
propuesta de explorar una formulacién cudntica del algoritmo A*. A partir de este punto,
el documento se organiza en una serie de capitulos que siguen un hilo conductor orientado
a desarrollar, justificar y evaluar dicha propuesta.

En el Capitulo 2 se presenta el contexto y estado de la técnica, donde se revisan los

conceptos fundamentales de la teoria de grafos y del problema del camino mas corto,
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asi como los principales algoritmos cldsicos utilizados para resolverlo. Posteriormente, se
expone el marco de la computacién cuantica y se describen las principales aproximaciones
cuanticas aplicadas a problemas en grafos, con especial énfasis en las caminatas cuanticas,
que constituiran la base metodolégica de este Trabajo.

El Capitulo 3 recoge los objetivos de la investigacion, distinguiendo entre los de carédcter
general, que definen la finalidad global del estudio, y los especificos, que especifican las
metas parciales necesarias para avanzar en la construccién de un algoritmo A* cudntico.

El Capitulo 4 constituye el niicleo central del documento, pues en él se desarrolla
la propuesta del algoritmo. Se comienza estableciendo las condiciones de aplicabilidad
y, a continuacién, se describen en detalle los distintos componentes que lo conforman:
la caminata cudntica de Szegedy, el kernel de transicién, la transformada de Doob, los
registros adicionales para representar caminos y longitudes, el mecanismo de parada y la
técnica de amplificacién de amplitud cuantica. Finalmente, se muestra como se integran
todos estos elementos en un esquema algoritmico completo.

En el Capitulo 5 se presentan los resultados obtenidos, junto con un analisis critico y
comparativo que permite valorar tanto las ventajas como las limitaciones de la propuesta
desarrollada en relacién con otros enfoques existentes.

El Capitulo 6 recoge las conclusiones, donde se sintetizan las principales aportaciones,
se discute su alcance y se evalia el grado de cumplimiento de los objetivos planteados.

Por ltimo, en el Capitulo 7 se plantea el trabajo futuro, identificando las posibles
lineas de investigacién que pueden dar continuidad a esta propuesta y senalando mejoras
que podrian contribuir a perfeccionar el algoritmo en contextos mas amplios o en escenarios

practicos de mayor complejidad.



2. Contexto y estado de la técnica

El problema del camino més corto constituye una de las formulaciones mas estudiadas
dentro de la teoria de grafos y la optimizaciéon combinatoria. Su estudio ha sido funda-
mental no sé6lo en matematicas aplicadas, sino también en campos tan diversos como la
informética tedrica, la inteligencia artificial, la logistica o las redes de comunicacién (Gross

y Yellen, 2005; Cormen et al., 2022),

En términos generales, este problema plantea la siguiente cuestiéon: dado un conjunto
de elementos interconectados mediante relaciones de coste, jcudl es la secuencia éptima

de transiciones que minimiza el coste total desde un origen hasta un destino?

Para comprender mejor el funcionamiento de los algoritmos de busqueda en grafos,
vamos a introducir en primer lugar los conceptos necesarios para poder hacer un modelado
del problema. A continuacién, daremos una descripcién del problema del camino més corto

y veremos algunos de los algoritmos cldsicos més importantes para resolverlo.

2.1. Representacion mediante grafos

Un grafo es una estructura matematica representada tipicamente como un par ordenado
G = (V,E), donde V es el conjunto de nodos (o vértices) y E es el conjunto de aristas (o
enlaces) que conectan pares de nodos (Bondy y Murty, 2008). Cada elemento de E vendra
representado como un par e;; = (v;,vj) € E, que indica que los nodos v;,v; € V estan

conectados.

Cuando los elementos de E no son pares ordenados, esto es, e;; = e;;, hablamos de
grafo no dirigido, y en caso contrario hablaremos de grafo dirigido. Cabe mencionar que,
en el caso de grafos dirigidos, la existencia de una arista e;; no implica la existencia de la
arista ej;. En la Figura 2.1 podemos ver ejemplos de ambos tipos de grafo.

Para poder terminar de representar los elementos del problema del camino més corto
necesitamos ponderar las aristas. En este caso hablaremos de grafos ponderados (dirigidos
0 no), en los que cada arista e;; tendra asociada un costo w(v;,v;) = w;; € R. En la
Figura 2.2 podemos ver representado un grafo dirigido con sus aristas ponderadas con

pesos positivos.
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Figura 2.1: Ejemplos de grafo no dirigido (a) y dirigido (b) con cuatro vértices. Fuente:

elaboracién propia.

Figura 2.2: Ejemplo de grafo dirigido con aristas ponderadas con pesos positivos. Fuente:

elaboracién propia.

Esta forma explicita de definir un grafo a partir de sus conjuntos de nodos y aristas atiende
a la manera convencional en teoria de grafos, pero cuando se trata con estos problemas
desde el punto de vista de la computacion, es usual utilizar otra forma equivalente. Se trata
de una definicién implicita a partir de un conjunto de nodos fuente S < V' y un operador
de vecindad, I, definido sobre el conjunto de elementos V' y cuyo valor para cada v; es un
conjunto de pares {(vj, w;j)}. De esta forma, a partir de un nodo inicial y un operador de

vecindad podemos obtener el grafo completo.

2.2. El problema del camino mas corto

Podemos definir el problema del camino més corto de la siguiente manera: Sea G =
(V,E) un grafo (dirigido o no) con sus aristas ponderadas por pesos positivos, un nodo
fuente s € V' y un nodo destino ¢ € V, hallar una secuencia de nodos P = (v1,vy...,vk)

tal que:
o V1 =8Syuvp =t

e Paratodo 1 <i <k, (vj,vi41) € E
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o El coste total del camino P, viene definido como w(P) = Z;:ll Wi i1

Esta es la formulacién clésica del problema del camino més corto, aunque podemos en-
contrar modificaciones para resolver el problema entre cualquier par de nodos (en inglés,
all-pairs shortest path problem) o desde un tnico nodo fuente hasta todos los demés (en

inglés, single-source shortest path)(Deo, 2016).

De esta manera, un ejemplo de problema del camino més corto podemos verlo en la
Figura 2.3, donde el nodo inicial serfa A y el final F. En este caso, el camino 6ptimo entre

Ay F vendria dado por la secuencia (A, B, D, F'), con coste 16.

Figura 2.3: Ejemplo del problema del camino mas corto. Se trata de un grafo ponderado
con 6 nodos y se quiere encontrar el camino éptimo entre A y F', que viene dado por la

secuencia (A, B, D, F'), con coste 16. Fuente: elaboracién propia.

2.3. Algoritmos clasicos para problemas en grafos

Con el objetivo de comprender cémo se ha abordado este problema desde el marco
de la computacion clasica, vamos a introducir los algoritmos maés relevantes tanto por lo
que han significado para investigaciones posteriores como por su eficiencia para resolver el

problema.

2.3.1. Algoritmo de Dijkstra

Uno de los algoritmos més conocidos en el mundo de la computacién clasica es sin
duda el algoritmo de Dijkstra (1959). Se trata de un algoritmo que resuelve el problema
de encontrar el camino més corto hacia cualquier nodo en un grafo desde un nodo inicial,

siempre que los pesos de las aristas sean no negativos. La importancia de este algoritmo
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radica no solo en su eficiencia y elegancia, sino en la profunda influencia que tuvo en el

desarrollo de algoritmos posteriores.

El trabajo pionero de Dijkstra, publicado en 1959 (aunque concebido en 1956), sent6 las
bases para lo que luego se conoceria como bisqueda de costo uniforme (UCS, por sus siglas
en inglés), un algoritmo no informado que generaliza el concepto de bisqueda en amplitud
(BFS, por sus siglas en inglés) para entornos con costos variables. De hecho, la busqueda de
costo uniforme puede considerarse una reinterpretacion del algoritmo de Dijkstra, donde el
enfoque se centra en expandir siempre el nodo con menor costo acumulado desde el origen,
garantizando optimalidad en grafos con pesos no negativos. El algoritmo de Dijkstra utiliza
una cola de prioridad que selecciona, en cada iteracién, el nodo n con menor distancia

estimada g(n). El funcionamiento, siendo s el nodo inicial, es el siguiente:

1. Se inicializa g(v) = oo para todo v € V\{s} y g(s) = 0. Se anade s a la cola de
prioridad.

2. Se selecciona el nodo n con menor g(n) de la cola de prioridad.

3. Para cada vecino m de n actualizar g(m) < min{g(m), g(n) + w(n,m)}. Vuelve al

paso 2.

Este proceso se repite hasta que todos los nodos han sido visitados o se ha alcanzado
el nodo destino, si se busca un camino unico. El coste del algoritmo tanto en tiempo de
bl-‘rC*/E)

ejecucién como en memoria es O , donde b es el factor de ramificacién, C* es el

costo 6ptimo de la solucién y € es el coste minimo de cualquier arista en el grafo.

Cabe destacar que, aunque el algoritmo de Dijkstra fue revolucionario, no fue el pri-
mer intento de resolver problemas de caminos éptimos. Shimbel (1951) habia abordado
el problema unos anos antes mediante enfoques matriciales, mientras que Ford (1956) de-
sarrollé casi simultdneamente un algoritmo capaz de manejar pesos negativos, que luego
evolucionaria en el conocido algoritmo Bellman-Ford. Sin embargo, la claridad conceptual
y eficiencia préctica del enfoque de Dijkstra lo consolidaron como referencia fundamental

en la teoria de grafos y optimizacion.
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2.3.2. Algoritmo de Bellman-Ford

El algoritmo de Bellman-Ford, desarrollado independientemente por Bellman (1958) y
Ford (1956), representa un avance fundamental en la teoria de grafos al resolver el problema
de caminos mas cortos en grafos con pesos arbitrarios, incluyendo aristas negativas. En
este tipo de escenarios, algoritmos como el de Dijkstra o UCS pueden llevar a soluciones
incorrectas debido a su criterio de seleccion greedy. Esta capacidad lo hace extremadamente
importante en aplicaciones en las que ciertos caminos pueden representar ganancias netas,
como modelos financieros o de flujo en redes de comunicaciones. El algoritmo opera de la

siguiente manera:

1. Se inicializa g(v) = oo para todo v € V\{s} y g(s) = 0. Se anade s a la cola de
prioridad.

2. Repetir |V| — 1 iteraciones:

a) Para todas las aristas tal que (n,m) € E, actualizar g(m) < min{g(m), g(n) +

w(n,m)}.
3. Para cada arista (n,m):

a) Sig(m) > g(n) + w(n,m) hay ciclo negativo en el grafo.

Esta técnica garantiza encontrar el camino méas corto mientras no haya ciclos de peso
negativo alcanzables desde el origen. En un ultimo bucle adicional, si alguna distancia
todavia puede ser reducida, se detecta la existencia de un ciclo negativo. Su complejidad
temporal es O(|V] - |E|), lo cual lo hace menos eficiente que Dijkstra en grafos densos,
pero significativamente mas robusto (Cormen et al., 2022). Esto es, soporta una mayor

variedad de estructuras diferentes sobre las que es aplicable.

El trabajo de Ford no solo formalizé el problema de flujo en redes, sino que establecié
los principios para algoritmos posteriores que integran restricciones de coste y capacidad.
Su informe técnico sigue siendo referencia obligada en optimizacion de redes, evidenciando
como soluciones tedricas de mediados del siglo XX contintian impulsando aplicaciones

modernas.

11
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2.3.3. Algoritmo A*

El algoritmo A* es un algoritmo de buisqueda informada que combina las ventajas de la
btsqueda de costo uniforme y la bisqueda “primero el mejor”. Su objetivo es encontrar el
camino de menor costo desde un nodo inicial s hasta un nodo objetivo ¢ en un grafo dirigido
ponderado. El elemento diferenciador de este algoritmo es su funciéon de evaluacién, que

se define como:
f(n) = g(n) + h(n) (2.1)

donde g(n) representa el coste real acumulado desde un nodo inicial hasta el nodo n por
un camino 6ptimo, y h(n) el coste real del camino éptimo para llegar al nodo objetivo
desde dicho nodo. Si solo consideramos la funcién g(n), el algoritmo A* seria equivalente
al algoritmo de busqueda de costo uniforme y, si solo consideramos h(n), entonces es
equivalente al algoritmo “primero el mejor”. El hecho de tener en cuenta ambas funciones
hace que el algoritmo nos permita no solo encontrar la solucién éptima, sino también de

manera mas eficiente.

El objetivo del algoritmo es encontrar el camino que minimiza el valor de f, pero no
siempre podemos conocer con exactitud los valores de h y g, por lo que tendremos que

utilizar una estimacién de estos, es decir:

f(n) = g(n) + h(n) (2.2)

La eleccién que proponen Hart et al. (1968) para la elecciéon de g(n) es el menor coste
encontrado hasta el momento actual entre el nodo inicial y n. Esta elecciéon implica que
§(n) = g(n). La eleccién de h(n) es més complicada y requiere de un conocimiento explicito
del dominio del problema. En algunos casos, como por ejemplo, encontrar el camino entre
dos puntos de un mapa, la distancia en linea recta sirve como estimacion, pero en otros
dominios puede no ser una eleccién trivial. De hecho, uno de los principales problemas
que se presentan al querer aplicar este algoritmo en un problema real es determinar esta

estimacién de h.

La manera de proceder del algoritmo sera la de aplicar el operador de vecindad al estado
actual para obtener sus estados vecinos. Posteriormente, explorara aquel que presente el
valor de f mas pequeiio. Para tener en cuenta aquellos estados que ya han sido visitados,

y los que quedan por visitar, se utilizan dos estructuras de datos llamadas lista abierta )

12



David Chamizo Sanchez, Eloi Estebanell Pérez y Miguel Angel Rodriguez Garcia.
Maéster en Computacién Cuantica

y lista cerrada H. La lista abierta almacena aquellos estados a los que podemos llegar pero
aun no hemos explorado, y la lista cerrada aquellos que ya han sido explorados habiendo
sido sus vecinos introducidos en la lista abierta. Decimos que un estado esta “abierto” o
“cerrado” si esta en la lista abierta o cerrada, respectivamente. El algoritmo, tal y como

lo definen Hart et al. (1968), opera de la siguiente manera:

1. Marcar s como abierto y calcular f(s).
2. Seleccionar el nodo abierto n con el minimo valor de f(n).
3. Si n =t, marcar n como cerrado y terminar el algoritmo.

4. Si no, marcar n como cerrado y aplicar el operador I" a n. Calcular f(n) para cada
vecino de n y marcar como abiertos aquellos que no estan marcados como cerrados.
Remarcar como abiertos los sucesores ya marcados cerrados n; para los que el valor

de f(n;) es menor ahora que cuando fueron marcados cerrados. Volver al paso 2.

Al ser un algoritmo heuristico, la eficiencia de éste dependerd mucho de las caracteristicas
de la funcién elegida como heuristica. Cuanto més parecida sea la estimacién al valor
real de h, menos nodos expandird el algoritmo. Sabemos que, como mucho, A* expandirg
todos aquellos nodos con un valor f(n) < C*, siendo C* el coste del camino éptimo. En la
literatura mas moderna, en relacién con la inteligencia artificial, se puede ver la eficiencia
del algoritmo expresada en el peor caso como O(b%), donde b es el factor de ramificacién y d
la profundidad del nodo objetivo. En cuanto a la complejidad en espacio, A* guarda todos
los nodos generados en la lista cerrada y los nodos por explorar en la lista abierta, y en
cada iteracién visita un nodo, por lo que la complejidad en espacio es también exponencial

con respecto a la longitud del camino d.

2.4. Paradigma de la computacion cuantica

La computacién cudntica representa un paradigma completamente distinto al de la
computacion clasica, basandose en las leyes de la mecanica cuantica para crear un nuevo
modelo de computacién. Frente a la méaquina clasica de Turing y la légica binaria tra-
dicional, los ordenadores cuanticos manipulan informacién codificada en sistemas fisicos

microscépicos como atomos, iones o circuitos superconductores, donde fenémenos como la

13
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superposicion y el entrelazamiento permiten un procesamiento distinto del espacio de es-
tados. Esto resulta en una capacidad mucho mayor para la resolucién de ciertos problemas

que su contraparte clasica.

La idea de aprovechar los fenémenos de la teoria cuantica para la computacién surgié
en la década de 1980 de la mano de Benioff (1980), quien fue el pionero que propuso el
concepto de una maquina cuantica de Turing en su articulo “The computer as physical sys-
tem: A microscopic quantum mechanical Hamiltonian model of computers as represented
by Turing machines”. Posteriormente, Feynman (1982) presenté “Simulating Physics with
Computers”, donde argumentd que los sistemas cudnticos naturales seguian reglas muy
diferentes a la fisica clasica, y por tanto, solamente un ordenador cuantico podria simular
eficientemente fenémenos cudnticos. Mas adelante, Deutsch (1985) describié el primer or-
denador cuéntico universal en su articulo “Quantum theory, the Church-Turing principle
and the universal quantum computer”. En él, propuso que cualquier ordenador cuantico
podria simular el funcionamiento de cualquier otro ordenador cudntico, estableciendo los

fundamentos tedricos para la computacién cudntica universal.

A continuacién se proporciona una introduccién rigurosa a los principios fundamentales
de la computacién cudntica, los cuales constituyen la base sobre la que se construira més

adelante el diseno del algoritmo cudntico para el problema del camino mas corto.

2.4.1. Chbits, superposicién y puertas cuanticas

El cubit (qubit en inglés, abreviatura de quantum bit), o bit cudntico, constituye la
unidad bésica de informacién en la computacién cuantica, analoga al bit clasico en compu-
tacién cldsica. Sin embargo, a diferencia del bit clasico, que solo puede encontrarse en uno
de dos estados mutuamente excluyentes (0 o 1), un ciibit puede existir en una superposi-
cion coherente de ambos estados base. Matematicamente, el estado de un cubit se describe
como un vector unitario en un espacio de Hilbert complejo de dos dimensiones, es de-
cir, H =~ C2. Cualquier estado puro de un ctibit puede expresarse como una combinacién
lineal de la base de dicho espacio de Hilbert, |0) y |1), que conforman la llamada base

computacional:
) = al0)+ BI1), cona,BeC, [af?+ |82 = 1. (2.3)

La condicién de normalizacién |a|? + |3|* = 1 garantiza que la probabilidad total de medir

14



David Chamizo Sanchez, Eloi Estebanell Pérez y Miguel Angel Rodriguez Garcia.
Maéster en Computacién Cuantica

el sistema en alguno de los estados base sea igual a la unidad (Nielsen y Chuang, 2010).

Una forma comin de representar los ctbits es mediante la esfera de Bloch (Figura 2.4).

Figura 2.4: Esfera de Bloch. Se trata de una esfera de radio unidad en la que se pueden
representar estados arbitrarios de un ciibit tal que |1y = cos(§) [0) + e sin(9) 1), donde

o= cos% y B = e¥sin g. Fuente: Nielsen y Chuang (2010).

El fenémeno de la superposicion cudntica permite que un tnico cubit almacene si-
multdneamente informacién sobre ambos valores légicos. Esta propiedad se traduce en
una ventaja computacional cuando se manipulan multiples cibits, ya que permite repre-
sentar exponencialmente mas estados con una cantidad lineal de elementos. Por ejemplo,
un sistema de n cibits puede describirse por un vector en C2", conteniendo hasta 2" co-
eficientes complejos. Se permite asi representar funciones sobre un dominio de 2" entradas
utilizando dnicamente n cubits. Esta codificacién posibilita la computacién en paralelo
caracteristica de la computacién cuantica. En ella, una serie de operaciones unitarias apli-
cadas a un registro en superposicién afecta simultdneamente a todas las componentes de
dicho registro.

No obstante, la naturaleza de la medicién en mecanica cuantica impide acceder direc-
tamente a todos los resultados en paralelo. Para extraer informacién 1til del sistema, los
algoritmos cuanticos deben explotar la interferencia cuantica. Es decir, la amplificacién o
cancelacion de amplitudes de probabilidad para que los resultados deseados tengan ma-
yor probabilidad de ser observados. Este principio subyace a varios algoritmos cuénticos
emblemadticos, como el de Deutsch y Jozsa (1992), el algoritmo de Grover (1996) y el

algoritmo de factorizacién de Shor (1997).
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La manipulacion de los ctbits para realizar esta serie de operaciones se realiza median-
te puertas cudnticas, que corresponden a operadores unitarios sobre el espacio de Hilbert.
Estas puertas son similares a las puertas logicas clésicas, pero con una estructura alge-
braica mucho maés estricta, ya que deben preservar la norma de los estados (i.e., deben ser

unitarias). Algunas puertas fundamentales incluyen:

e Hadamard (H): convierte un estado base en una superposicién uniforme. Es crucial

para inicializar cibits en estados de superposicion:

1 (1 1 1
H=— . H|0)= —

i 75000+ D).

e Pauli-X (NOT cudntico): actiia como una compuerta de negacién binaria, inter-

cambiando |0) <> |1). Su representacién matricial es:

X =
1 0

e CNOT (Controlled-NOT): es una puerta de dos cubits donde el segundo cubit
(objetivo) se invierte si y solo si el primero (control) esté en el estado |1). Esta puerta

introduce correlaciones entre ctibits y permite generar entrelazamiento:
CNOT(|z)® |y)) = [2)@lz@y), w,ye{0,1}.

Estas puertas, junto con otras como las de fase (S, T), rotaciones (R, Ry, R.) y opera-
ciones multicubit como Toffoli o SWAP, permiten construir cualquier circuito cuantico,
constituyendo un conjunto universal de puertas cuanticas. En la Figura 2.5 podemos ver

un ejemplo de la construccién de una puerta Toffoli a partir de otro conjunto de puertas.

. T

q1

qz

Figura 2.5: Construccién de una puerta Toffoli (izquierda) a partir de un conjunto de
puertas, en este caso CNOT, Hadamard, la puerta T y su conjugada (derecha). Fuente:

elaboracién propia.
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2.4.2. Entrelazamiento cuantico

Uno de los recursos més distintivos de la computacion cuantica es el entrelazamiento
(entanglement), una forma de correlacién que resulta cuando el estado global de un sis-
tema no puede describirse como un producto tensorial de los estados de sus subsistemas.
En tales casos, la informacion del sistema esta distribuida globalmente, y no puede ser
atribuida a ninguna parte por separado. Esto es, la medicién del estado en uno de los sub-
sistemas deriva en el colapso de la funcion de estado del resto de los subsistemas sujetos

al entrelazamiento. Un ejemplo de esta situacién es el primer estado de Bell:
1
V2

que representa un sistema de dos ctibits perfectamente correlacionados. Este estado es puro

[@7) = —=(100) + [11)), (2.4)

y se encuentra maximamente entrelazado. Su estructura impide describirlo como [¢) 4 ®
|¢) 5. Como consecuencia, una medicién sobre uno de los ciibits colapsa instantdneamente
el estado del otro, sin importar la distancia que los separe. Este comportamiento fue
formalmente discutido en el teorema de Bell (1964) y comprobado experimentalmente
en multiples ocasiones (Aspect et al., 1982; Hensen, 2015), siendo un indicio inequivoco
del caracter no local de la mecédnica cudntica. El entrelazamiento es indispensable en
diversos protocolos cudnticos, como la teleportaciéon cudntica, la correccién de errores y la

criptografia cudntica (Steane, 1998).

2.4.3. Evolucion unitaria y medicién

En mecénica cudntica, la evolucién temporal de un sistema cerrado (aislado de cual-
quier entorno externo) estd completamente determinada por la ecuacién de Schrodinger
dependiente del tiempo, una ecuacién diferencial lineal de primer orden sobre el espacio

de Hilbert del sistema. Dicha ecuacion se expresa como:

L d
the [9(t)) = H[Y(2)), (2.5)

donde [)(t)) es el estado cudntico en el tiempo ¢, & es la constante de Planck reducida y
H es el hamiltoniano del sistema. La solucién general de esta ecuacién, bajo la suposicién

de un hamiltoniano dependiente del tiempo, es una evolucién unitaria del estado inicial:

[() = U®) [$(0)y, con U(t) = e MM, (2.6)

donde U(t) es un operador unitario que satisface U(t)TU(t) = I, garantizando la conser-

vacién de la norma del estado (Nielsen y Chuang, 2010; Steane, 1998).
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En contraste con la evolucién reversible procedente de aplicar operadores unitarios o
puertas cuanticas al sistema, la mediciéon constituye un proceso fundamentalmente dife-
rente: no es unitario, no es reversible y conlleva una pérdida de coherencia. Al realizar una
medicién, se proyecta el estado cudntico sobre uno de los vectores de una base ortonormal
del espacio de Hilbert, tipicamente la base computacional {|0),|1)}. Segin el postulado

de la medida, si el sistema se encuentra en el estado:

) = al0)+ 51, (2.7)

entonces el resultado de la medicién serd |0) con probabilidad |a|? y |1) con probabilidad
|3|2. Tras la medicién, el sistema colapsa al estado correspondiente al valor observado, eli-
minando cualquier superposicién previa. Este proceso de colapso introduce una naturaleza

estocastica e irreversible, contrastando con la evolucién unitaria.

La medicién cuantica también implica limitaciones fundamentales para el procesamien-

to de informacion, entre ellas:

e Teorema de no clonacidon: establece que no es posible construir un operador

unitario que copie un estado cudntico arbitrario en otro (Wootters y Zurek, 1982).

e Indeterminacién y no determinacién del estado: dado un ntmero finito de
copias de un estado cuantico, no es posible determinar completamente su forma
mediante mediciones. Este hecho se relaciona con el teorema de Holevo (1973), que

limita la cantidad de informacion clasica que puede extraerse de un estado cuantico.

Estas caracteristicas subrayan la diferencia radical entre la informacién cudntica y la in-
formacién cléasica. Mientras que en la computacién clasica toda la informacién estd com-
pletamente accesible y es determinista, en la computacién cudntica el conocimiento del
estado y su manipulacién estdn profundamente restringidos por las leyes fundamentales

de la mecédnica cudntica.

2.4.4. Implementacion fisica de ordenadores cuanticos

Con el paso del tiempo, estos avances en la teoria de los ordenadores cuanticos promo-
vieron intentos de implementacién fisica de cibits mediante diferentes tecnologias, como
ctbits basados en circuitos superconductores y trampas de a&tomos, entre otros (Kjaergaard

et al., 2020; Monroe et al., 2021).
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Los cubits basados en superconductores son de los més usados actualmente, siendo
empleados por empresas como IBM o Google (Kjaergaard et al., 2020). Estos cubits son
circuitos superconductores a temperaturas criogénicas que implementan uniones Josephson
para utilizar el espectro de energias de un oscilador arménico donde los niveles de energia
no estan equispaciados. Una de las ventajas principales de este sistema es la facilidad de
fabricacion y la velocidad de aplicacién de las puertas. Las desventajas estdn en la necesidad
de obtener temperaturas criogénicas para mantener las propiedades superconductoras del
material.

También se tienen ordenadores basados en trampa de iones. Este método consiste en
atrapar iones con campos electromagnéticos. La informacién se podra obtener a partir de
la configuracién electrénica de los atomos. Esta técnica resulta muy interesante, ya que
tenemos grandes tiempos de decoherencia (Monroe et al., 2021). El problema se encuentra
en la escalabilidad de estos sistemas, ya que los iones interaccionan mucho entre si, de
forma que al aumentar de forma significativa el nimero de atomos, dificulta la capacidad

de tenerlos encerrados.

La computaciéon cudntica se encuentra actualmente en lo que se conoce como la era
NISQ (siglas del término anglosajon, Noisy Intermediate-Scale Quantum), un término
acunado por Preskill (2018) para describir dispositivos cudnticos que pueden realizar cier-
tas operaciones sin correccién total de errores, pero aun afectados significativamente por
ruido y decoherencia.

Los sistemas cuanticos reales son inherentemente abiertos: interactian de forma inevi-
table con su entorno, lo que produce pérdida de coherencia cuéntica, también denominada
decoherencia. La decoherencia destruye las correlaciones de fase entre componentes del es-
tado cudntico y degrada las superposiciones y entrelazamientos necesarios para el cémputo

cuéntico util.

Existen multiples fuentes de ruido en plataformas cudnticas reales:

e Relajacion (71): transicién espontinea del estado excitado al fundamental, que

lleva a la pérdida de informacién del sistema.

e Desfasamiento (75): pérdida de coherencia entre las fases relativas de un estado

superpuesto.
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e Errores de compuerta: desviaciones entre la operacién unitaria ideal y la imple-

mentada experimentalmente.

e Errores de lectura: imprecisiones en el proceso de medicién de los ctubits.

Estas fuentes de error limitan la profundidad de los circuitos cudnticos tutiles. En au-
sencia de una correccidon activa de errores, los algoritmos cudnticos deben mantener la
suficiente profundidad como para ejecutarse antes de que la decoherencia destruya la in-
formacién. Por esta razén, en la era NISQ se exploran algoritmos resilientes al ruido, como
los llamados algoritmos variacionales, que combinan circuitos cuanticos poco profundos
con optimizacién clésica. Asimismo, se desarrollan técnicas de mitigacién de errores como
extrapolacion de ruido o aprendizaje automatico, que buscan compensar los efectos del

ruido sin necesidad de redundancia cudntica explicita (Temme et al., 2017).

El reto principal de la era NISQ es doble: por un lado, entender los limites compu-
tacionales de los dispositivos cudnticos ruidosos; y por otro, encontrar problemas de interés
practico en los que estos dispositivos puedan ofrecer una ventaja cuantica antes de que se
logren arquitecturas con correccién de errores completa.

Si bien es cierto, como se vera més adelante, en este Trabajo se opta por una estrategia
que puede no ser adecuada para esta era. Esto es una consecuencia de la complejidad

necesaria para su implementacion.

2.5. Algoritmos cuanticos para problemas en grafos

En esta seccién se revisan tres enfoques para abordar problemas de optimizacién en
grafos desde una perspectiva cudntica: computacion adiabatica, algoritmos variacionales
y caminatas cuanticas. Estos modelos constituyen las bases tedricas y algoritmicas sobre
las que se han desarrollado varias resoluciones a problemas pertenecientes a la teoria de

grafos.

2.5.1. Computacién adiabatica

La computacién adiabatica es una de las principales vias escogidas para resolver pro-
blemas que pueden modelizarse como grafos utilizando notacién QUBO (Gaitan y Clark,

2014; Stollenwerk et al., 2015; Hua, 2016; Dinneen y Hua, 2017). Por esta razdén, siempre
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que se pretende resolver un problema en teoria de grafos mediante computacién cuantica,

es una de las candidatas.

La computacién cudntica adiabdtica se fundamenta en el teorema adiabatico de la
mecanica cudntica (Nielsen y Chuang (2010)): si un sistema cudntico se prepara inicial-
mente en el estado fundamental de un hamiltoniano Hp y luego se hace evolucionar lo
suficientemente despacio hacia un hamiltoniano problema Hp, el sistema permanecera en
su estado fundamental con alta probabilidad (Farhi et al., 2000; Aharonov et al., 2005).

Formalmente, la interpolaciéon temporal se escribe como:

H(s) = (1—s)Hy + sHp, s — % tel0,T] (2.8)

2

El tiempo total T' debe escalar al menos como O(1/A: . ), donde A, es el gap es-
pectral minimo entre el estado fundamental y el primer estado excitado. Este enfoque es
universalmente equivalente al modelo de circuito cudntico estandar, pero su rendimien-
to depende criticamente del tamano del gap y de la presencia de decoherencia (Albash
v Lidar, 2018; Farhi et al., 2000). El Hamiltoniano Hp se disena para codificar la so-
lucién del problema del camino maés corto como su estado de energia minima, mientras
que Hp permite una preparacion inicial conocida y controlable. El éxito practico de este
método depende de la capacidad experimental de mantener la coherencia y controlar las

condiciones adiabaticas.

La computacién adiabatica presenta una serie de ventajas y limitaciones que emergen
tanto de fundamentos fisicos como de restricciones practicas de su implementacién. Una de
sus principales fortalezas radica en su formulacién natural para problemas de optimizacién,
ya que prescinde del uso de secuencias discretas de compuertas y se apoya, en cambio, en
la evolucion continua del estado fundamental de un sistema cuéntico. Esta caracteristica
permite explotar la estructura de ciertos hamiltonianos cuya solucion se encuentra codifi-
cada en el estado base, lo que puede conferir cierta robustez frente a errores tipicos de las
compuertas discretas.

No obstante, el rendimiento del algoritmo adiabatico es extremadamente sensible al
tamaifio del gap espectral minimo entre el estado fundamental y el primer estado excitado a
lo largo de la evolucion. Si este gap se cierra exponencialmente con el tamaifio del problema,

el tiempo necesario para garantizar una evolucién adiabatica se vuelve excesivamente largo.
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Por otro lado, la presencia de decoherencia y el acoplamiento térmico con el entorno
inducen transiciones no adiabaticas que afectan negativamente a la fidelidad del estado
final. Finalmente, incluso si se alcanza un estado final estacionario, la verificacién de que
dicho estado corresponde efectivamente a la solucién éptima global del problema planteado
no es trivial y, en general, constituye una tarea dificil que no puede resolverse mediante
una simple validacion directa.

El estudio realizado por Padmasola y Chatterjee (2023) contribuye a la aplicacién
de esta metodologia para la resolucién del problema del camino més corto, que puede
ser de gran interés como base de este Trabajo. Sin embargo, la complejidad asociada a
la manipulacién del hamiltoniano y la falta de control durante la evolucién adiabética
del sistema suponen un gran incoveniente, por lo que no ha sido la estrategia que se ha

seleccionado para nuestra propuesta.

2.5.2. Algoritmos variacionales

Del mismo modo, los algoritmos variacionales son otra de las principales estrategias de
resolucién de problemas en grafos en computacion cuantica. Se pueden modelizar proble-
mas como el MazxCut, k-SAT o Vertex Cover (Farhi et al., 2014; Wang et al., 2018; Zhang
et al., 2020; Li et al., 2021).

Son especialmente interesantes en el contexto de la era NISQ. Los algoritmos variacio-
nales constituyen una clase prometedora de esquemas hibridos cuantico-clasicos, disenados
para mitigar los efectos del ruido y la decoherencia mediante circuitos cuanticos poco pro-
fundos, y delegando la optimizacién global del problema a métodos cldsicos. Estos algo-
ritmos aprovechan la capacidad del hardware cuantico para preparar estados complejos y
calcular funciones objetivo dificiles de evaluar clasicamente, mientras que los pardametros
de control se ajustan externamente con técnicas clasicas de optimizacién (Cerezo et al.,

2021; Bharti et al., 2022).

e Solucionador variacional cuantico de autovalores: el solucionador variacional
cudntico de autovalores (VQE, por sus siglas en inglés) fue propuesto inicialmente
para estimar el valor propio més bajo (la energia del estado fundamental) de ha-
miltonianos cuanticos, con aplicaciones en quimica cudntica y fisica de materiales

(Peruzzo et al., 2014; Qing y Xie, 2023). Dado un hamiltoniano del sistema Hp, se
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construye una familia parametrizada de estados cudnticos:
[4(0)) = U(6)0)" (2.9)

donde U(#) es un ansatz (circuito cudntico parametrizado), dependiente de un con-
junto de pardmetros cldsicos # € R*. La funcién de coste es la energia esperada del

sistema.:

E(0) = ((0) Hp [1(0)), (2.10)

que se estima mediante mediciones cuanticas sobre los observables constituyentes de
Hp. Un optimizador clasico ajusta iterativamente los parametros 6 para minimizar
E(0), convergiendo idealmente al valor minimo de Hp. La calidad de los resultados

depende en gran medida del disefio del ansatz.

e Algoritmo cuantico de optimizacion aproximada: en concreto, dentro de los
algoritmos variacionales basados en el VQE, el mas ampliamente usado es el Algo-
ritmo cudntico de optimizacién aproximada (QAOA, por sus siglas en inglés). El
QAOA, introducido por Farhi et al. (2014), es una técnica variacional especialmente
estructurada para problemas de optimizacién combinatoria. Se ha demostrado que el
algoritmo QAOA puede superar a los algoritmos clasicos en instancias del problema
Max-Cut en grafos pequenos, particularmente 3-regulares, bajo condiciones ideales
de muestreo y optimizacién de pardmetros (Larkin et al., 2020; Lykov et al., 2023;

Carlson y Kolla, 2023).

Considerando un problema cuya funcién objetivo puede codificarse en un hamilto-
niano de coste Hp, y un hamiltoniano mezclador Hp que induce exploraciéon del

espacio de soluciones, el algoritmo aplica una secuencia alternada de operaciones:

p
U(y,a) = H e~ Ditlpg=iajlp (2.11)
j=1

donde p es la profundidad del algoritmo y (v, @) son pardmetros variacionales. Pa-
ra p = 1, QAOA ya puede producir soluciones aproximadas no triviales, y se ha

demostrado que su rendimiento mejora con p bajo ciertas condiciones Zhou et al.

(2018).

Los algoritmos variacionales constituyen una de las propuestas mas prometedoras para

aprovechar el potencial de los dispositivos cuanticos de la era NISQ. Entre sus principales
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ventajas destaca el hecho de que requieren circuitos de profundidad relativamente baja, lo
que los hace adecuados para arquitecturas cuanticas con tiempos de coherencia limitados.
Ademsds, permiten una gran flexibilidad en el diseno del ansatz, que puede adaptarse
especificamente al hardware disponible, favoreciendo asi una implementacion eficiente.

Otra fortaleza significativa es su resiliencia frente a ciertos tipos de ruido, que pue-
de mitigarse mediante técnicas especificas como métodos de extrapolacién a ruido cero
(Giurgica-Tiron et al., 2020). Sin embargo, estos algoritmos también enfrentan desafios
fundamentales. Uno de los mas relevantes es la aparicién de los denominados barren pla-
teaus en el paisaje de optimizacién, regiones en las que el gradiente de la funcién de
coste se vuelve exponencialmente pequeno, dificultando la convergencia del entrenamiento
(McClean et al., 2018).

Ademsds, el rendimiento de los algoritmos variacionales depende criticamente del di-
senio del ansatz: una eleccién inapropiada puede restringir severamente la exploracion del
espacio de soluciones relevantes. Finalmente, la carga computacional asociada al célculo
de gradientes puede escalar de manera poco favorable con la complejidad del problema

abordado, lo que limita la eficiencia global del enfoque.

Al igual que para la computacién adiabatica, ya existen trabajos centrados en el pro-
blema del camino més corto con esta estrategia (Soltan Aghaei et al., 2008; Fan et al.,
2023). Aunque en este caso si se permite el control durante la evolucién del sistema, la
codificacién de una heuristica tendria que introducirse en el hamiltoniano. Esto, pese a
que puede ser una posible solucién al problema, resulta en un gran aumento de la comple-
jidad (restricciones adicionales en el hamiltoniano). Sea este el motivo para utilizar como
estrategia en este Trabajo las caminatas cudnticas, pues, como se verd mas adelante, la

introduccién de la heuristica resulta mas apropiada para este enfoque.

2.5.3. Caminatas cuanticas

Las caminatas cudnticas (quantum walks en inglés) constituyen una generalizacién
cuantica de las caminatas aleatorias cldsicas. Una caminata aleatoria clasica es una pro-
ceso estocdstico en el que se produce un desplazamiento siguiendo una distribucién de
probabilidad definida (Lovasz, 1993). Esto es, se realiza un recorrido siguiendo un camino
aleatorio determinado por las probabilidades de transicién a cada momento. Este conjunto

de distribuciones de probabilidad es un caso concreto de cadenas de Markov. Las cadenas
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de Markov (1906) son modelos matemdticos que sirven para describir procesos aleatorios
paso a paso. En ellas, el estado futuro de un sistema depende tinicamente del estado actual,
sin importar los estados previos en los que se ha encontrado el sistema (Norris, 1998).
Las caminatas cudnticas conservan la estructura conceptual de las cadenas de Markov
y las caminatas aleatorias clasicas, pero la expanden con propiedades cuanticas como la
superposicion y la interferencia. Esto habilita fendmenos como la propagacién paralela y la
amplificacién selectiva de trayectorias, que constituyen la base de su potencial algoritmi-
co y de sus aplicaciones en la simulacién de procesos fisicos. Mientras que en el marco
clésico la evolucién esta gobernada por una matriz de transicion estocastica, en el ambito
cuantico ésta se reemplaza por un operador unitario, que garantiza que la evolucién sea
reversible, coherente y conserve la norma del estado (Kempe, 2003). El paso fundamental
de la descripcién clasica a la cuantica consiste en sustituir las probabilidades por ampli-
tudes de probabilidad complejas. El estado ya no se representa mediante una distribucién
probabilistica sobre los vértices de un grafo, sino mediante una superposicién cuantica de
estados. Este cambio de marco introduce un recurso ausente en los paseos clésicos: la in-
terferencia. A medida que las amplitudes se propagan por el grafo, pueden reforzarse unas
a otras o cancelarse. Esta caracteristica hace que la dindmica de las caminatas cuanti-
cas exhiba patrones de propagacién distintos a las caminatas clasicas (Venegas-Andraca,
2012). Es esta diferente dindmica la que explotan los diferentes algoritmos basados en
caminatas cuanticas. Gracias a estas propiedades, las caminatas cuanticas se han conso-
lidado como un marco versatil tanto para el diseno de algoritmos cudnticos como para la
modelizacion de procesos fisicos, tales como la difusién cudntica o el transporte de energia

en sistemas discretos (Childs et al., 2002; Mohseni et al., 2008).

Existen dos formulaciones principales de caminatas cuanticas: la versién en tiempo
continuo, gobernada por un hamiltoniano asociado al grafo, y la versién en tiempo discreto,
en la que la evolucién se construye a partir de operadores de moneda (en inglés, coin) y
desplazamiento (en inglés, shift). Ambas comparten la misma idea general, aunque difieren
en su descripcién matemadtica y en las aplicaciones en las que resultan méas adecuadas. A

continuacién, se explican con mayor detalle ambas versiones:

e Caminatas cuanticas en tiempo continuo: se introdujeron como una analogia
directa con la dindmica de un sistema cudntico gobernado por un hamiltoniano. Sea

un grafo no dirigido G = (V, E)) con |V| vértices. Asociamos a cada vértice v € V un
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estado base |v). El espacio de Hilbert de la caminata es entonces:

H = span{|v) :ve V} =Vl (2.12)

La dindmica viene determinada por un hamiltoniano H que codifica la conectividad
del grafo. Una elecciéon comun es la matriz de adyacencia:

Puy  Si(u,v) € E,
H=A A,= (w,0) (2.13)

0 en otro caso,

donde p,,, determina la probabilidad de transicién entre los vértices correspondientes.
La eleccién de H determina las propiedades de propagacién de la caminata (Farhi y
Gutmann, 1998). La evolucién temporal obedece la ecuacién de Schrédinger depen-

diente del tiempo:

.d
i () = H (1), (214)

cuya solucion formal es:
(1) = U) [$(0)y, U(t) =e " (2.15)

El estado en cualquier instante puede escribirse como una superposicién donde los
coeficientes son las amplitudes de probabilidad asociadas a cada vértice. Estas am-
plitudes evolucionan de manera coherente, generando patrones de interferencia ca-

racteristicos de la caminata cuantica.

Este modelo resulta particularmente natural en contextos fisicos, ya que reprodu-
ce fendmenos de propagacién cudntica, como en el transporte de excitaciones en

materiales o en fotosintesis artificial (Mohseni et al., 2008).

Desde el punto de vista algoritmico, se ha mostrado que las caminatas en tiem-
po continuo permiten acelerar problemas de busqueda en grafos, logrando ventajas

exponenciales frente a caminatas cldsicas en ciertos escenarios (Childs et al., 2003).

Caminatas cuanticas en tiempo discreto: en contraste, las caminatas en tiempo
discreto se definen a través de la aplicacion iterada de un operador unitario com-
puesto. Dado que un grafo puede tener vértices de distinto grado, no es suficiente

con asociar un estado |v) a cada vértice: es necesario anadir un espacio moneda que
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determine la direccién del movimiento (Ambainis, 2003). Asi, el espacio de Hilbert
total es entonces:

H = Hcoin ® Hp057 (216)

donde Hos codifica los vértices del grafo y Heoin las posibles transiciones. La evolu-
cién a cada paso se implementa en dos fases. En primer lugar, el operador moneda
C' acttia sobre Heoin, generando una superposicién de direcciones. En segundo lugar,
un operador de desplazamiento S traslada las amplitudes a lo largo de las aristas del
grafo en funcion de la direccion determinada por la moneda. El operador unitario de

un paso completo se escribe como:

U=5-(CQI), (2.17)

donde S es el operador de desplazamiento e I la identidad en el espacio de posicio-
nes. Esta notacién representa la aplicacién del operador moneda sobre las posiciones
iniciales, sin alterarlas, para su posterior modificacién a través del operador despla-

zamiento.

Esta versién ha dado lugar a multiples algoritmos cudnticos, entre ellos el algoritmo
de busqueda de Shenvi-Kempe-Whaley (Shenvi et al., 2003), que logra acelerar

tareas de busqueda no estructurada en comparaciéon con métodos cldsicos.

Una variante especialmente relevante dentro del modelo discreto es la caminata
cuantica de tipo Szegedy, entendida como la generalizaciéon cuantica de una cadena

de Markov clésica (Szegedy, 2004). Su formalismo es el siguiente.

Sea P una matriz de transicion estocastica asociada a una cadena de Markov sobre

un conjunto de N estados. Se define un espacio de Hilbert doble:

H=CNeCV, (2.18)

cuyos estados base son |x)® |y), que representan una transicién potencial de x a y.

A partir de P, se construyen vectores normalizados que codifican las distribuciones

de transicién de cada estado:

N

[y = D) v/Boy [2)® [y (2.19)

y=1
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donde p,, representa la probabilidad de transicién de = a y. Sea:

A =span{|¢pz):x =1,...,N}, (2.20)

el subespacio generado por estos estados. El operador de reflexion asociado es:

R =241, (2.21)

donde II4 es el proyector sobre A!. De manera aniloga, se construye un segundo

subespacio B, generado por los vectores:
N
|6y = D /Py [9) @), (2.22)
y=1

y su correspondiente reflexién:

R =2l —1. (2.23)

El operador unitario de Szegedy se define entonces como la composicién de ambas

reflexiones:

Up = R'R. (2.24)

Este operador es unitario por construccion y captura de forma cuantica la dindmica
inducida por la cadena de Markov (Nielsen y Chuang, 2010). Este operador unitario
actua como doble operador de una caminata cuantica discreta. Generalmente, estos
operadores de reflexion son los escogidos para representar las transiciones del sistema

a causa de la falta de unitariedad de la matriz P.

En resumen, las caminatas en tiempo continuo se apoyan directamente en la dinamica

hamiltoniana de la mecdnica cuantica y resultan naturales para modelar procesos fisicos de
transporte. Las caminatas en tiempo discreto, en cambio, introducen un grado adicional
de flexibilidad mediante el uso de monedas cuanticas y operadores de desplazamiento, lo
que facilita su aplicacion en el disefio de algoritmos. Dentro de estas ultimas, el modelo de
Szegedy destaca por su capacidad de establecer una similitud estructural con las cadenas de
Markov clasicas, permitiendo una conversién de técnicas probabilisticas clasicas al contexto

cuantico.

'El proyector sobre A se define como: 14 = AA" (Cohen-Tannoudji et al., 1977).
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Los trabajos de Montanaro (2018) y Li (2025) son la base para la idea de un algoritmo
cuantico inspirado en A* mediante caminatas cudnticas. Montanaro mostré cémo trans-
formar algoritmos de backtracking en versiones cudnticas més, eficientes usando caminatas
discretas; mientras que Li demostré ventajas exponenciales en problemas de busqueda de
caminos sobre grafos estructurados. Ambos resultados consolidan la motivacion de explorar

caminatas cuénticas como ntcleo de un algoritmo de tipo A*.

Siguiendo todo lo expuesto con anterioridad, se hace notable la practicidad del uso
de caminatas cudnticas para el problema que se pretende resolver en este Trabajo. Es
por esto que la linea de investigacién que se ha decidido seguir busca combinar el uso
de caminatas cuanticas y la introduccién de una heuristica, al igual que hace A*, para

resolver el problema del camino més corto.
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3. Objetivos

Este Trabajo tiene como propésito fundamental sentar las bases tedricas para el desa-
rrollo de una versién cuédntica del algoritmo A*, explorando las posibilidades que ofrece
la computacién cudntica para reducir su complejidad y mejorar su eficiencia. A partir del
andlisis de los principios cuanticos y de las limitaciones del algoritmo clasico, se busca
construir un marco conceptual una implementacién cudntica del A*, resaltando asi el po-
tencial de la computacion cuantica para enfrentar problemas de buisqueda y planificacién
de manera mas eficiente.

El enfoque adoptado pretende vincular los avances recientes en algoritmos cuanticos
con las necesidades practicas de optimizacién que resuelve el algoritmo A*. A través de
una investigacién tedrica, se espera identificar los elementos clave que conformaran la base
para una contribucién inicial en la direccién de la creacién de un algoritmo cuantico con

un funcionamiento similar al A*.

3.1. Objetivos generales

o Explorar la posibilidad de disenar un algoritmo A* cudntico que, aprovechando los
principios fundamentales de la computacién cuantica, pueda superar en eficiencia a

su version clasica.

e Fundamentar tedricamente el uso de técnicas cudnticas en problemas de busqueda y

planificacion.

3.2. Objetivos especificos

e Analizar el funcionamiento y la estructura del algoritmo A*, incluyendo su compor-

tamiento heuristico y limitaciones principales.

e Investigar los fundamentos tedricos de la computacién cudntica relevantes para al-
goritmos de busqueda, con énfasis en fenémenos como la superposicién, el entrela-
zamiento y la interferencia. Asimismo, estudiar algoritmos cudnticos existentes rela-

cionados con busqueda y optimizacion, tales como Grover o las caminatas cuanticas.

e Identificar un esquema conceptual para un algoritmo A* cudntico que defina sus

componentes, comportamiento esperado y supuestos necesarios.
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4. Desarrollo del Trabajo

Como se ha mencionado anteriormente, el objetivo de este Trabajo es presentar un
algoritmo cudntico, basado en el algoritmo A* y haciendo uso de caminatas cudnticas.
Esto con el fin de resolver el problema del camino de menor coste en grafos ponderados.
Este enfoque se apoya en la capacidad de las caminatas cudnticas para explorar de manera
simultdnea un gran ntmero de trayectorias, modulando la exploracién para concentrar

amplitud sobre las soluciones mas prometedoras.

A lo largo de esta Seccién 4 se presentaran en detalle las condiciones bajo las cua-
les este algoritmo puede aplicarse de manera rigurosa. Posteriormente, se describiran de
forma separada sus componentes principales: la caminata cudntica de Szegedy; el kernel
de transicién' basado en distribuciones de Boltzmann-Gibbs; la posible aplicacién de la
transformada de Doob como heuristica; la incorporacion de registros auxiliares para el

camino y el contador de longitud; el mecanismo de parada (en inglés, halt).

Finalmente, se mostrard cémo estos elementos se integran para implementar el algo-

ritmo al completo, justificando las elecciones del diseno.

4.1. Condiciones de aplicabilidad

El algoritmo propuesto no es universalmente aplicable a cualquier tipo de grafo, sino
que requiere el cumplimiento de una serie de condiciones estructurales. El punto de partida
es un grafo no dirigido, finito, conexo y ponderado, cuyas aristas estdn asociadas a costes
estrictamente positivos. Estas restricciones son necesarias para asegurar que la matriz de
transicién derivada de los costes puede interpretarse adecuadamente para un problema
definible mediante cadenas de Markov (Nielsen y Chuang, 2010). Esta imposicién se de-
be a, como se verd mas adelante, la selecciéon de caminatas cuanticas de Szegedy como
componente principal del algoritmo.

Una vez establecida la naturaleza de los grafos problema, se presentan los diferentes

elementos que componen el algoritmo.

!Cuando se habla de kernel de transicién en el contexto de cadenas de Markov, se trata de una funcién

que describe la probabilidad de transicién entre dos estados.
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4.2. Componentes individuales del algoritmo

En esta seccién 4.2 se describen de manera detallada los elementos que componen el
algoritmo propuesto. Cada componente se presenta de forma independiente, destacando

su funcion, formulacién matematica y la justificacion de su incorporacién.

4.2.1. Caminata cuantica de Szegedy

El ntcleo del algoritmo es la cuantizacién de Szegedy (2004) de una cadena de Markov
reversible. El formalismo asociado a esta metodologia es el siguiente. Dados un conjunto

de vértices V' y una matriz de transicién P sobre ellos, se define el espacio de Hilbert:
Hep =CVigclV, (4.1)
tal que:
Hp = spanf|z,y) : (z,y) € E}, (4.2)

donde E representa el conjunto de aristas del grafo y los estados base |z) e |y) representan
transiciones del nodo z al nodo y. Para cada vértice x, se construyen los estados:
Vo) = D) /Doy 1)1y (4.3)
yel'(z)
donde I'(z) es el conjunto de nodos conectados al nodo x y pyy es el elemento P(x,y) de
la matriz de transicién y determina la probabilidad de ir del nodo x al nodo y, también
denominado kernel de transicion.

El subespacio A = span{[i,) : © € V} genera la reflexion:
R=2IIa—1,  Ta=) [ta)(¥al. (4.4)
T

Este operador R constituye el operador moneda caracteristico de una caminata cuanti-
ca discreta, esto es, R = C. Asimismo, el operador de desplazamiento utilizado en la

equivalencia con Szegedy es el llamado en inglés flip—flop shift:

Sleyly) =l le), (4.5)

que intercambia los dos registros y, por tanto, invierte la orientacién de la arista.

Existe también otro desplazamiento de comin uso en caminatas cudnticas discretas,

en inglés, moving shift. Definido como:

Stov |$> |d> = |y> |d>7 (46)
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donde d denota la direccién elegida desde x hacia y. En este caso, el desplazamiento nunca
cambia de direccion, siendo especialmente 1til para problemas con cierta estructura lineal.
Sin embargo, en los grafos problema esta estructura no necesariamente se cumple. Ademas
la equivalencia con Szegedy se rompe, pues Spyoy N0 implementa la simetria necesaria para
reproducir R'. Por ello, cuando se habla estrictamente de la caminata de Szegedy, se utiliza

siempre el flip—flop shift y es el implementado en este Trabajo.

Una propiedad fundamental del formalismo de Szegedy es que la reflexién R’ asociada

al subespacio:

B=span{¢e):y eV},  [de) =D \/Paylv)|2), (4.7)
Y

puede implementarse a partir de la reflexion R y del operador de desplazamiento flip—flop

shift. Nétese en primer lugar que los estados |¢, ) se obtienen aplicando S sobre los estados

|9z ):
Slipay = S (me |y>> = Py 9 ]7) (4.8)
Yy Yy

Por ende, B = SA. Sea I 4 el proyector sobre A y Il el proyector sobre B. Cumpliendo
la igualdad anterior, se obtiene?:
[p = STI4.S. (4.9)

En consecuencia, el operador de reflexion sobre B es:

R =2Ilg — I =2STI4S —I. (4.10)
Esto se puede reescribir como:

R' = S(2ll4 — I)S = SRS. (4.11)

De esta manera se establece que R’ no es independiente de R, sino que se obtiene mediante
la combinacién de R con el flip—flop shift. El operador completo de Szegedy puede entonces

escribirse como:

U= RR=(SRS)R, (4.12)

lo que muestra explicitamente que cada paso de Szegedy equivale a la aplicacion de dos

pasos en una caminata cudntica discreta (Wong, 2017b).

2Téngase en cuenta que el operador S es hermitico: S = ST
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La caminata cudntica de Szegedy se ha seleccionado como metodologia debido a que
los grafos problema pueden modelarse de manera natural como cadenas de Markov re-
versibles. Este formalismo proporciona un marco adecuado para la cuantizaciéon de dichas
cadenas, garantizando un operador unitario bien definido. Una ventaja fundamental es
que la dindmica inducida por Szegedy permite explorar de manera coherente la totalidad
del grafo en superposiciéon cuantica, preservando la estructura estocastica subyacente e in-
corporando la posibilidad de la propagacién de la amplitud en las trayectorias (Portugal,

2016a,b; Wong, 2017a; Portugal y Segawa, 2017).

4.2.2. Kernel de transicion

El kernel de transicién constituye el pilar fundamental a partir del cual se construye
la caminata de Szegedy. Esta funcién determina la probabilidad de transicién a partir de
los costes presentes en el grafo. Su definicién para este caso consta de lo siguiente. Dado
un grafo ponderado G = (V, E) con costes positivos wy, > 0 en cada arista (x,y) € E, se
define una cadena de Markov reversible cuya matriz de transicién P asigna a cada vértice
x una distribucién de probabilidad sobre sus vecinos siguiendo®:

e*ﬁwwzy

P(xv y) = ZZEF(I) e—Buwta:

. yel(@); (4.13)
y P(z,y) = 0 en caso contrario, esto es, si a e y no los une ninguna arista.

Esta construccién se inspira directamente en la distribucién de Boltzmann—Gibbs de la
mecanica estadistica, donde la probabilidad de un microestado con energia F estd ponde-
rada como e~ ¥ (Boltzmann, 1970; Gibbs, 2010). En el contexto de grafos, los costes wy,
juegan el papel de energias, y el parametro 3,, corresponde al inverso de una temperatura
efectiva (Wocjan et al., 2009). Se vera més adelante como este pardmetro ( sirve para
modular un sesgo segun lo requiera el problema.

Esta estrategia es comun en simulaciones cldsicas (Metropolis et al., 1953; Goldstein
et al., 2020) y se ha demostrado que preparar coherentemente este muestreo con Szegedy
da una ventaja cuadrética frente al mezclado clasico (Somma et al., 2008), lo que justifica

la seleccidon de esta funcion.

Por su parte, el parametro (,, introduce un control explicito sobre el equilibrio entre

3Nétese la igualdad mencionada previamente: P(x,y) = Pay
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exploracién completa del grafo y explotacién de los caminos 6ptimos de propagacién de la

probabilidad. El valor de 3,, afecta a la distribucién de forma que se cumple:

e Cuando 3, — 0, se obtiene:

1
Plx,y) ~ ———, 4.14
(z,y) ~ = <) (4.14)
es decir, una distribucién casi uniforme sobre los vecinos de x. La distribucién per-
fectamente uniforme se alcanza en el valor 3, = 0. En este régimen la caminata

explora el grafo de forma amplia, con poca discriminaciéon en funcién de los costes.

Este seria el enfoque utilizado si el grafo problema no presentase ponderaciones.

e Para valores intermedios de 3,, la caminata favorece aristas de menor coste,
pero atin permite explorar transiciones suboptimas. Este comportamiento es analogo
al de los algoritmos clasicos de enfriamiento simulado (simulated annealing), donde se
busca explorar todas las posibles rutas manteniendo un mayor foco en las soluciones

mas prometedoras (Kirkpatrick et al., 1983).

e Cuando 3,, — o0, la probabilidad se concentra en la arista de menor coste desde
cada vértice. En el limite, la caminata se aproxima a un proceso casi determinista

siguiendo siempre la transicién de menor coste local.

Idealmente, un valor muy grande de 3, es el que maximizaria la probabilidad de seleccionar
siempre el camino de coste minimo. Sin embargo, este escenario presenta inconvenientes.
El operador de Szegedy se vuelve extremadamente sesgado, y la amplitud inicial en ramas
subdptimas puede ser casi nula, lo que limita la capacidad de explorar todas las ramas
derivando en resultados potencialmente inadecuados. Asi, la caminata se aproxima a un
comportamiento clésico y determinista, desaprovechando las ventajas cuanticas de explo-
racién en superposicion.

En la préctica, por tanto, no resulta 6ptimo elegir 3, excesivamente grande, sino
modularlo segtin el problema. De manera que exista suficiente sesgo hacia las aristas de
menor coste para que los caminos 6ptimos acumulen amplitud apreciable y, al mismo
tiempo, se mantenga una superposicion adecuada de suficiente cantidad trayectorias. En
consecuencia, el valor de [, debe calibrarse teniendo en cuenta tanto la estructura del

grafo como los recursos computacionales disponibles.
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Por otro lado, la definicion del kernel implica una normalizacion local en cada vértice

= > e P, (4.15)

zel'(z)

Este factor de particién depende del grado de x y de los costes asociados a sus aristas.
A causa de esto, la probabilidad acumulada de un camino completo v = (zg, z1,...,xk)

resulta de un producto de cocientes locales:

waztzt+1

r(v; Buw) = 1;[ (4.16)

Asi, incluso cuando un camino tiene coste total bajo, puede perder peso relativo si atraviesa
nodos con alto grado, debido al aumento de los valores Z,, (8,,). Este fenémeno introduce lo
que se puede entender como una “dilucién”de la probabilidad. Es esta la razén que motiva
la posterior introduccién de la transformada de Doob; que al mismo tiempo funcionard

como heuristica, basdndose en el funcionamiento de A*.

En la caminata cudntica de Szegedy, el kernel determina los estados:
W}x /Bw Z v/ Pzxy |$> ’y> (4'17)
yel(z)

que se utilizan en la definicién de las reflexiones R y R’. La dindmica resultante depende

explicitamente de (,,, y por tanto el operador unitario de Szegedy se convierte en

U(ﬁw) = R/(Bw)R(ﬁw) (4.18)

De esta forma, la probabilidad final de éxito depende en gran medida del valor de (.

4.2.3. Transformada de Doob

Uno de los principales problemas del kernel utilizado en las caminatas cuanticas es la
“dilucién” de probabilidad en grafos con alto grado de ramificaciéon: aunque un camino pue-
da ser globalmente barato, la probabilidad asociada a recorrerlo disminuye drasticamente

si atraviesa nodos con muchos vecinos, ya que la normalizacién local:

D e fue (4.19)
zel'(x)

aumenta y reduce el peso relativo de cada transicion. Este efecto dificulta que el algoritmo

concentre amplitud en el camino de menor coste.

36



David Chamizo Sanchez, Eloi Estebanell Pérez y Miguel Angel Rodriguez Garcia.
Maéster en Computacién Cuantica

Para corregir este sesgo, se recurre a la transformada de Doob (1957), introducida
originalmente en el contexto de procesos estocasticos condicionados y utilizada mas re-
cientemente en algoritmos cudnticos de muestreo y optimizacién (Chetrite y Touchette,
2014). Su uso en cadenas de Markov estd ampliamente estudiado (Faggionato et al., 2009),

por lo que su uso en este caso resulta muy oportuno.

La transformada de Doob permite modificar el kernel de transicion de forma que se
discriminen positivamente las trayectorias que llevan hacia un cierto objetivo, reponderan-
do la dindmica en funcién de un potencial armdnico h : V' — RT. En el contexto de grafos,
un potencial se denomina armodnico si satisface una condiciéon de promedio local sobre los

vecinos. En particular, para un vértice = distinto del nodo objetivo, se requiere que:

h(z) = Y, Play)h(y), (4.20)

yel'(z)

donde T'(x) denota el conjunto de vecinos de z. Esta relacién significa que el valor de
h(z) en un nodo intermedio coincide con el valor esperado de h al moverse de x hacia
sus vecinos segun las probabilidades de transiciéon P(z,y). En consecuencia, el potencial h
se comporta como una funcién dependiente respecto a la dindmica de la caminata (Levin
et al., 2008). Transmitiendo asi la informacién sobre la proximidad al nodo objetivo a lo
largo de la estructura del grafo.

En este caso, este potencial se ajusta escogiendo:
h(z) = e Prdl@as), (4.21)

donde d(z,z,) es una estimacién admisible del coste restante hasta el objetivo x., y Sp
es un parametro que realiza la misma funcién que 3, sobre las estimaciones, en lugar de
sobre los pesos de los caminos. Asi, aunque h no es estrictamente arménico respecto al
kernel original P, desempena un papel similar: sesga la caminata hacia los estados que
minimizan el coste futuro estimado, de la misma forma en que una funcién armoénica en
el caso clasico guia las trayectorias hacia los conjuntos objetivos. Este disenio hace que la
transformada de Doob funcione como una forma de heuristica similar a la que se utiliza en
el algoritmo A*. Se consigue de este modo reequilibrar la dindmica que sigue la caminata.

Este disefio conecta directamente con la filosofia del algoritmo cldsico A* (Hart et al.,
1968), donde la heuristica no necesita reproducir fielmente el valor exacto de la distancia

restante, sino proporcionar una cota admisible que dirija la bisqueda. De forma anéloga,
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en la caminata cuantica la eleccion heuristica de h permite balancear la propagacién, re-
duciendo la “dilucién”de la amplitud en ramificaciones poco prometedoras y concentrando
probabilidad en los caminos maés relevantes hacia el objetivo. Asi, incluso sin armonicidad
exacta, el planteamiento sigue siendo vélido y 1til para resolver el problema.

En principio, seria posible definir una funcién h estrictamente armoénica, que corres-
ponderia a la probabilidad exacta de alcanzar el nodo objetivo. Sin embargo, calcular
dicha funcién requiere resolver un sistema global de ecuaciones en el grafo, lo cual es tan
costoso como el propio problema que se pretende resolver. Por este motivo se opta por una
aproximacién heuristica, mas sencilla de computar, que aunque no sea arménica reproduce

el efecto deseado de guiar la caminata hacia el objetivo.

El nuevo kernel se define como:

P(x,y) h(y)
Dier(a) P(@,2) h(2)’

que es igualmente estocdstico y reversible siempre que P lo sea. La interpretacion es tal que

Ph(z,y) = (4.22)

las probabilidades de transicién originales P(z,y) se reescalan por el factor h(y), de manera
que se discriminan positivamente los vecinos y con mayor potencial h. La introduccion del
denominador asegura que se mantenga la normalizacién local.

Aplicar la transformada de Doob significa que los estados de moneda de Szegedy se
definen ahora a partir de P":

[0 (Bus B)) = D5 4/ P, y) |2y |y (4.23)

yeV

El operador unitario asociado a la caminata pasa a depender de h:

U"(Buws Bn) = R™ (Buws Bn) R (Bu» Bn)- (4.24)

En consecuencia, la dinamica cudntica refleja no solo la estructura estocastica original,
sino también la informacién heuristica codificada en h.

La utilidad de esta construccién es doble. Por un lado, reduce el impacto de la “dilu-
ciéon”de probabilidad, redistribuyendo amplitud hacia trayectorias que se acercan al ob-
jetivo segun la heuristica. Por otro lado, permite controlar de manera mas efectiva la
exploracién en funcién de los parametros 3, v 8y: incluso con valores moderados de 3, la
transformada de Doob dirige la caminata hacia regiones relevantes del grafo, evitando la
necesidad de llevar 3,, — 0. Situacién que, como se explicé previamente, lleva asociados

algunos inconvenientes.
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4.2.4. Registros adicionales: camino y contador de longitud

En el formalismo estdndar de la caminata de Szegedy, la caminata cuantica solo pro-
porciona informacién acerca del vértice alcanzado al final de la evolucién. Sin embargo, en
este algoritmo resulta necesario poder conocer el camino completo seguido desde el vértice
inicial hasta el objetivo. Para ello se introducen registros adicionales que almacenan cada
una de las trayectorias tomadas. Un registro cuantico que guarda todas las posibles tra-
yectorias en superposicién, y un registro clasico que sirve como control para la escritura
de la informacién a cada iteracién.

Ademsds, para asegurar que todos los caminos simples desde el origen hasta el objetivo
pueden explorarse, se fija un pardmetro Ly sy, tal que Lz = |V|—1. Este nuevo pardmetro
representa la cota superior para el niimero de desplazamientos necesarios para explorar
todo el grafo. Dado que el operador de Szegedy implementa dos pasos en cada instancia,

el ntimero de iteraciones de dicho operador serd la mitad del valor de L.

Los dos registros adicionales son: el registro camino (en inglés, path) y el registro

contador de longitud £.

e Registro camino: este registro se compone de un espacio de Hilbert:

Lméx

Hpatr, = X) CV, (4.25)

7=0

cuyos elementos guardan la informacion de los vértices visitados en cada paso de la

caminata. Un estado del registro tiene la forma:
lpath) = |20) @ [21) @+ ® |TL,g, ) » (4.26)

donde xq es el vértice inicial y los valores subsiguientes x; representan las transiciones

seguidas. Inicialmente:
|pathy) = [z0) ®12) ® -+ ®|D), (4.27)

donde el simbolo @ indica que el elemento ain no ha sido marcado. El registro se

actualiza en cada paso de la caminata mediante una operacién controlada por el con-

4Para valores de Lmsy impares, puede implementarse la mitad del dltimo operador de Szegedy para tener
la cantidad de pasos exactos o bien aplicarlo por completo, ya que la introduccién de un paso extra no

modifica notablemente el funcionamiento del algoritmo mas alla de la complejidad computacional anadida.
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tador ¢, que copia el vértice actual z; de la caminata en la posicién correspondiente:
Upathe = |Te) |pathy — |xe) |zo, . .. 21, 24, D, .. ) (4.28)

De esta forma, cada trayectoria en superposicién queda almacenada de manera cohe-
rente en el registro camino. Nétese que este operador actia con respecto al registro
que representa la posicién actual en el grafo. Esto es, siguiendo la notacién utilizada,
el primer registro de los registros del espacio de Hilbert doble que representan los

nodos y sus vecinos.

Registro contador de longitud: el registro contador ¢ se implementa como un
registro clasico compuesto por Ly bits bajo codificacién en caliente (en inglés,
one-hot) (Harris y Harris, 2012). El registro contador sirve como un conjunto de bits

clasicos tal que:

l= (y17 Y2,Y3,--- 7yLméx) (429)

En este tipo de codificacién, exactamente un bit toma el valor 1 mientras que el resto

son 0. Asi, el valor del contador para ¢ = 1 se representa como:

¢=(1,0,0,...,0), (4.30)

el valor ¢ = 2 como
¢=1(0,1,0,...,0), (4.31)

y en general, para el valor £ = j como

(=e;=1(0,...,0,y; = 1,0,...,0), (4.32)

donde el tinico 1 aparece en la posicién j.

Inicialmente el registro se prepara en e; (¢ = 1), indicando que la primera escritura
en el registro camino se hard en la posicién de indice 1. El avance del contador se

define mediante la operacién determinista

Uy : €j — €j+1, 1 <Jj < Lax, (4'33)

que desplaza el bit activo a la posicién inmediatamente siguiente. En la practica,

esta operacién puede implementarse como una permutacion de bits.
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La dindmica completa de un paso de la caminata con la implementacién de estos dos
registros consiste entonces en la composicién de tres operaciones, dos en el ambito cudntico

y una en el clésico:
1. Aplicacién de la moneda y el desplazamiento sobre el registro de aristas (SR).
2. Escritura del vértice actual en registro camino controlada por el contador (Upgn,r)-
3. Incremento del contador (Uy).

Formalmente, si en el paso t el sistema se encuentra en:
|$t7yt>®|$Oa~~733t—17®,~-->7 (434)

tras un paso completo de la caminata se obtiene
Z V P(.Tt, y) |y7 1:t> ® |l'[), e T—-1,Y, g,.. > . (435)
Yy

Asi, al cabo de L4 pasos, cada rama de la superposicién cudntica contiene el camino com-
pleto recorrido hasta ese punto, registrado en H 4. La medicién de este registro permite
recuperar directamente una trayectoria concreta v = (zg,1,...,2r,, ). La implementa-
cién de este contador cldsico provoca que se esté hablando todo el rato de un algoritmo

hibrido, y no de uno puramente cuantico.

4.2.5. Registro parada

El problema de combinar la caminata de Szegedy con los dos registros adicionales
reside en el hecho de que la actualizacién del camino se da para todas las trayectorias al
mismo tiempo. Esto es un problema cuando en algtin camino se ha llegado al nodo objetivo
previa la finalizacion del ntimero de iteraciones escogidas. Al mantener la aplicacion del
operador de Szegedy aunque se haya encontrado una ruta que conecte el nodo inicial y
objetivo, la amplitud asociada se ve alterada. Por ello, es esencial anadir a la estructura
un mecanismo que permita detectar si se ha llegado al nodo objetivo y, en caso afirmativo,
impida la aplicacion del resto de operaciones sobre esa rama.

Para evitar que ramas que alcanzan el objetivo sigan evolucionando y modifiquen su
camino registrado, se incorpora el registro parada. El registro parada H se introduce

para que aquellas ramas de la superposicion que alcancen el nodo objetivo z. dejen de

41



David Chamizo Sanchez, Eloi Estebanell Pérez y Miguel Angel Rodriguez Garcia.
Maéster en Computacién Cuantica

evolucionar, preservando inalterado el camino almacenado y deteniendo el contador. Para

ello se define un cubit adicional en el espacio:
Hpy = span{|0), [1)}, (4.36)

donde |0) indica que el objetivo ain no ha sido alcanzado y |1) que ya se ha llegado al

nodo objetivo.

Entonces, la parada se implementa de manera unitaria utilizando un cibit H y un cubit
auxiliar B. Este cibit auxiliar se introduce para evitar “sobreescribir” el estado del cubit
H. Es decir, una vez se alcance el valor |1), no se modifica para el resto de iteraciones de la
caminata. El objetivo es que H se transforme en |1) en el primer paso en el que se alcanza
el nodo objetivo ., y que permanezca en dicho valor durante el resto de la evolucion.

Se considera en primer lugar el espacio de Hilbert para los nodos visto en la Ecuacion
4.2. Matematicamente, el proyector que detecta el objetivo en el primer registro (tras cada
aplicacién del desplazamiento S) es:

Pp = 2 |ze, 2y (T, x| < Hp. (4.37)

x

Los dos cubits, H y B, usan ambos la base computacional {|0),|1)}. Adem4s, se introduce
la notacién Hg) = |b) (b o Pbara los proyectores sobre los estados de un ctbit @, y Xq para
la aplicacién de una puerta Pauli-X (NOT) en dicho ctibit. Asi, el primer paso consiste en
el cdlculo reversible del cubit auxiliar. Se construye un operador unitario Up que modifica

el ctbit B si la posicién actual del nodo coincide con el objetivo °:
UB:([HE_PD>®IB + Pp® Xp. (438)

A continuacién, se implementa la alteracién del ctibit H. El ctibit H debe convertirse en
|1) siy solosi H=0y B = 1. De esta forma, si no estamos en el nodo objetivo o bien
yva se ha llegado con anterioridad a dicho nodo, este permanece invariante. Nétese que la
inicializacién del cibit B se toma en el estado |0), al igual que el ctibit H. Esto se consigue
con el operador:

Up=Ig®@Ip -0 0y + x,a oul). (4.39)

La acciéon de Uy puede describirse de la siguiente manera: actida como la identidad fuera

del subespacio generado por H = 0 y B = 1; dentro de dicho subespacio aplica Xy,

5Considérese la propiedad de los proyectores: Z(z Ve |z, y){x,y| = Iy
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modificando el valor de H; y si H = 1, se mantiene invariante incluso en el caso de que
B =1

En el tercer paso se restaura el cubit B a su valor inicial para mantener unitaria la
evolucién. Esto se logra aplicando el inverso de Up, que coincide con él mismo por ser

hermitico. La actualizacion unitaria deseada para la parada se obtiene entonces como:
Upar = U Uy Up. (4.40)

De esta forma, el cibit H altera su valor la primera vez que llega al objetivo y no vuelve

a tomar el valor |0).

Conforme a la creacién de esta nueva operacion que detiene el avance de la caminata,
se ha de modificar cémo se implementan el resto de operadores para que consideren el

valor del cubit H. Los cambios integrados son los siguientes:

e Modificacién del operador moneda y del operador desplazamiento: sea R
la moneda original asociada a Szegedy. La version influenciada por el registro parada
se define :

R=RomY +1eomi), (4.41)
De forma andloga, para el desplazamiento S se tiene:

S=5omY +reu). (4.42)

Esto asegura que:
- si H = 0, la caminata evoluciona con moneda y desplazamiento estandar.

- si H =1, la dindmica se detiene en el vértice alcanzado.

Resumiendo, un paso completo de la caminata (medio en la caminata de Szegedy) con

registro parada se implementa mediante los operadores®:
U = Upait Upath,@ SR; (443)

y, tras aplicar la operacion anterior, se implementa U, sobre el registro clasico.
De esta forma, cada trayectoria al llegar por primera vez al nodo objetivo queda regis-

trada y sin alteraciones posteriores.

5 Aunque el operador Upats ¢ no es necesario modificarlo con la adicién del registro parada, puede modi-

ficarse para evitar las operaciones redundantes una vez se ha escrito por primera vez el nodo objetivo.
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4.2.6. Medicion y extraccion del camino

La udltima componente del algoritmo es la medicién de los registros auxiliares. Tras la
evolucién de la caminata cuantica se procede a medir el estado global en la base compu-
tacional. El registro parada H discrimina entre caminos exitosos y fallidos: solamente en
las ramas con H = 1 se ha alcanzado el nodo objetivo x,. El registro camino revela la
secuencia de vértices recorrida desde el nodo inicial hasta el objetivo y el contador ¢ indica
la longitud alcanzada. El disenio del kernel de transicion asegura que, dentro del conjunto
de caminos exitosos, las amplitudes relativas se distribuyan a favor de los de menor coste
esperado. En consecuencia, al realizar la medicién final, el camino de coste minimo es el
que aparece con mayor probabilidad, lo que permite extraerlo directamente como salida
del algoritmo.

En definitiva, la mediciéon actida como el mecanismo de seleccién final: convierte en
informacién clésica la estructura de amplitudes acumulada a lo largo de la caminata,

entregando como resultado la trayectoria mas eficiente hacia el nodo objetivo.

4.3. Integraciéon del algoritmo completo

Una vez descritos los componentes individuales, es posible combinarlos en un procedi-
miento que describe al algoritmo propuesto. La idea central es partir del nodo inicial x,
propagar amplitud en paralelo sobre todas las trayectorias posibles mediante la caminata
de Szegedy y utilizar los registros auxiliares para almacenar la informacién del camino y
detener la evolucién en las ramas que alcanzan el objetivo. A continuacién, se vuelve a

detallar, esta vez en conjunto, como se estructura el algoritmo propuesto al completo.

El sistema se prepara en el estado inicial:

lvo) = |20y |0) ® |path = (20,9,...))® |H = 0)®|B = 0), (4.44)
donde:

e el primer registro codifica el vértice actual.

el segundo registro corresponde al vértice vecino.

el tercero (path) almacena la secuencia de vértices recorridos.

H es el cubit parada, que discrimina ramas exitosas de fallidas.
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e el ultimo (B) es el cubit auxiliar para la actualizacién del ctbit parada.

El kernel de transicién elegido (P") determina los estados moneda:

’wx Bunﬂh Z \/ x y ‘x>‘y> (4'45)

yel'(z

que gobiernan la dinamica de la caminata.

Cada iteracién de la caminata (mitad de un iteraciéon de Szegedy) aplica sobre los

registros cuanticos la composicién unitaria:
U = Unatt Uparne SR, (4.46)
donde:
e R=R® H(IS) +I® H(I_}) es la moneda controlada por el registro parada.
e S=8® Hg) +I® Hg) es el desplazamiento controlado por el registro parada.
e Upqine copia el vértice actual en el registro camino en la posicién £.

e Upqr implementa la condicién de parada H «— H v 1 (z=z,} CON ayuda del cubit B.

Para garantizar que todas las trayectorias simples pueden ser exploradas, se fija Lysx =
|V| —1, donde |V| es el nimero de nodos del grafo. Tras L4y pasos, se asegura que se han
visitado todos los nodos en al menos una trayectoria. Al concluir las iteraciones, el estado

global adopta la forma:

[¥) = VP 19 Dy + /1= p [ [0, (4.47)
donde:
e |1)s) es la superposicién de caminos completos que alcanzaron el objetivo.
e |1 corresponde a las trayectorias que no lo alcanzaron.

e p es la probabilidad total de éxito, es decir, de estar en un camino que contenga al

objetivo.

Finalmente se mide el sistema:
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e el registro H garantiza que se obtenga un camino exitoso con alta probabilidad.
e ¢l registro camino revela el camino completo desde x( hasta x,.

e la forma en la que se ha definido el kernel de transicién otorga una mayor probabilidad

de medir aquellos caminos con menor coste asociado.
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5. Resultados

En esta seccién presentamos un conjunto de grafos de ejemplo con distintas estruc-
turas sobre los aplicaremos de manera analitica el algoritmo propuesto. Se mostraran los
histogramas correspondientes a la probabilidad de medir cada uno de los posibles cami-
nos, mostrando que la probabilidad de medir la cadena de bits correspondiente al camino
optimo es notablemente superior al resto de caminos. También se estudiard el efecto de

los pardmetros 3, v B en funcién de las distintas caracteristicas del problema.

En primer lugar, conviene explicar cémo se han obtenido los resultados. Supongamos
que se aplica el algoritmo a un grafo de cuatro vértices. En este caso se necesitarian dos
cubits para codificar los vértices, es decir, cuatro cubits para los dos primeros registros
que representan las aristas. El registro camino necesitaria ocho cubits, dado que el camino
mas largo es de longitud cuatro y cada vértice se codifica con dos cubits. El registro
contador de longitud necesitard de dos cubits y, adicionalmente, necesitaremos dos mas
para los dos registros de parada. Esto hace necesarios 16 ctbits en total para codificar el

216

problema, lo que se traduce en vectores de estado de componentes y operadores de

216

tamano x 216 Dado que se trata de elementos demasiado grandes para calcularlos con

un ordenador clasico, se ha optado por otra via para simular la evolucion del algoritmo.

Fijandonos en las ecuaciones 4.34 y 4.35 podemos ver que tras cada paso de la caminata
se multiplica el vector de estado correspondiente a un camino por un factor dependiente de
la siguiente arista tomada por ese camino ,/pyy. De esta forma, un camino que empieza en
el vértice 0 y pasa por los vértices 1 y 2 tendra una amplitud /po1p12. En cada iteracion
apareceran nuevos estados, uno por cada posible interseccién en cada uno de los nodos
actuales. Debido al problema del tamano de los operadores y los vectores de estado, se ha

decidido calcular estas amplitudes con una funcién recursiva.

El primer grafo que se ha seleccionado para probar el algoritmo se puede ver en la
Figura 5.1. En gris se muestran los nodos inicial (0) y final (3), en negro y sobre las aristas
los pesos asociados a cada una de ellas y en gris y junto a los nodos el valor heuristico
de cada uno. En este grafo hay cuatro posibles caminos para alcanzar al objetivo desde el
nodo inicial. Tal y como se ha planteado en la Seccién 4, el camino éptimo tendra como

mucho |V| nodos, o lo que es lo mismo, |V| — 1 aristas, por lo que deberemos ejecutar tres
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iteraciones del algoritmo para asegurar que se ha encontrado el objetivo.

Figura 5.1: Primer grafo de ejemplo. Fuente: elaboracién propia.

Con este ejemplo se busca estudiar el comportamiento del algoritmo cuando la heuristica
no da demasiada informacién, pues ambas opciones desde el inicio son igual de promete-
doras, aunque las aristas no tienen el mismo peso. En la Figura 5.2a se puede ver céomo la
probabilidad de medir el camino 6ptimo (eje de ordenadas) tras tres iteraciones es notable-
mente superior a la de medir cualquier otro camino, atin cuando ambos pardmetros toman
el mismo valor. Aun asi, la probabilidad de medir un camino no 6ptimo como (0,1, 3)
ain es superior al 10%. En la Figura 5.2b se ha aumentado el valor del pardmetro [,
cuya funcién es dirigir la buisqueda hacia las aristas de menor peso, y se puede ver que la

probabilidad de medir el camino éptimo es de casi el 100 %.
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Figura 5.2: Probabilidades de medir el estado correspondiente a cada camino en el grafo

de la Figura 5.1 tras tres iteraciones del algoritmo. Fuente: elaboracién propia.

A continuacién se muestra otro ejemplo de grafo (Figura 5.3), en el que la heuristica

informa de manera exacta del coste del camino éptimo a través de cada nodo. Ademas,
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hay un camino alternativo que alcanza al objetivo en tan solo un paso, pero sin ser éptimo.

Figura 5.3: Segundo grafo de ejemplo. Fuente: elaboracién propia.

Al igual que en el caso anterior, cuando se inicializan ambos pardmetros a la unidad se
obtiene una probabilidad de medir el camino éptimo mayor que la de cualquier otro camino
(Figura 5.4a), aunque en este caso es tan solo del 60 %. De la misma manera, ajustando los
parametros S, y B se ha conseguido aumentar dicha probabilidad hasta préacticamente

un 100 % (Figura 5.4b).
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Figura 5.4: Probabilidades de medir el estado correspondiente a cada camino en el grafo

de la Figura 5.1 tras tres iteraciones del algoritmo. Fuente: elaboracién propia.

Finalmente, se utiliza un grafo algo mas complicado que los anteriores (Figura 5.5),
con mayor un grado en la mayoria de los nodos. En este caso la heuristica da una buena
estimacién de la distancia real, aunque no exacta, y contamos con una mayor cantidad de
caminos posibles entre el nodo inicial y el objetivo.

En la Figura 5.6 se pueden observar los resultados obtenidos para este grafo. En esta
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Figura 5.5: Tercer grafo de ejemplo. Fuente: elaboracién propia.

figura solamente se muestra el camino éptimo en el eje horizontal para una mejor visuali-
zacion, dado que para este ejemplo existen 199 posibles caminos. La probabilidad de medir
el camino 6ptimo tras cinco iteraciones del algoritmo con ambos parametros inicializados
a la unidad es superior al 80% (Figura 5.6a). En este caso, se puede aumentar dicha

probabilidad hasta practicamente un 100 % favoreciendo las aristas con menor heuristica

(Figura 5.6Db).
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Figura 5.6: Probabilidades de medir el estado correspondiente a cada camino en el grafo

de la Figura 5.1 tras tres iteraciones del algoritmo. Fuente: elaboraciéon propia.

Una vez se ha comprobado que el algoritmo es capaz de resolver el problema objetivo,

se procede a analizar su complejidad.
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5.1. Complejidad del algoritmo

En esta seccién se analiza la complejidad, en anchura y profundidad, del algoritmo
propuesto en este Trabajo. Se estudia, en primer lugar, la complejidad en anchura, esto
es, la cantidad de cibits (y bits) necesarios para la implementacién. En segundo lugar,
se obtiene la complejidad relativa a la profundidad del algoritmo. La profundidad hace
referencia al conjunto de operaciones en el circuito necesarias para completar la adquisicién
de resultados. Para cada una de las partes del analisis se descompone la contribucién de
cada una de las componentes al término total de la complejidad. Detallando y explicando

la complejidad individual de cada elemento individual del algoritmo.

Antes de comenzar con el andlisis, conviene fijar algunos parametros que permiten
caracterizar los 6rdenes de magnitud de las cantidades que aparecerdn mas adelante. Con-
sidérese un grafo ponderado G = (V, E), donde V es el conjunto de vértices y E el conjunto
de aristas. Denotando |V| = n como el nimero de vértices, que mide el tamafio del grafo
en términos de nodos, y |E| = m como el nimero de aristas. Ademds, denominando d
al grado maximo, que corresponde al mayor nimero de vecinos posibles en alguno de los
nodos del grafo. Estos parametros sirven como base para acotar complejidades y facilitar

la interpretacién de los resultados.

5.1.1. Complejidad en anchura del algoritmo

En este apartado se justifica, término a término, la expresién de la anchura total
explicando la codificacién que se asume en cada registro y la justificacion de las cotas.
A saber, todas las longitudes de registros cudnticos se encuentra en cubits, y para los
registros clasicos en bits. Asimismo, todos los logaritmos se encuentran en base 2.

De esta forma, la complejidad aportada por cada componente es:

o Registro Hpg: este registro, correspondiente a la representacién de los nodos y sus
posibles vecinos (aristas), viene representado por el espacio de Hilbert doble de la
ecuacion 4.1. Cada registro contiene asi n posibilidades, requiriendo para su repre-
sentacién al menos log n cubits. Esto como consecuencia de la posibilidad de codificar
hasta 2" estados posibles mediante n cubits. Asimismo, dada la necesidad del regis-
tro Hp de contener a los nodos y sus vecinos, la cantidad de cubits es, por tanto,

doble. Asi, este registro presenta una complejidad en anchura de 2logn cubits.
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e Registro camino: el algoritmo almacena, tras cada iteracién, el vértice actual en
una celda del registro de camino. Si se realizan L3, desplazamientos y se almacena
el vértice inicial, el nimero de celdas a reservar es L5« + 1. Cada celda debe poder
codificar un vértice de entre n, luego cada una necesita de logn cubits. Por tanto,
se requieren (Lpysx + 1)logn cubits para poder almacenar la informacién relativa a

cada trayectoria.

e Cubit H y cubit auxiliar B: en ambos casos, solo se precisa de dos ctibits, uno
para cada componente. Por ende, su contribucién a la complejidad es constante de
la forma O(1) y, en consecuencia, se puede tomar como despreciable para el calculo

del orden total en anchura.

e Contador #£: el contador ¢ contiene informacién de la celda del registro camino en
la que debe escribirse el vértice actual. Debe representar L,,;, valores posibles si
se empieza en £ = 1 y se incrementa tras cada iteracién. De aqui, se tiene que el
contador necesita de L5, bits para representar todos los posibles valores mediante

codificacion one-hot.

Dada la expresion Ly,sx = n — 1, se desarrolla el calculo. De este modo, la complejidad en

anchura o nimero de ciibits (y bits) totales se toma como una funcién N(n) que cumple:

N(n) = 2logn + nlogn + O(1) + n—1. (5.1)
aristas camino H,B contador

En definitiva, considerando el término de mayor peso y su contribucién, se puede aproxi-

mar:

N(n) = O(nlogn) + O(n) . (5.2)
cubits bits

5.1.2. Complejidad en profundidad del algoritmo

El anélisis de la profundidad requiere descomponer cada medio paso de la evolucién

unitaria modificada U e identificar el nimero de capas de puertas que no pueden emplearse

en paralelo. La profundidad no mide el niimero total de puertas sobre el circuito, sino el

numero de capas minimo para ordenar el circuito bajo operaciones simultaneas (Nielsen y

Chuang, 2010).

A continuacién, se describe la complejidad de cada uno de los bloques:
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e Operador moneda R: el coste de la reflexion se encuentra dominado por el operador
que caracteriza la preparacién de los estados moneda. Por ejemplo, usando rotaciones
uniformemente controladas para obtener un estado arbitrario que permita crear el
operador moneda adaptado a cada nodo. Con esta metodologia se obtiene una cota

=

maxima para la profundidad de O(n) (Mottonen et al., 2005; Bergholm et al., 2005;

Plesch y Brukner, 2011).

e Operador desplazamiento S: esta operacion consiste en intercambiar dos registros
de tamano logn mediante la operacién |x)|y) — |y)|z). En hardware con conectivi-
dad completa, los intercambios entre distintos pares pueden ejecutarse en paralelo,
resultando en profundidad constante O(1). Sin embargo, en arquitecturas con conec-
tividad restringida, dependientes de la topologia del procesador cudntico, el coste de
implementar un intercambio entre registros arbitrarios requiere una mayor cantidad
de operaciones. Estas operaciones anadidas sirven como mecanismo para conectar
cubits que siguiendo la topologia del procesador no interactian entre si. Este exceso
se ha estudiado en la literatura y se puede traducir en un factor de O(logn) (Beals

et al., 2012).

¢ Operador camino U, ¢: se requiere copiar el vértice actual en la posicién senala-
da por el contador ¢. Con la codificacion one-hot, cada valor del contador corresponde
a un unico bit activo, de modo que basta con asociar un control por cada bit clasico:
Unicamente el bit activo habilita las CNOT necesarias para copiar el vértice en la
posicién correspondiente del registro camino. En términos de complejidad, el registro
one-hot implica disponer de L4, controles cldsicos, uno por cada posible posicién
del contador, lo que supone un coste espacial lineal en L,5x. Una vez activado, la
copia del vértice en la posicién seleccionada se implementa mediante un conjunto
de CNOT que, bajo conectividad total, pueden ejecutarse en paralelo con profundi-
dad O(1). En arquitecturas con conectividad restringida, este coste en profundidad

aumenta hasta O(logn) (Beals et al., 2012).

e Operador parada Up,y;: requiere comparar el vértice actual con el vértice objetivo
en cada iteracion de la caminata. Dicha comparacion equivale a evaluar el valor del
nodo actual a través de operaciones controladas asignadas segtin el nodo objetivo
en cada caso. Es decir, se tiene una operacion tal que se controla el valor del ctbit

auxiliar B segun los valores para el vértice actual. Esto se consigue conociendo de
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antemano cudl es el nodo objetivo y definiendo qué conjunto de valores para los
cibits de control han de convertir el estado de B de |0) a |1). La forma de lograr
esto es mediante una NOT multicontrolada. Esta puerta se debe ajustar para que en
aquellos cubits que en el correspondiente nodo objetivo tendrian valor 1 actien como
controladores; y, para aquellos que valdrian 0, lo hagan como “anticontroladores”.
Con este ultimo término, se hace referencia a controles que permitan que se realice la
operacion si y solo si el ctibit de control vale 0. Se comportan de forma contraria a un
ctbit de control tipico. Este tipo de controladores se pueden crear sin més que anadir
una puerta NOT previa y posteriormente al control. La complejidad asociada a esta
NOT multicontrolada aumenta linealmente con la cantidad de cubits de control, asi

para este caso es del orden de O(logn) (Sacedi et al., 2013).

Por otro lado, la actualizacién requiere unicamente de un par de puertas CNOTs.
Primero, una CNOT del cubit H hacia el cibit B y posteriormente en el sentido
contrario. Esto permite que el cibit B no sobreescriba H una vez se ha llegado al
nodo objetivo. Al ser un niimero constante de puertas, su complejidad asociada es

del orden de O(1).

e Incremento del contador Uj: se busca aumentar el valor que codifica el contador
hacia el siguiente a cada iteracion. Dado que se trata de un registro cldsico y siguiendo
la codificacion one-hot adoptada, esto se consigue de forma generalista mediante un
intercambio entre los bits adyacentes correspondientes en cada iteracién. Por tanto,

siendo un registro cldsico esta operacién tiene una cota maxima en O(1).

Reuniendo cada uno de los componentes de un paso de la caminata se tiene una com-

plejidad por iteracion de:

D(n) = O(n) + O(logn) + O(nlogn) + O(logn) +O(12 + 0, (5.3)
R S’ Upath,l Uhalt Ul

donde se ha utilizado la equivalencia L5 = n — 1.

Se puede ver cémo el término de mayor peso es el asociado al almacenamiento del
camino seguido. Se puede considerar, por ende, que la complejidad de cada iteracion es
aproximadamente de orden O(nlogn). Sin embargo, para obtener la complejidad total
queda anadir el coeficiente asociado al nimero de iteraciones a realizar de cada paso. De

modo que la complejidad en profundidad total del algoritmo resulta:

Diotal(n) = (n — 1)D(n) ~ O(n*logn). (5.4)
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5.2. Comparativa con algoritmos clasicos

Una comparacion completa entre el algoritmo cuéntico presentado y los algoritmos
clasicos como Dijkstra o A* exigirfa el disenio de comparaciones concretas y un anélisis
experimental detallado que incluya diferentes topologias de grafos, medidas de memoria
efectiva, profundidad fisica de los circuitos y tasas de error. Sin embargo, en la era NISQ
resulta dificil llevar a cabo este tipo de medidas: la fidelidad limitada, la decoherencia y
la escasa conectividad de los procesadores hacen que las métricas tedricas (profundidad
O(n%logn) y anchura O(nlogn)) se vean rapidamente superadas por los errores acumu-
lados. En contraste, los algoritmos cldsicos aceptan costes de O(m + nlogn) en tiempo y
O(n) en memoria para Dijkstra y el peor caso de A* (Dijkstra, 1959; Hart et al., 1968;
Cormen et al., 2009). Magnitudes muy asumibles incluso en grafos densos con decenas
de miles de nodos. Esto hace que, bajo criterios puramente de eficiencia, este algoritmo
cuantico no represente en la actualidad una opcién ventajosa.

No obstante, la construccién del algoritmo tiene un valor importante en si misma.
Por un lado, ofrece un marco formal para trasladar estructuras clasicas de busqueda de
caminos a un lenguaje cuantico, lo cual es 1til como punto de partida para futuras gene-
ralizaciones. Por otro, muestra de manera explicita cudles son los cuellos de botella que
deben abaratarse para alcanzar una ventaja cuantica real: principalmente la escritura en
el registro camino Upgsp ¢, que escala como O(nlogn) por iteracion. Avances en esta direc-
cion resultan imprescindibles si se quiere concebir un algoritmo cudntico competitivo para
el problema del camino més corto. En este sentido, aunque la propuesta no mejore hoy en
dia a los clésicos, si establece una base metodolégica para algoritmos hibridos y cudnticos

inspirados en sus contrapartes clasicas.
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6. Conclusiones

En el presente Trabajo se ha estudiado el problema del camino més corto entre dos
vértices de un grafo, y se ha propuesto un algoritmo hibrido basado en caminatas cudnticas
para resolverlo. Este algoritmo propuesto incorpora la heuristica para guiar la caminata
cudntica hacia las regiones méas prometedoras del espacio de bisqueda, de la misma forma
en que algoritmos clésicos como A* gufan la bisqueda a través del grafo. Para ello, primero
se ha hecho una introduccién a los distintos algoritmos cldsicos que se centran en resol-
ver este problema, para posteriormente hacer una introduccion a los algoritmos cuanticos.
Finalmente, se ha expuesto el algoritmo planteado con sus correspondientes resultados de

implementacién y complejidad.

Se ha podido comprobar como el algoritmo planteado funciona correctamente, y como
funciona independientemente de la forma de la estructura del grafo. En las graficas mostra-
das, se ha observado que la probabilidad de medir el camino éptimo tras |V |—1 iteraciones
de la caminata es notablemente superior a la de medir cualquier otro camino, llegando a
conseguirse probabilidades de précticamente un 100 % cuando se ajustan correctamente
los parametros 3, v Bn. En cuanto a estos tultimos se ha observado el efecto que cada
uno de ellos tiene sobre la busqueda, siendo (3, el encargado de favorecer la biisqueda en
la direccién de las aristas de menor peso y B el equivalente hacia los nodos con menor

heuristica.

También se ha podido estudiar su complejidad, demostrando que, aunque funcione
correctamente, no lo hace de una forma tan eficiente como los algoritmos clasicos mencio-
nados a lo largo de todo el Trabajo. Esto se debe principalmente a la complejidad tanto en
anchura como en profundidad que requiere el algoritmo. Audn asi, presenta un buen punto
de partida para estudiar la incorporacion de la heuristica en las caminatas cuanticas y de

la implementacion fisica de este tipo de algoritmos.
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7. Trabajo futuro

A lo largo de este Trabajo se han mostrado las ventajas que ofrece la computacién
cuantica y, en particular, el enfoque basado en caminatas cuanticas de Szegedy con la
transformacién de Doob. Sin embargo, atin queda un largo camino por recorrer, y el algo-
ritmo propuesto presenta diversas limitaciones que abren interesantes lineas de investiga-

cién futuras.

En primer lugar, se ha observado que el algoritmo planteado solo funciona bajo cier-
tas condiciones: el grafo debe ser no dirigido, finito, conexo y con costes positivos. Por
ello, un avance significativo seria el desarrollo de un algoritmo mas generalista que pu-
diera aplicarse a grafos con menos restricciones. De esta forma, se ampliaria el rango de

problemas resolubles, permitiendo representar y resolver una mayor variedad de cuestiones.

En segundo lugar, en la actual era NISQ no seria posible implementar de forma di-
recta el algoritmo propuesto, dado que la fidelidad de los dispositivos cudnticos actuales
no es lo suficientemente buena, y los errores acumulados afectarian de forma critica a su
desempeno. En este contexto, resulta interesante estudiar posibles modificaciones o apro-
ximaciones del algoritmo que lo hagan viable en hardware cuantico ruidoso, evaluando
los casos en los que su rendimiento se mantenga competitivo a pesar de las limitaciones

tecnoldgicas.

Otra linea de investigacion podria centrarse en la implementacién explicita del algo-
ritmo mediante la definicién de las puertas légicas necesarias para modelizar el circuito
cuantico correspondiente. Este enfoque permitiria estimar con mayor precisién tanto el
coste como la eficiencia del algoritmo en términos de profundidad del circuito, niimero de
cubits requeridos y tolerancia al ruido. Con esta informacion seria posible realizar compa-
raciones mas fiables frente a los algoritmos clasicos existentes, y evaluar en qué escenarios

el enfoque cuantico logra una verdadera ventaja computacional.

Finalmente, los resultados obtenidos muestran que la amplitud asociada al camino de
menor coste suele ser significativamente mayor que la de los demdas caminos, aunque esta

diferencia depende del nimero de trayectorias con costes similares. Esto abre una linea
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de investigacion orientada a la estimacién del niimero éptimo de repeticiones necesarias
para ejecutar el algoritmo. Si efectivamente la amplitud del camino deseado se mantiene
significativamente superior a la de las alternativas, podria ser suficiente con un nimero
reducido de repeticiones para alcanzar una alta probabilidad de éxito, lo que redundaria

en una mejora de la eficiencia global del método.
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8. Organizacion del Trabajo

El desarrollo del Trabajo ha consistido en dos partes fundamentales y bien diferencia-
das. La primera de ellas consistié en la busqueda de la mayor cantidad de informacién
posible sobre resolucién del problema del camino mas corto, independientemente del tipo
de algoritmo implementado. En este periodo trabajamos los tres de forma independiente,
reuniéndonos cada semana para compartir informacion. Esta parte culminé con la deci-
sién de utilizar caminatas cudnticas tipo Szegedy para resolver el problema del camino
mas corto. La segunda parte del desarrollo de este Trabajo se centré en entender mas en
profundidad ese tipo de caminatas cudnticas y de estudiar la incorporacion de la heuristica
a las mismas. Nos organizamos de tal forma que nos dividimos el trabajo en dos partes:
por un lado, en el desarrollo escrito de la cuestién del arte, introduccién y objetivos; y por
otro lado, en la bisqueda de la implementacién de las caminatas cuanticas con heuristica.

Una vez sabiamos como podiamos enfrentarnos al problema, se desarrollé el algorit-
mo tedricamente mientras haciamos la implementacion, para posteriormente realizar un

estudio de la complejidad del algoritmo.
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