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3.2. Objetivos espećıficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4. Desarrollo del Trabajo 31

4.1. Condiciones de aplicabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.2. Componentes individuales del algoritmo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

i



David Chamizo Sánchez, Eloi Estebanell Pérez y Miguel Ángel Rodŕıguez Garćıa.
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Índice de figuras

1.1. Comparación entre el algoritmo de Dijkstra y el algoritmo A*. . . . . . . . 4

2.1. Ejemplos de grafo no dirigido y dirigido. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2. Ejemplo de grafo dirigido con aristas ponderadas. . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.3. Instancia del problema del camino más corto. . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.4. Esfera de Bloch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.5. Construcción de una puerta Toffoli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

5.1. Primer grafo de ejemplo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.2. Probabilidades de medir el estado correspondiente a cada camino en el grafo

de la Figura 5.1 tras tres iteraciones del algoritmo. . . . . . . . . . . . . . . 48

5.3. Segundo grafo de ejemplo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5.4. Probabilidades de medir el estado correspondiente a cada camino en el grafo

de la Figura 5.1 tras tres iteraciones del algoritmo. . . . . . . . . . . . . . . 49

5.5. Tercer grafo de ejemplo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

5.6. Probabilidades de medir el estado correspondiente a cada camino en el grafo

de la Figura 5.1 tras tres iteraciones del algoritmo. . . . . . . . . . . . . . . 50

iii



Resumen

En el presente Trabajo se explora la posibilidad de formular una versión cuántica del

algoritmo A*, ampliamente utilizado en la resolución de problemas de búsqueda y en la

resolución del camino más corto/óptimo. Para ello, se propone integrar caminatas cuánti-

cas de Szegedy y la transformada de Doob, con el fin de introducir una heuŕıstica en el

procedimiento cuántico. La metodoloǵıa se centra en el análisis teórico y la construcción

de un esquema algoŕıtmico que combina registros adicionales y un mecanismo de parada,

integrados en un marco cuántico unitario. Los resultados muestran la viabilidad de obtener

el camino más óptimo utilizando el algoritmo planteado, demostrando la viabilidad de este

y su capacidad de adaptación a distintos grafos. En conclusión, se sientan las bases para un

algoritmo A* cuántico, destacando tanto las ventajas como los retos de su implementación

en dispositivos de la era NISQ y a futuro.

Palabras clave: Algoritmo A*, Caminatas cuánticas de Szegedy, Transformada de

Doob, Heuŕıstica.
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Abstract

This work explores the possibility of formulating a quantum version of the A˚ algo-

rithm, widely used in solving search problems and in finding the shortest/optimal path. To

this end, we propose the integration of Szegedy’s quantum walks and the Doob transform,

with the aim of introducing a heuristic into the quantum procedure. The methodology

focuses on theoretical analysis and the design of an algorithmic framework that combi-

nes additional registers and a stopping mechanism, all integrated into a unitary quantum

model. The results show the feasibility of obtaining the optimal path using the proposed

algorithm, demonstrating both its viability and its ability to adapt to different graphs. In

conclusion, this work lays the foundation for a quantum A˚ algorithm, highlighting both

the advantages and the challenges of its implementation in NISQ devices and beyond.

Keywords: A˚ algorithm, Szegedy quantum walks, Doob transform, Heuristic.
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1. Introducción

Este Trabajo se basa en la idea de desarrollar un algoritmo cuántico que funcione de

manera análoga al algoritmo A* (A estrella) clásico. Dicho algoritmo cuántico debe ser

capaz de abordar los mismos problemas que tradicionalmente resuelve A*, pero ofreciendo

una mayor eficiencia. La clave está en que el régimen cuántico abre la puerta a métodos

más rápidos y efectivos para ciertos casos, lo que hace razonable plantear la creación de

un algoritmo A* cuántico.

1.1. Motivación del Trabajo

El problema que aborda el algoritmo A*, conocido como el problema del camino más

corto (en inglés, shortest path problem), es un problema t́ıpico en teoŕıa de grafos. Éste

consiste en encontrar el camino de coste mı́nimo que conecte dos nodos de un grafo con

aristas ponderadas. Aunque a primera vista pueda parecer sencillo, es fácil notar que la

complejidad del problema crece rápidamente en función del número de nodos y aristas que

conforman el grafo, lo cual lo convierte en un desaf́ıo computacional cuando se trata de

grafos de gran tamaño o cuando se requiere una solución en tiempo real.

La búsqueda de caminos óptimos es una necesidad que surge de forma espontánea en

la naturaleza, donde podemos ver que algunos organismos han desarrollado estrategias

adaptativas que pueden interpretarse como intentos de resolver este problema. Las hor-

migas, por ejemplo, utilizan feromonas para explorar y reforzar rutas entre una fuente de

alimento y su colonia, lo que da lugar a caminos óptimos mediante un proceso descentra-

lizado de optimización colectiva (Colorni et al., 1991). Un caso aún más llamativo es el

del moho mucilaginoso Physarum polycephalum, que ha demostrado ser capaz de construir

redes de túbulos eficientes para conectar diferentes fuentes de nutrientes. En un experi-

mento simulado sobre la geograf́ıa de Tokio, este organismo generó una red de conexiones

sorprendentemente similar a la red ferroviaria de la ciudad (Tero et al., 2010).

La necesidad de optimizar rutas ha sido también una constante en la historia de las

civilizaciones humanas. Desde la planificación de canales y caminos en Mesopotamia y

Egipto, hasta la red de calzadas del Imperio Romano, las soluciones al problema del ca-

mino más corto han permitido mejorar el comercio, la movilidad y la gestión de recursos.

En la actualidad, este mismo problema sigue siendo central en la planificación de infraes-
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tructuras, el diseño de redes de comunicaciones y la toma de decisiones automatizadas.

La formalización matemática del problema del camino más corto no llegó hasta bien

entrado el siglo XIX, y fue precedida por el desarrollo de la teoŕıa de grafos en el siglo XVIII

por Euler (1741), quien propuso su formulación para resolver el célebre problema de los

puentes de Königsberg . La primera referencia conocida al problema del camino más corto

en śı, aparece en la obra de Wiener (1873), donde se aborda la resolución de laberintos. A

pesar de su sencillez aparente, el problema comenzó a atraer atención investigadora en el

siglo XX, momento en el que varios investigadores, de forma independiente, desarrollaron

algoritmos similares para su resolución (Schrijver, 2012).

Las distintas estrategias que han surgido a lo largo de los años para enfrentarse a dis-

tintos problemas de búsqueda, entre los que se encuentra el del camino más corto, pueden

clasificarse en dos categoŕıas: los algoritmos no informados y los algoritmos informados.

Los algoritmos de búsqueda no informados, también conocidos como algoritmos de búsque-

da ciega, son aquellos que exploran el espacio de búsqueda de alguna manera más o menos

ordenada, ya que no pueden saber, a priori, si una opción llevará a la solución óptima o

no. En el contexto del problema del camino más corto, estos algoritmos garantizan en-

contrar una solución óptima si existe, aunque su eficiencia puede ser limitada en espacios

de búsqueda grandes. Entre los algoritmos no informados más representativos surgidos

en el siglo XX se encuentran: la búsqueda en anchura, que explora los nodos por niveles

y es óptima cuando el coste de cada acción es uniforme (Russell y Norvig, 2016); y la

búsqueda de coste uniforme, una generalización de la anterior que selecciona siempre el

nodo de menor coste acumulado desde el inicio. Uno de los algoritmos más influyentes es

el de Dijkstra (1959), que resuelve el problema de encontrar el camino más corto hacia

todos los vértices desde un vértice inicial. Este último, que destacamos por su importancia

histórica, puede verse como un caso particular de la búsqueda de costo uniforme.

Por otro lado, los algoritmos informados, o heuŕısticos, son aquellos que cuentan con

información sobre el dominio del problema. Esta información se encuentra en el algoritmo

en forma de una función de evaluación, la cual puede ser usada para evaluar cómo de

prometedores son cada uno de los siguientes nodos que pueden visitar. En este grupo se

encuentran los algoritmos voraces, el algoritmo de ascenso de colinas y el mismo A*.

En este contexto, el algoritmo A* surgió como una extensión natural de las estrategias
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de búsqueda previas. Fue propuesto en 1968 por Hart et al. (1968) en el contexto del proyec-

to Shakey, uno de los primeros robots con capacidad de razonamiento sobre sus acciones.

En esta publicación introducen formalmente el uso de la información heuŕıstica sobre el

dominio de un problema en las estrategias de búsqueda, y proporcionan la definición de

los conceptos de admisibilidad y optimalidad. Se dice que un algoritmo de búsqueda es

admisible cuando garantiza encontrar la solución óptima, y es óptimo cuando la encuentra

explorando el mı́nimo número de nodos necesarios para llegar a dicha solución. Bajo este

marco, se demuestra la admisibilidad y la optimalidad del algoritmo A* en términos de

dos propiedades que debe cumplir la función heuŕıstica utilizada: la admisibilidad y la

consistencia. Decimos que una heuŕıstica es admisible si nunca sobrestima el coste real, y

decimos que es consistente si, para cualquier estado, su valor heuŕıstico es menor o igual

que el coste de avanzar a un estado adyacente más el valor heuŕıstico de este último.

Uno de los aspectos clave que muestra la versatilidad del algoritmo A* es su capacidad

para trabajar con representaciones atómicas del estado. Tal y como introducen Russell

y Norvig (2016), la representación atómica modela un problema como un conjunto de

estados y operadores, permitiendo que el algoritmo de búsqueda no dependa de los detalles

espećıficos del dominio. Este enfoque ha permitido extender la aplicación de algoritmos

de búsqueda, como A*, a problemas tan diversos como la planificación automática, la

resolución de puzzles, el análisis de redes neuronales y la ingenieŕıa de software. En la

Figura 1.1 se puede ver una comparación entre un algoritmo no informado, como es el

algoritmo de Dijkstra, y un algoritmo informado, como es A*. En rojo se representan los

nodos visitados a lo largo de la búsqueda y en verde los que se pueden alcanzar pero aún

no han sido visitados. Lo primero que notamos en la imagen es la cantidad inferior de

nodos que explora A* en comparación con un algoritmo no informado.

A pesar del hito que representa este algoritmo dentro del campo de la computación y

las estrategias de búsqueda, A* presenta ciertas limitaciones cuando se aplica a dominios

de búsqueda de gran escala. Su principal inconveniente radica en el elevado consumo de

memoria, ya que requiere almacenar todos los nodos generados durante la búsqueda hasta

encontrar la solución, lo cual puede resultar prohibitivo en problemas con espacios de esta-

dos extensos o altamente ramificados. Además, aunque el uso de una heuŕıstica admisible

garantiza la optimalidad de la solución, la eficiencia del algoritmo depende en gran me-

dida de la precisión de dicha heuŕıstica. En ausencia de una estimación informada, A* se
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(a) Dijkstra (b) A*

Figura 1.1: Comparación entre el algoritmo de Dijkstra (a) y el algoritmo A* (b) en una

misma instancia de problema. Los nodos visitados se representan en rojo y los nodos en

la frontera en verde. Fuente: Sturtevant (2025).

comporta de una forma similar a la búsqueda de coste uniforme, explorando una cantidad

considerable de nodos no relevantes. Estas limitaciones han impulsado el desarrollo de

variantes y enfoques paralelos diseñados para mejorar su escalabilidad y rendimiento en

entornos complejos. Una de las variantes más conocidas que intenta resolver el problema

del elevado consumo de memoria es IDA* (Korf, 1985), que en lugar de buscar por todo

el grafo desde un inicio, realiza búsqueda iterativas limitadas en profundidad.

La investigación en las últimas décadas en este campo ha estado enfocada a resolver

estos problemas. Por un lado, con algoritmos limitados en memoria, como hemos anterior-

mente. Y, por otro lado, intentando dar con formulaciones paralelas del algoritmo, que

si bien no reducen el consumo de memoria, si nos permiten obtener un menor tiempo de

ejecución y aprovechar todo el potencial de los ordenadores más modernos. Este segun-

do acercamiento para mejorar el rendimiento del algoritmo ha sido estudiado por uno de

nosotros en un Trabajo Fin de Grado (Rodŕıguez Garćıa, 2025), en el que se introduce

el algoritmo A* en profundidad y las principales implementaciones paralelas existentes.

Más recientemente, podemos encontrar versiones paralelas pensadas para arquitecturas de

procesamiento gráfico (GPU, por sus siglas en inglés) como la de Zhou y Zeng (2015).

Estas dificultades que se presentan al intentar resolver el problema del camino más

corto en instancias grandes, ha llevado en los últimos años a buscar algoritmos eficientes

en el campo de la computación cuántica, un nuevo paradigma de computación basado en

los principios de la mecánica cuántica. Gracias a ciertos fenómenos exclusivos de esta teoŕıa

se espera que ciertos algoritmos cuánticos puedan ofrecer ventajas significativas respecto a
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sus homólogos clásicos, especialmente en tareas de optimización y búsqueda, como el caso

del problema del camino más corto.

1.2. Planteamiento del Trabajo

El presente Trabajo tiene como objetivo explorar una versión cuántica del algoritmo

de búsqueda A*, ampliamente utilizado en la resolución de problemas de planificación y

búsqueda de rutas óptimas sobre grafos. Se busca aprovechar las propiedades fundamenta-

les de los sistemas cuánticos, como la superposición y el paralelismo, con el fin de reducir

la complejidad computacional inherente a este tipo de algoritmos en escenarios de gran

escala.

El algoritmo A* destaca por combinar una búsqueda informada con el uso de heuŕısticas

para reducir el espacio de búsqueda. No obstante, cuando se enfrenta a grafos complejos o

de gran tamaño, su rendimiento se ve limitado por el crecimiento en el número de elementos

a explorar. Este hecho motiva el desarrollo de una alternativa basada en computación

cuántica, que permita implementar una dinámica de búsqueda más eficiente.

El propósito central de este estudio consiste, por tanto, en analizar y proponer una posi-

ble formulación de A* cuántico mediante la integración de herramientas como la búsqueda

de Grover, las caminatas cuánticas y técnicas heuŕısticas adaptadas al paradigma cuántico.

Se pretende establecer un marco teórico que justifique la viabilidad de dicha integración

y evaluar su aplicabilidad. El Trabajo presentará un conjunto de ejemplos de aplicación

del algoritmo propuesto a unas pocas instancias del problema, analizando su eficiencia y

coste computacional.

1.3. Estructura del Trabajo

Hasta ahora se ha introducido el problema que motiva este Trabajo y se ha planteado la

propuesta de explorar una formulación cuántica del algoritmo A*. A partir de este punto,

el documento se organiza en una serie de caṕıtulos que siguen un hilo conductor orientado

a desarrollar, justificar y evaluar dicha propuesta.

En el Caṕıtulo 2 se presenta el contexto y estado de la técnica, donde se revisan los

conceptos fundamentales de la teoŕıa de grafos y del problema del camino más corto,
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aśı como los principales algoritmos clásicos utilizados para resolverlo. Posteriormente, se

expone el marco de la computación cuántica y se describen las principales aproximaciones

cuánticas aplicadas a problemas en grafos, con especial énfasis en las caminatas cuánticas,

que constituirán la base metodológica de este Trabajo.

El Caṕıtulo 3 recoge los objetivos de la investigación, distinguiendo entre los de carácter

general, que definen la finalidad global del estudio, y los espećıficos, que especifican las

metas parciales necesarias para avanzar en la construcción de un algoritmo A* cuántico.

El Caṕıtulo 4 constituye el núcleo central del documento, pues en él se desarrolla

la propuesta del algoritmo. Se comienza estableciendo las condiciones de aplicabilidad

y, a continuación, se describen en detalle los distintos componentes que lo conforman:

la caminata cuántica de Szegedy, el kernel de transición, la transformada de Doob, los

registros adicionales para representar caminos y longitudes, el mecanismo de parada y la

técnica de amplificación de amplitud cuántica. Finalmente, se muestra cómo se integran

todos estos elementos en un esquema algoŕıtmico completo.

En el Caṕıtulo 5 se presentan los resultados obtenidos, junto con un análisis cŕıtico y

comparativo que permite valorar tanto las ventajas como las limitaciones de la propuesta

desarrollada en relación con otros enfoques existentes.

El Caṕıtulo 6 recoge las conclusiones, donde se sintetizan las principales aportaciones,

se discute su alcance y se evalúa el grado de cumplimiento de los objetivos planteados.

Por último, en el Caṕıtulo 7 se plantea el trabajo futuro, identificando las posibles

ĺıneas de investigación que pueden dar continuidad a esta propuesta y señalando mejoras

que podŕıan contribuir a perfeccionar el algoritmo en contextos más amplios o en escenarios

prácticos de mayor complejidad.
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2. Contexto y estado de la técnica

El problema del camino más corto constituye una de las formulaciones más estudiadas

dentro de la teoŕıa de grafos y la optimización combinatoria. Su estudio ha sido funda-

mental no sólo en matemáticas aplicadas, sino también en campos tan diversos como la

informática teórica, la inteligencia artificial, la loǵıstica o las redes de comunicación (Gross

y Yellen, 2005; Cormen et al., 2022),

En términos generales, este problema plantea la siguiente cuestión: dado un conjunto

de elementos interconectados mediante relaciones de coste, ¿cuál es la secuencia óptima

de transiciones que minimiza el coste total desde un origen hasta un destino?

Para comprender mejor el funcionamiento de los algoritmos de búsqueda en grafos,

vamos a introducir en primer lugar los conceptos necesarios para poder hacer un modelado

del problema. A continuación, daremos una descripción del problema del camino más corto

y veremos algunos de los algoritmos clásicos más importantes para resolverlo.

2.1. Representación mediante grafos

Un grafo es una estructura matemática representada t́ıpicamente como un par ordenado

G “ pV,Eq, donde V es el conjunto de nodos (o vértices) y E es el conjunto de aristas (o

enlaces) que conectan pares de nodos (Bondy y Murty, 2008). Cada elemento de E vendrá

representado como un par eij “ pvi, vjq P E, que indica que los nodos vi, vj P V están

conectados.

Cuando los elementos de E no son pares ordenados, esto es, eij “ eji, hablamos de

grafo no dirigido, y en caso contrario hablaremos de grafo dirigido. Cabe mencionar que,

en el caso de grafos dirigidos, la existencia de una arista eij no implica la existencia de la

arista eji. En la Figura 2.1 podemos ver ejemplos de ambos tipos de grafo.

Para poder terminar de representar los elementos del problema del camino más corto

necesitamos ponderar las aristas. En este caso hablaremos de grafos ponderados (dirigidos

o no), en los que cada arista eij tendrá asociada un costo wpvi, vjq “ wij P R. En la

Figura 2.2 podemos ver representado un grafo dirigido con sus aristas ponderadas con

pesos positivos.
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1 3

2

4

(a)

1 3

2

4

(b)

Figura 2.1: Ejemplos de grafo no dirigido (a) y dirigido (b) con cuatro vértices. Fuente:

elaboración propia.

1 3

2

4

2 3
1

1

Figura 2.2: Ejemplo de grafo dirigido con aristas ponderadas con pesos positivos. Fuente:

elaboración propia.

Esta forma expĺıcita de definir un grafo a partir de sus conjuntos de nodos y aristas atiende

a la manera convencional en teoŕıa de grafos, pero cuando se trata con estos problemas

desde el punto de vista de la computación, es usual utilizar otra forma equivalente. Se trata

de una definición impĺıcita a partir de un conjunto de nodos fuente S Ă V y un operador

de vecindad, Γ, definido sobre el conjunto de elementos V y cuyo valor para cada vi es un

conjunto de pares tpvj , wijqu. De esta forma, a partir de un nodo inicial y un operador de

vecindad podemos obtener el grafo completo.

2.2. El problema del camino más corto

Podemos definir el problema del camino más corto de la siguiente manera: Sea G “

pV,Eq un grafo (dirigido o no) con sus aristas ponderadas por pesos positivos, un nodo

fuente s P V y un nodo destino t P V , hallar una secuencia de nodos P “ pv1, v2 . . . , vkq

tal que:

‚ v1 “ s y vk “ t

‚ Para todo 1 ď i ă k, pvi, vi`1q P E
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‚ El coste total del camino P , viene definido como wpP q “
řk´1

i“1 wi,i`1

Esta es la formulación clásica del problema del camino más corto, aunque podemos en-

contrar modificaciones para resolver el problema entre cualquier par de nodos (en inglés,

all-pairs shortest path problem) o desde un único nodo fuente hasta todos los demás (en

inglés, single-source shortest path)(Deo, 2016).

De esta manera, un ejemplo de problema del camino más corto podemos verlo en la

Figura 2.3, donde el nodo inicial seŕıa A y el final F . En este caso, el camino óptimo entre

A y F vendŕıa dado por la secuencia pA,B,D, F q, con coste 16.

Figura 2.3: Ejemplo del problema del camino más corto. Se trata de un grafo ponderado

con 6 nodos y se quiere encontrar el camino óptimo entre A y F , que viene dado por la

secuencia pA,B,D, F q, con coste 16. Fuente: elaboración propia.

2.3. Algoritmos clásicos para problemas en grafos

Con el objetivo de comprender cómo se ha abordado este problema desde el marco

de la computación clásica, vamos a introducir los algoritmos más relevantes tanto por lo

que han significado para investigaciones posteriores como por su eficiencia para resolver el

problema.

2.3.1. Algoritmo de Dijkstra

Uno de los algoritmos más conocidos en el mundo de la computación clásica es sin

duda el algoritmo de Dijkstra (1959). Se trata de un algoritmo que resuelve el problema

de encontrar el camino más corto hacia cualquier nodo en un grafo desde un nodo inicial,

siempre que los pesos de las aristas sean no negativos. La importancia de este algoritmo
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radica no solo en su eficiencia y elegancia, sino en la profunda influencia que tuvo en el

desarrollo de algoritmos posteriores.

El trabajo pionero de Dijkstra, publicado en 1959 (aunque concebido en 1956), sentó las

bases para lo que luego se conoceŕıa como búsqueda de costo uniforme (UCS, por sus siglas

en inglés), un algoritmo no informado que generaliza el concepto de búsqueda en amplitud

(BFS, por sus siglas en inglés) para entornos con costos variables. De hecho, la búsqueda de

costo uniforme puede considerarse una reinterpretación del algoritmo de Dijkstra, donde el

enfoque se centra en expandir siempre el nodo con menor costo acumulado desde el origen,

garantizando optimalidad en grafos con pesos no negativos. El algoritmo de Dijkstra utiliza

una cola de prioridad que selecciona, en cada iteración, el nodo n con menor distancia

estimada gpnq. El funcionamiento, siendo s el nodo inicial, es el siguiente:

1. Se inicializa gpvq “ 8 para todo v P V ztsu y gpsq “ 0. Se añade s a la cola de

prioridad.

2. Se selecciona el nodo n con menor gpnq de la cola de prioridad.

3. Para cada vecino m de n actualizar gpmq Ð mı́ntgpmq, gpnq ` wpn,mqu. Vuelve al

paso 2.

Este proceso se repite hasta que todos los nodos han sido visitados o se ha alcanzado

el nodo destino, si se busca un camino único. El coste del algoritmo tanto en tiempo de

ejecución como en memoria es Opb1`C˚{ϵq, donde b es el factor de ramificación, C˚ es el

costo óptimo de la solución y ϵ es el coste mı́nimo de cualquier arista en el grafo.

Cabe destacar que, aunque el algoritmo de Dijkstra fue revolucionario, no fue el pri-

mer intento de resolver problemas de caminos óptimos. Shimbel (1951) hab́ıa abordado

el problema unos años antes mediante enfoques matriciales, mientras que Ford (1956) de-

sarrolló casi simultáneamente un algoritmo capaz de manejar pesos negativos, que luego

evolucionaŕıa en el conocido algoritmo Bellman-Ford. Sin embargo, la claridad conceptual

y eficiencia práctica del enfoque de Dijkstra lo consolidaron como referencia fundamental

en la teoŕıa de grafos y optimización.
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2.3.2. Algoritmo de Bellman-Ford

El algoritmo de Bellman-Ford, desarrollado independientemente por Bellman (1958) y

Ford (1956), representa un avance fundamental en la teoŕıa de grafos al resolver el problema

de caminos más cortos en grafos con pesos arbitrarios, incluyendo aristas negativas. En

este tipo de escenarios, algoritmos como el de Dijkstra o UCS pueden llevar a soluciones

incorrectas debido a su criterio de selección greedy. Esta capacidad lo hace extremadamente

importante en aplicaciones en las que ciertos caminos pueden representar ganancias netas,

como modelos financieros o de flujo en redes de comunicaciones. El algoritmo opera de la

siguiente manera:

1. Se inicializa gpvq “ 8 para todo v P V ztsu y gpsq “ 0. Se añade s a la cola de

prioridad.

2. Repetir |V | ´ 1 iteraciones:

a) Para todas las aristas tal que pn,mq P E, actualizar gpmq Ð mı́ntgpmq, gpnq `

wpn,mqu.

3. Para cada arista pn,mq:

a) Si gpmq ą gpnq ` wpn,mq hay ciclo negativo en el grafo.

Esta técnica garantiza encontrar el camino más corto mientras no haya ciclos de peso

negativo alcanzables desde el origen. En un último bucle adicional, si alguna distancia

todav́ıa puede ser reducida, se detecta la existencia de un ciclo negativo. Su complejidad

temporal es Op|V | ¨ |E|q, lo cual lo hace menos eficiente que Dijkstra en grafos densos,

pero significativamente más robusto (Cormen et al., 2022). Esto es, soporta una mayor

variedad de estructuras diferentes sobre las que es aplicable.

El trabajo de Ford no solo formalizó el problema de flujo en redes, sino que estableció

los principios para algoritmos posteriores que integran restricciones de coste y capacidad.

Su informe técnico sigue siendo referencia obligada en optimización de redes, evidenciando

cómo soluciones teóricas de mediados del siglo XX continúan impulsando aplicaciones

modernas.
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2.3.3. Algoritmo A*

El algoritmo A* es un algoritmo de búsqueda informada que combina las ventajas de la

búsqueda de costo uniforme y la búsqueda “primero el mejor”. Su objetivo es encontrar el

camino de menor costo desde un nodo inicial s hasta un nodo objetivo t en un grafo dirigido

ponderado. El elemento diferenciador de este algoritmo es su función de evaluación, que

se define como:

fpnq “ gpnq ` hpnq (2.1)

donde gpnq representa el coste real acumulado desde un nodo inicial hasta el nodo n por

un camino óptimo, y hpnq el coste real del camino óptimo para llegar al nodo objetivo

desde dicho nodo. Si solo consideramos la función gpnq, el algoritmo A* seŕıa equivalente

al algoritmo de búsqueda de costo uniforme y, si solo consideramos hpnq, entonces es

equivalente al algoritmo “primero el mejor”. El hecho de tener en cuenta ambas funciones

hace que el algoritmo nos permita no solo encontrar la solución óptima, sino también de

manera más eficiente.

El objetivo del algoritmo es encontrar el camino que minimiza el valor de f , pero no

siempre podemos conocer con exactitud los valores de h y g, por lo que tendremos que

utilizar una estimación de estos, es decir:

f̂pnq “ ĝpnq ` ĥpnq (2.2)

La elección que proponen Hart et al. (1968) para la elección de ĝpnq es el menor coste

encontrado hasta el momento actual entre el nodo inicial y n. Esta elección implica que

ĝpnq ě gpnq. La elección de ĥpnq es más complicada y requiere de un conocimiento expĺıcito

del dominio del problema. En algunos casos, como por ejemplo, encontrar el camino entre

dos puntos de un mapa, la distancia en ĺınea recta sirve como estimación, pero en otros

dominios puede no ser una elección trivial. De hecho, uno de los principales problemas

que se presentan al querer aplicar este algoritmo en un problema real es determinar esta

estimación de h.

La manera de proceder del algoritmo será la de aplicar el operador de vecindad al estado

actual para obtener sus estados vecinos. Posteriormente, explorará aquel que presente el

valor de f̂ más pequeño. Para tener en cuenta aquellos estados que ya han sido visitados,

y los que quedan por visitar, se utilizan dos estructuras de datos llamadas lista abierta Q
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y lista cerrada H. La lista abierta almacena aquellos estados a los que podemos llegar pero

aún no hemos explorado, y la lista cerrada aquellos que ya han sido explorados habiendo

sido sus vecinos introducidos en la lista abierta. Decimos que un estado está “abierto” o

“cerrado” si está en la lista abierta o cerrada, respectivamente. El algoritmo, tal y como

lo definen Hart et al. (1968), opera de la siguiente manera:

1. Marcar s como abierto y calcular f̂psq.

2. Seleccionar el nodo abierto n con el mı́nimo valor de f̂pnq.

3. Si n “ t, marcar n como cerrado y terminar el algoritmo.

4. Si no, marcar n como cerrado y aplicar el operador Γ a n. Calcular f̂pnq para cada

vecino de n y marcar como abiertos aquellos que no están marcados como cerrados.

Remarcar como abiertos los sucesores ya marcados cerrados ni para los que el valor

de f̂pniq es menor ahora que cuando fueron marcados cerrados. Volver al paso 2.

Al ser un algoritmo heuŕıstico, la eficiencia de éste dependerá mucho de las caracteŕısticas

de la función elegida como heuŕıstica. Cuanto más parecida sea la estimación al valor

real de h, menos nodos expandirá el algoritmo. Sabemos que, como mucho, A* expandirá

todos aquellos nodos con un valor fpnq ď C˚, siendo C˚ el coste del camino óptimo. En la

literatura más moderna, en relación con la inteligencia artificial, se puede ver la eficiencia

del algoritmo expresada en el peor caso como Opbdq, donde b es el factor de ramificación y d

la profundidad del nodo objetivo. En cuanto a la complejidad en espacio, A* guarda todos

los nodos generados en la lista cerrada y los nodos por explorar en la lista abierta, y en

cada iteración visita un nodo, por lo que la complejidad en espacio es también exponencial

con respecto a la longitud del camino d.

2.4. Paradigma de la computación cuántica

La computación cuántica representa un paradigma completamente distinto al de la

computación clásica, basándose en las leyes de la mecánica cuántica para crear un nuevo

modelo de computación. Frente a la máquina clásica de Turing y la lógica binaria tra-

dicional, los ordenadores cuánticos manipulan información codificada en sistemas f́ısicos

microscópicos como átomos, iones o circuitos superconductores, donde fenómenos como la
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superposición y el entrelazamiento permiten un procesamiento distinto del espacio de es-

tados. Esto resulta en una capacidad mucho mayor para la resolución de ciertos problemas

que su contraparte clásica.

La idea de aprovechar los fenómenos de la teoŕıa cuántica para la computación surgió

en la década de 1980 de la mano de Benioff (1980), quien fue el pionero que propuso el

concepto de una máquina cuántica de Turing en su art́ıculo “The computer as physical sys-

tem: A microscopic quantum mechanical Hamiltonian model of computers as represented

by Turing machines”. Posteriormente, Feynman (1982) presentó “Simulating Physics with

Computers”, donde argumentó que los sistemas cuánticos naturales segúıan reglas muy

diferentes a la f́ısica clásica, y por tanto, solamente un ordenador cuántico podŕıa simular

eficientemente fenómenos cuánticos. Más adelante, Deutsch (1985) describió el primer or-

denador cuántico universal en su art́ıculo “Quantum theory, the Church-Turing principle

and the universal quantum computer”. En él, propuso que cualquier ordenador cuántico

podŕıa simular el funcionamiento de cualquier otro ordenador cuántico, estableciendo los

fundamentos teóricos para la computación cuántica universal.

A continuación se proporciona una introducción rigurosa a los principios fundamentales

de la computación cuántica, los cuales constituyen la base sobre la que se construirá más

adelante el diseño del algoritmo cuántico para el problema del camino más corto.

2.4.1. Cúbits, superposición y puertas cuánticas

El cúbit (qubit en inglés, abreviatura de quantum bit), o bit cuántico, constituye la

unidad básica de información en la computación cuántica, análoga al bit clásico en compu-

tación clásica. Sin embargo, a diferencia del bit clásico, que solo puede encontrarse en uno

de dos estados mutuamente excluyentes (0 o 1), un cúbit puede existir en una superposi-

ción coherente de ambos estados base. Matemáticamente, el estado de un cúbit se describe

como un vector unitario en un espacio de Hilbert complejo de dos dimensiones, es de-

cir, H – C2. Cualquier estado puro de un cúbit puede expresarse como una combinación

lineal de la base de dicho espacio de Hilbert, |0y y |1y, que conforman la llamada base

computacional:

|ψy “ α |0y ` β |1y , con α, β P C, |α|2 ` |β|2 “ 1. (2.3)

La condición de normalización |α|2 ` |β|2 “ 1 garantiza que la probabilidad total de medir
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el sistema en alguno de los estados base sea igual a la unidad (Nielsen y Chuang, 2010).

Una forma común de representar los cúbits es mediante la esfera de Bloch (Figura 2.4).

Figura 2.4: Esfera de Bloch. Se trata de una esfera de radio unidad en la que se pueden

representar estados arbitrarios de un cúbit tal que |ψy “ cosp θ2q |0y ` eiφ sinp θ2q |1y, donde

α “ cos θ
2 y β “ eiφ sin θ

2 . Fuente: Nielsen y Chuang (2010).

El fenómeno de la superposición cuántica permite que un único cúbit almacene si-

multáneamente información sobre ambos valores lógicos. Esta propiedad se traduce en

una ventaja computacional cuando se manipulan múltiples cúbits, ya que permite repre-

sentar exponencialmente más estados con una cantidad lineal de elementos. Por ejemplo,

un sistema de n cúbits puede describirse por un vector en C2n , conteniendo hasta 2n co-

eficientes complejos. Se permite aśı representar funciones sobre un dominio de 2n entradas

utilizando únicamente n cúbits. Esta codificación posibilita la computación en paralelo

caracteŕıstica de la computación cuántica. En ella, una serie de operaciones unitarias apli-

cadas a un registro en superposición afecta simultáneamente a todas las componentes de

dicho registro.

No obstante, la naturaleza de la medición en mecánica cuántica impide acceder direc-

tamente a todos los resultados en paralelo. Para extraer información útil del sistema, los

algoritmos cuánticos deben explotar la interferencia cuántica. Es decir, la amplificación o

cancelación de amplitudes de probabilidad para que los resultados deseados tengan ma-

yor probabilidad de ser observados. Este principio subyace a varios algoritmos cuánticos

emblemáticos, como el de Deutsch y Jozsa (1992), el algoritmo de Grover (1996) y el

algoritmo de factorización de Shor (1997).
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La manipulación de los cúbits para realizar esta serie de operaciones se realiza median-

te puertas cuánticas, que corresponden a operadores unitarios sobre el espacio de Hilbert.

Estas puertas son similares a las puertas lógicas clásicas, pero con una estructura alge-

braica mucho más estricta, ya que deben preservar la norma de los estados (i.e., deben ser

unitarias). Algunas puertas fundamentales incluyen:

‚ Hadamard (H): convierte un estado base en una superposición uniforme. Es crucial

para inicializar cúbits en estados de superposición:

H “
1

?
2

¨

˝

1 1

1 ´1

˛

‚, H |0y “
1

?
2

p|0y ` |1yq.

‚ Pauli-X (NOT cuántico): actúa como una compuerta de negación binaria, inter-

cambiando |0y Ø |1y. Su representación matricial es:

X “

¨

˝

0 1

1 0

˛

‚.

‚ CNOT (Controlled-NOT): es una puerta de dos cúbits donde el segundo cúbit

(objetivo) se invierte si y solo si el primero (control) está en el estado |1y. Esta puerta

introduce correlaciones entre cúbits y permite generar entrelazamiento:

CNOTp|xy b |yyq “ |xy b |x‘ yy , x, y P t0, 1u.

Estas puertas, junto con otras como las de fase (S, T), rotaciones (Rx, Ry, Rz) y opera-

ciones multicúbit como Toffoli o SWAP, permiten construir cualquier circuito cuántico,

constituyendo un conjunto universal de puertas cuánticas. En la Figura 2.5 podemos ver

un ejemplo de la construcción de una puerta Toffoli a partir de otro conjunto de puertas.

Figura 2.5: Construcción de una puerta Toffoli (izquierda) a partir de un conjunto de

puertas, en este caso CNOT, Hadamard, la puerta T y su conjugada (derecha). Fuente:

elaboración propia.
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2.4.2. Entrelazamiento cuántico

Uno de los recursos más distintivos de la computación cuántica es el entrelazamiento

(entanglement), una forma de correlación que resulta cuando el estado global de un sis-

tema no puede describirse como un producto tensorial de los estados de sus subsistemas.

En tales casos, la información del sistema está distribuida globalmente, y no puede ser

atribuida a ninguna parte por separado. Esto es, la medición del estado en uno de los sub-

sistemas deriva en el colapso de la función de estado del resto de los subsistemas sujetos

al entrelazamiento. Un ejemplo de esta situación es el primer estado de Bell:

|Φ`y “
1

?
2

p|00y ` |11yq, (2.4)

que representa un sistema de dos cúbits perfectamente correlacionados. Este estado es puro

y se encuentra máximamente entrelazado. Su estructura impide describirlo como |ψyA b

|ϕyB. Como consecuencia, una medición sobre uno de los cúbits colapsa instantáneamente

el estado del otro, sin importar la distancia que los separe. Este comportamiento fue

formalmente discutido en el teorema de Bell (1964) y comprobado experimentalmente

en múltiples ocasiones (Aspect et al., 1982; Hensen, 2015), siendo un indicio ineqúıvoco

del carácter no local de la mecánica cuántica. El entrelazamiento es indispensable en

diversos protocolos cuánticos, como la teleportación cuántica, la corrección de errores y la

criptograf́ıa cuántica (Steane, 1998).

2.4.3. Evolución unitaria y medición

En mecánica cuántica, la evolución temporal de un sistema cerrado (aislado de cual-

quier entorno externo) está completamente determinada por la ecuación de Schrödinger

dependiente del tiempo, una ecuación diferencial lineal de primer orden sobre el espacio

de Hilbert del sistema. Dicha ecuación se expresa como:

iℏ
d

dt
|ψptqy “ H |ψptqy , (2.5)

donde |ψptqy es el estado cuántico en el tiempo t, ℏ es la constante de Planck reducida y

H es el hamiltoniano del sistema. La solución general de esta ecuación, bajo la suposición

de un hamiltoniano dependiente del tiempo, es una evolución unitaria del estado inicial:

|ψptqy “ Uptq |ψp0qy , con Uptq “ e´iHt{ℏ, (2.6)

donde Uptq es un operador unitario que satisface Uptq:Uptq “ I, garantizando la conser-

vación de la norma del estado (Nielsen y Chuang, 2010; Steane, 1998).
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En contraste con la evolución reversible procedente de aplicar operadores unitarios o

puertas cuánticas al sistema, la medición constituye un proceso fundamentalmente dife-

rente: no es unitario, no es reversible y conlleva una pérdida de coherencia. Al realizar una

medición, se proyecta el estado cuántico sobre uno de los vectores de una base ortonormal

del espacio de Hilbert, t́ıpicamente la base computacional t|0y , |1yu. Según el postulado

de la medida, si el sistema se encuentra en el estado:

|ψy “ α |0y ` β |1y , (2.7)

entonces el resultado de la medición será |0y con probabilidad |α|2 y |1y con probabilidad

|β|2. Tras la medición, el sistema colapsa al estado correspondiente al valor observado, eli-

minando cualquier superposición previa. Este proceso de colapso introduce una naturaleza

estocástica e irreversible, contrastando con la evolución unitaria.

La medición cuántica también implica limitaciones fundamentales para el procesamien-

to de información, entre ellas:

‚ Teorema de no clonación: establece que no es posible construir un operador

unitario que copie un estado cuántico arbitrario en otro (Wootters y Zurek, 1982).

‚ Indeterminación y no determinación del estado: dado un número finito de

copias de un estado cuántico, no es posible determinar completamente su forma

mediante mediciones. Este hecho se relaciona con el teorema de Holevo (1973), que

limita la cantidad de información clásica que puede extraerse de un estado cuántico.

Estas caracteŕısticas subrayan la diferencia radical entre la información cuántica y la in-

formación clásica. Mientras que en la computación clásica toda la información está com-

pletamente accesible y es determinista, en la computación cuántica el conocimiento del

estado y su manipulación están profundamente restringidos por las leyes fundamentales

de la mecánica cuántica.

2.4.4. Implementación f́ısica de ordenadores cuánticos

Con el paso del tiempo, estos avances en la teoŕıa de los ordenadores cuánticos promo-

vieron intentos de implementación f́ısica de cúbits mediante diferentes tecnoloǵıas, como

cúbits basados en circuitos superconductores y trampas de átomos, entre otros (Kjaergaard

et al., 2020; Monroe et al., 2021).
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Los cúbits basados en superconductores son de los más usados actualmente, siendo

empleados por empresas como IBM o Google (Kjaergaard et al., 2020). Estos cúbits son

circuitos superconductores a temperaturas criogénicas que implementan uniones Josephson

para utilizar el espectro de enerǵıas de un oscilador armónico donde los niveles de enerǵıa

no están equispaciados. Una de las ventajas principales de este sistema es la facilidad de

fabricación y la velocidad de aplicación de las puertas. Las desventajas están en la necesidad

de obtener temperaturas criogénicas para mantener las propiedades superconductoras del

material.

También se tienen ordenadores basados en trampa de iones. Este método consiste en

atrapar iones con campos electromagnéticos. La información se podrá obtener a partir de

la configuración electrónica de los átomos. Esta técnica resulta muy interesante, ya que

tenemos grandes tiempos de decoherencia (Monroe et al., 2021). El problema se encuentra

en la escalabilidad de estos sistemas, ya que los iones interaccionan mucho entre śı, de

forma que al aumentar de forma significativa el número de átomos, dificulta la capacidad

de tenerlos encerrados.

La computación cuántica se encuentra actualmente en lo que se conoce como la era

NISQ (siglas del término anglosajón, Noisy Intermediate-Scale Quantum), un término

acuñado por Preskill (2018) para describir dispositivos cuánticos que pueden realizar cier-

tas operaciones sin corrección total de errores, pero aún afectados significativamente por

ruido y decoherencia.

Los sistemas cuánticos reales son inherentemente abiertos: interactúan de forma inevi-

table con su entorno, lo que produce pérdida de coherencia cuántica, también denominada

decoherencia. La decoherencia destruye las correlaciones de fase entre componentes del es-

tado cuántico y degrada las superposiciones y entrelazamientos necesarios para el cómputo

cuántico útil.

Existen múltiples fuentes de ruido en plataformas cuánticas reales:

‚ Relajación (T1): transición espontánea del estado excitado al fundamental, que

lleva a la pérdida de información del sistema.

‚ Desfasamiento (T2): pérdida de coherencia entre las fases relativas de un estado

superpuesto.
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‚ Errores de compuerta: desviaciones entre la operación unitaria ideal y la imple-

mentada experimentalmente.

‚ Errores de lectura: imprecisiones en el proceso de medición de los cúbits.

Estas fuentes de error limitan la profundidad de los circuitos cuánticos útiles. En au-

sencia de una corrección activa de errores, los algoritmos cuánticos deben mantener la

suficiente profundidad como para ejecutarse antes de que la decoherencia destruya la in-

formación. Por esta razón, en la era NISQ se exploran algoritmos resilientes al ruido, como

los llamados algoritmos variacionales, que combinan circuitos cuánticos poco profundos

con optimización clásica. Asimismo, se desarrollan técnicas de mitigación de errores como

extrapolación de ruido o aprendizaje automático, que buscan compensar los efectos del

ruido sin necesidad de redundancia cuántica expĺıcita (Temme et al., 2017).

El reto principal de la era NISQ es doble: por un lado, entender los ĺımites compu-

tacionales de los dispositivos cuánticos ruidosos; y por otro, encontrar problemas de interés

práctico en los que estos dispositivos puedan ofrecer una ventaja cuántica antes de que se

logren arquitecturas con corrección de errores completa.

Si bien es cierto, como se verá más adelante, en este Trabajo se opta por una estrategia

que puede no ser adecuada para esta era. Esto es una consecuencia de la complejidad

necesaria para su implementación.

2.5. Algoritmos cuánticos para problemas en grafos

En esta sección se revisan tres enfoques para abordar problemas de optimización en

grafos desde una perspectiva cuántica: computación adiabática, algoritmos variacionales

y caminatas cuánticas. Estos modelos constituyen las bases teóricas y algoŕıtmicas sobre

las que se han desarrollado varias resoluciones a problemas pertenecientes a la teoŕıa de

grafos.

2.5.1. Computación adiabática

La computación adiabática es una de las principales v́ıas escogidas para resolver pro-

blemas que pueden modelizarse como grafos utilizando notación QUBO (Gaitan y Clark,

2014; Stollenwerk et al., 2015; Hua, 2016; Dinneen y Hua, 2017). Por esta razón, siempre
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que se pretende resolver un problema en teoŕıa de grafos mediante computación cuántica,

es una de las candidatas.

La computación cuántica adiabática se fundamenta en el teorema adiabático de la

mecánica cuántica (Nielsen y Chuang (2010)): si un sistema cuántico se prepara inicial-

mente en el estado fundamental de un hamiltoniano HB y luego se hace evolucionar lo

suficientemente despacio hacia un hamiltoniano problema HP , el sistema permanecerá en

su estado fundamental con alta probabilidad (Farhi et al., 2000; Aharonov et al., 2005).

Formalmente, la interpolación temporal se escribe como:

Hpsq “ p1 ´ sqHB ` sHP , s “
t

T
, t P r0, T s (2.8)

El tiempo total T debe escalar al menos como Op1{∆2
mı́nq, donde ∆mı́n es el gap es-

pectral mı́nimo entre el estado fundamental y el primer estado excitado. Este enfoque es

universalmente equivalente al modelo de circuito cuántico estándar, pero su rendimien-

to depende cŕıticamente del tamaño del gap y de la presencia de decoherencia (Albash

y Lidar, 2018; Farhi et al., 2000). El Hamiltoniano HP se diseña para codificar la so-

lución del problema del camino más corto como su estado de enerǵıa mı́nima, mientras

que HB permite una preparación inicial conocida y controlable. El éxito práctico de este

método depende de la capacidad experimental de mantener la coherencia y controlar las

condiciones adiabáticas.

La computación adiabática presenta una serie de ventajas y limitaciones que emergen

tanto de fundamentos f́ısicos como de restricciones prácticas de su implementación. Una de

sus principales fortalezas radica en su formulación natural para problemas de optimización,

ya que prescinde del uso de secuencias discretas de compuertas y se apoya, en cambio, en

la evolución continua del estado fundamental de un sistema cuántico. Esta caracteŕıstica

permite explotar la estructura de ciertos hamiltonianos cuya solución se encuentra codifi-

cada en el estado base, lo que puede conferir cierta robustez frente a errores t́ıpicos de las

compuertas discretas.

No obstante, el rendimiento del algoritmo adiabático es extremadamente sensible al

tamaño del gap espectral mı́nimo entre el estado fundamental y el primer estado excitado a

lo largo de la evolución. Si este gap se cierra exponencialmente con el tamaño del problema,

el tiempo necesario para garantizar una evolución adiabática se vuelve excesivamente largo.
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Por otro lado, la presencia de decoherencia y el acoplamiento térmico con el entorno

inducen transiciones no adiabáticas que afectan negativamente a la fidelidad del estado

final. Finalmente, incluso si se alcanza un estado final estacionario, la verificación de que

dicho estado corresponde efectivamente a la solución óptima global del problema planteado

no es trivial y, en general, constituye una tarea dif́ıcil que no puede resolverse mediante

una simple validación directa.

El estudio realizado por Padmasola y Chatterjee (2023) contribuye a la aplicación

de esta metodoloǵıa para la resolución del problema del camino más corto, que puede

ser de gran interés como base de este Trabajo. Sin embargo, la complejidad asociada a

la manipulación del hamiltoniano y la falta de control durante la evolución adiabática

del sistema suponen un gran incoveniente, por lo que no ha sido la estrategia que se ha

seleccionado para nuestra propuesta.

2.5.2. Algoritmos variacionales

Del mismo modo, los algoritmos variacionales son otra de las principales estrategias de

resolución de problemas en grafos en computación cuántica. Se pueden modelizar proble-

mas como el MaxCut, k-SAT o Vertex Cover (Farhi et al., 2014; Wang et al., 2018; Zhang

et al., 2020; Li et al., 2021).

Son especialmente interesantes en el contexto de la era NISQ. Los algoritmos variacio-

nales constituyen una clase prometedora de esquemas h́ıbridos cuántico-clásicos, diseñados

para mitigar los efectos del ruido y la decoherencia mediante circuitos cuánticos poco pro-

fundos, y delegando la optimización global del problema a métodos clásicos. Estos algo-

ritmos aprovechan la capacidad del hardware cuántico para preparar estados complejos y

calcular funciones objetivo dif́ıciles de evaluar clásicamente, mientras que los parámetros

de control se ajustan externamente con técnicas clásicas de optimización (Cerezo et al.,

2021; Bharti et al., 2022).

‚ Solucionador variacional cuántico de autovalores: el solucionador variacional

cuántico de autovalores (VQE, por sus siglas en inglés) fue propuesto inicialmente

para estimar el valor propio más bajo (la enerǵıa del estado fundamental) de ha-

miltonianos cuánticos, con aplicaciones en qúımica cuántica y f́ısica de materiales

(Peruzzo et al., 2014; Qing y Xie, 2023). Dado un hamiltoniano del sistema HP , se
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construye una familia parametrizada de estados cuánticos:

|ψpθqy “ Upθq |0y
bn , (2.9)

donde Upθq es un ansatz (circuito cuántico parametrizado), dependiente de un con-

junto de parámetros clásicos θ P Rk. La función de coste es la enerǵıa esperada del

sistema:

Epθq “ xψpθq|HP |ψpθqy , (2.10)

que se estima mediante mediciones cuánticas sobre los observables constituyentes de

HP . Un optimizador clásico ajusta iterativamente los parámetros θ para minimizar

Epθq, convergiendo idealmente al valor mı́nimo de HP . La calidad de los resultados

depende en gran medida del diseño del ansatz.

‚ Algoritmo cuántico de optimización aproximada: en concreto, dentro de los

algoritmos variacionales basados en el VQE, el más ampliamente usado es el Algo-

ritmo cuántico de optimización aproximada (QAOA, por sus siglas en inglés). El

QAOA, introducido por Farhi et al. (2014), es una técnica variacional especialmente

estructurada para problemas de optimización combinatoria. Se ha demostrado que el

algoritmo QAOA puede superar a los algoritmos clásicos en instancias del problema

Max-Cut en grafos pequeños, particularmente 3-regulares, bajo condiciones ideales

de muestreo y optimización de parámetros (Larkin et al., 2020; Lykov et al., 2023;

Carlson y Kolla, 2023).

Considerando un problema cuya función objetivo puede codificarse en un hamilto-

niano de coste HP , y un hamiltoniano mezclador HB que induce exploración del

espacio de soluciones, el algoritmo aplica una secuencia alternada de operaciones:

Upγ, αq “

p
ź

j“1

e´iγjHP e´iαjHB , (2.11)

donde p es la profundidad del algoritmo y pγ, αq son parámetros variacionales. Pa-

ra p “ 1, QAOA ya puede producir soluciones aproximadas no triviales, y se ha

demostrado que su rendimiento mejora con p bajo ciertas condiciones Zhou et al.

(2018).

Los algoritmos variacionales constituyen una de las propuestas más prometedoras para

aprovechar el potencial de los dispositivos cuánticos de la era NISQ. Entre sus principales
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ventajas destaca el hecho de que requieren circuitos de profundidad relativamente baja, lo

que los hace adecuados para arquitecturas cuánticas con tiempos de coherencia limitados.

Además, permiten una gran flexibilidad en el diseño del ansatz, que puede adaptarse

espećıficamente al hardware disponible, favoreciendo aśı una implementación eficiente.

Otra fortaleza significativa es su resiliencia frente a ciertos tipos de ruido, que pue-

de mitigarse mediante técnicas espećıficas como métodos de extrapolación a ruido cero

(Giurgica-Tiron et al., 2020). Sin embargo, estos algoritmos también enfrentan desaf́ıos

fundamentales. Uno de los más relevantes es la aparición de los denominados barren pla-

teaus en el paisaje de optimización, regiones en las que el gradiente de la función de

coste se vuelve exponencialmente pequeño, dificultando la convergencia del entrenamiento

(McClean et al., 2018).

Además, el rendimiento de los algoritmos variacionales depende cŕıticamente del di-

seño del ansatz : una elección inapropiada puede restringir severamente la exploración del

espacio de soluciones relevantes. Finalmente, la carga computacional asociada al cálculo

de gradientes puede escalar de manera poco favorable con la complejidad del problema

abordado, lo que limita la eficiencia global del enfoque.

Al igual que para la computación adiabática, ya existen trabajos centrados en el pro-

blema del camino más corto con esta estrategia (Soltan Aghaei et al., 2008; Fan et al.,

2023). Aunque en este caso si se permite el control durante la evolución del sistema, la

codificación de una heuŕıstica tendŕıa que introducirse en el hamiltoniano. Esto, pese a

que puede ser una posible solución al problema, resulta en un gran aumento de la comple-

jidad (restricciones adicionales en el hamiltoniano). Sea este el motivo para utilizar como

estrategia en este Trabajo las caminatas cuánticas, pues, como se verá más adelante, la

introducción de la heuŕıstica resulta más apropiada para este enfoque.

2.5.3. Caminatas cuánticas

Las caminatas cuánticas (quantum walks en inglés) constituyen una generalización

cuántica de las caminatas aleatorias clásicas. Una caminata aleatoria clásica es una pro-

ceso estocástico en el que se produce un desplazamiento siguiendo una distribución de

probabilidad definida (Lovász, 1993). Esto es, se realiza un recorrido siguiendo un camino

aleatorio determinado por las probabilidades de transición a cada momento. Este conjunto

de distribuciones de probabilidad es un caso concreto de cadenas de Markov. Las cadenas
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de Markov (1906) son modelos matemáticos que sirven para describir procesos aleatorios

paso a paso. En ellas, el estado futuro de un sistema depende únicamente del estado actual,

sin importar los estados previos en los que se ha encontrado el sistema (Norris, 1998).

Las caminatas cuánticas conservan la estructura conceptual de las cadenas de Markov

y las caminatas aleatorias clásicas, pero la expanden con propiedades cuánticas como la

superposición y la interferencia. Esto habilita fenómenos como la propagación paralela y la

amplificación selectiva de trayectorias, que constituyen la base de su potencial algoŕıtmi-

co y de sus aplicaciones en la simulación de procesos f́ısicos. Mientras que en el marco

clásico la evolución está gobernada por una matriz de transición estocástica, en el ámbito

cuántico ésta se reemplaza por un operador unitario, que garantiza que la evolución sea

reversible, coherente y conserve la norma del estado (Kempe, 2003). El paso fundamental

de la descripción clásica a la cuántica consiste en sustituir las probabilidades por ampli-

tudes de probabilidad complejas. El estado ya no se representa mediante una distribución

probabiĺıstica sobre los vértices de un grafo, sino mediante una superposición cuántica de

estados. Este cambio de marco introduce un recurso ausente en los paseos clásicos: la in-

terferencia. A medida que las amplitudes se propagan por el grafo, pueden reforzarse unas

a otras o cancelarse. Esta caracteŕıstica hace que la dinámica de las caminatas cuánti-

cas exhiba patrones de propagación distintos a las caminatas clásicas (Venegas-Andraca,

2012). Es esta diferente dinámica la que explotan los diferentes algoritmos basados en

caminatas cuánticas. Gracias a estas propiedades, las caminatas cuánticas se han conso-

lidado como un marco versátil tanto para el diseño de algoritmos cuánticos como para la

modelización de procesos f́ısicos, tales como la difusión cuántica o el transporte de enerǵıa

en sistemas discretos (Childs et al., 2002; Mohseni et al., 2008).

Existen dos formulaciones principales de caminatas cuánticas: la versión en tiempo

continuo, gobernada por un hamiltoniano asociado al grafo, y la versión en tiempo discreto,

en la que la evolución se construye a partir de operadores de moneda (en inglés, coin) y

desplazamiento (en inglés, shift). Ambas comparten la misma idea general, aunque difieren

en su descripción matemática y en las aplicaciones en las que resultan más adecuadas. A

continuación, se explican con mayor detalle ambas versiones:

‚ Caminatas cuánticas en tiempo continuo: se introdujeron como una analoǵıa

directa con la dinámica de un sistema cuántico gobernado por un hamiltoniano. Sea

un grafo no dirigido G “ pV,Eq con |V | vértices. Asociamos a cada vértice v P V un

25



David Chamizo Sánchez, Eloi Estebanell Pérez y Miguel Ángel Rodŕıguez Garćıa.
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estado base |vy. El espacio de Hilbert de la caminata es entonces:

H “ spant|vy : v P V u – C|V |. (2.12)

La dinámica viene determinada por un hamiltoniano H que codifica la conectividad

del grafo. Una elección común es la matriz de adyacencia:

H “ A, Auv “

$

’

&

’

%

puv si pu, vq P E,

0 en otro caso,

(2.13)

donde puv determina la probabilidad de transición entre los vértices correspondientes.

La elección de H determina las propiedades de propagación de la caminata (Farhi y

Gutmann, 1998). La evolución temporal obedece la ecuación de Schrödinger depen-

diente del tiempo:

i
d

dt
|ψptqy “ H |ψptqy , (2.14)

cuya solución formal es:

|ψptqy “ Uptq |ψp0qy , Uptq “ e´iHt. (2.15)

El estado en cualquier instante puede escribirse como una superposición donde los

coeficientes son las amplitudes de probabilidad asociadas a cada vértice. Estas am-

plitudes evolucionan de manera coherente, generando patrones de interferencia ca-

racteŕısticos de la caminata cuántica.

Este modelo resulta particularmente natural en contextos f́ısicos, ya que reprodu-

ce fenómenos de propagación cuántica, como en el transporte de excitaciones en

materiales o en fotośıntesis artificial (Mohseni et al., 2008).

Desde el punto de vista algoŕıtmico, se ha mostrado que las caminatas en tiem-

po continuo permiten acelerar problemas de búsqueda en grafos, logrando ventajas

exponenciales frente a caminatas clásicas en ciertos escenarios (Childs et al., 2003).

‚ Cáminatas cuánticas en tiempo discreto: en contraste, las caminatas en tiempo

discreto se definen a través de la aplicación iterada de un operador unitario com-

puesto. Dado que un grafo puede tener vértices de distinto grado, no es suficiente

con asociar un estado |vy a cada vértice: es necesario añadir un espacio moneda que
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determine la dirección del movimiento (Ambainis, 2003). Aśı, el espacio de Hilbert

total es entonces:

H “ Hcoin b Hpos, (2.16)

donde Hpos codifica los vértices del grafo y Hcoin las posibles transiciones. La evolu-

ción a cada paso se implementa en dos fases. En primer lugar, el operador moneda

C actúa sobre Hcoin, generando una superposición de direcciones. En segundo lugar,

un operador de desplazamiento S traslada las amplitudes a lo largo de las aristas del

grafo en función de la dirección determinada por la moneda. El operador unitario de

un paso completo se escribe como:

U “ S ¨ pC b Iq, (2.17)

donde S es el operador de desplazamiento e I la identidad en el espacio de posicio-

nes. Esta notación representa la aplicación del operador moneda sobre las posiciones

iniciales, sin alterarlas, para su posterior modificación a través del operador despla-

zamiento.

Esta versión ha dado lugar a múltiples algoritmos cuánticos, entre ellos el algoritmo

de búsqueda de Shenvi–Kempe–Whaley (Shenvi et al., 2003), que logra acelerar

tareas de búsqueda no estructurada en comparación con métodos clásicos.

Una variante especialmente relevante dentro del modelo discreto es la caminata

cuántica de tipo Szegedy, entendida como la generalización cuántica de una cadena

de Markov clásica (Szegedy, 2004). Su formalismo es el siguiente.

Sea P una matriz de transición estocástica asociada a una cadena de Markov sobre

un conjunto de N estados. Se define un espacio de Hilbert doble:

H “ CN b CN , (2.18)

cuyos estados base son |xy b |yy, que representan una transición potencial de x a y.

A partir de P , se construyen vectores normalizados que codifican las distribuciones

de transición de cada estado:

|ψxy “

N
ÿ

y“1

?
pxy |xy b |yy . (2.19)
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donde pxy representa la probabilidad de transición de x a y. Sea:

A “ spant|ψxy : x “ 1, . . . , Nu, (2.20)

el subespacio generado por estos estados. El operador de reflexión asociado es:

R “ 2ΠA ´ I, (2.21)

donde ΠA es el proyector sobre A1. De manera análoga, se construye un segundo

subespacio B, generado por los vectores:

|ϕyy “

N
ÿ

y“1

?
pxy |yy b |xy , (2.22)

y su correspondiente reflexión:

R1 “ 2ΠB ´ I. (2.23)

El operador unitario de Szegedy se define entonces como la composición de ambas

reflexiones:

UP “ R1R. (2.24)

Este operador es unitario por construcción y captura de forma cuántica la dinámica

inducida por la cadena de Markov (Nielsen y Chuang, 2010). Este operador unitario

actúa como doble operador de una caminata cuántica discreta. Generalmente, estos

operadores de reflexión son los escogidos para representar las transiciones del sistema

a causa de la falta de unitariedad de la matriz P .

En resumen, las caminatas en tiempo continuo se apoyan directamente en la dinámica

hamiltoniana de la mecánica cuántica y resultan naturales para modelar procesos f́ısicos de

transporte. Las caminatas en tiempo discreto, en cambio, introducen un grado adicional

de flexibilidad mediante el uso de monedas cuánticas y operadores de desplazamiento, lo

que facilita su aplicación en el diseño de algoritmos. Dentro de estas últimas, el modelo de

Szegedy destaca por su capacidad de establecer una similitud estructural con las cadenas de

Markov clásicas, permitiendo una conversión de técnicas probabiĺısticas clásicas al contexto

cuántico.

1El proyector sobre A se define como: ΠA “ AA: (Cohen-Tannoudji et al., 1977).
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Los trabajos de Montanaro (2018) y Li (2025) son la base para la idea de un algoritmo

cuántico inspirado en A* mediante caminatas cuánticas. Montanaro mostró cómo trans-

formar algoritmos de backtracking en versiones cuánticas más, eficientes usando caminatas

discretas; mientras que Li demostró ventajas exponenciales en problemas de búsqueda de

caminos sobre grafos estructurados. Ambos resultados consolidan la motivación de explorar

caminatas cuánticas como núcleo de un algoritmo de tipo A*.

Siguiendo todo lo expuesto con anterioridad, se hace notable la practicidad del uso

de caminatas cuánticas para el problema que se pretende resolver en este Trabajo. Es

por esto que la ĺınea de investigación que se ha decidido seguir busca combinar el uso

de caminatas cuánticas y la introducción de una heuŕıstica, al igual que hace A*, para

resolver el problema del camino más corto.
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3. Objetivos

Este Trabajo tiene como propósito fundamental sentar las bases teóricas para el desa-

rrollo de una versión cuántica del algoritmo A*, explorando las posibilidades que ofrece

la computación cuántica para reducir su complejidad y mejorar su eficiencia. A partir del

análisis de los principios cuánticos y de las limitaciones del algoritmo clásico, se busca

construir un marco conceptual una implementación cuántica del A*, resaltando aśı el po-

tencial de la computación cuántica para enfrentar problemas de búsqueda y planificación

de manera más eficiente.

El enfoque adoptado pretende vincular los avances recientes en algoritmos cuánticos

con las necesidades prácticas de optimización que resuelve el algoritmo A*. A través de

una investigación teórica, se espera identificar los elementos clave que conformarán la base

para una contribución inicial en la dirección de la creación de un algoritmo cuántico con

un funcionamiento similar al A*.

3.1. Objetivos generales

‚ Explorar la posibilidad de diseñar un algoritmo A* cuántico que, aprovechando los

principios fundamentales de la computación cuántica, pueda superar en eficiencia a

su versión clásica.

‚ Fundamentar teóricamente el uso de técnicas cuánticas en problemas de búsqueda y

planificación.

3.2. Objetivos espećıficos

‚ Analizar el funcionamiento y la estructura del algoritmo A*, incluyendo su compor-

tamiento heuŕıstico y limitaciones principales.

‚ Investigar los fundamentos teóricos de la computación cuántica relevantes para al-

goritmos de búsqueda, con énfasis en fenómenos como la superposición, el entrela-

zamiento y la interferencia. Asimismo, estudiar algoritmos cuánticos existentes rela-

cionados con búsqueda y optimización, tales como Grover o las caminatas cuánticas.

‚ Identificar un esquema conceptual para un algoritmo A* cuántico que defina sus

componentes, comportamiento esperado y supuestos necesarios.
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4. Desarrollo del Trabajo

Como se ha mencionado anteriormente, el objetivo de este Trabajo es presentar un

algoritmo cuántico, basado en el algoritmo A* y haciendo uso de caminatas cuánticas.

Esto con el fin de resolver el problema del camino de menor coste en grafos ponderados.

Este enfoque se apoya en la capacidad de las caminatas cuánticas para explorar de manera

simultánea un gran número de trayectorias, modulando la exploración para concentrar

amplitud sobre las soluciones más prometedoras.

A lo largo de esta Sección 4 se presentarán en detalle las condiciones bajo las cua-

les este algoritmo puede aplicarse de manera rigurosa. Posteriormente, se describirán de

forma separada sus componentes principales: la caminata cuántica de Szegedy; el kernel

de transición1 basado en distribuciones de Boltzmann-Gibbs; la posible aplicación de la

transformada de Doob como heuŕıstica; la incorporación de registros auxiliares para el

camino y el contador de longitud; el mecanismo de parada (en inglés, halt).

Finalmente, se mostrará cómo estos elementos se integran para implementar el algo-

ritmo al completo, justificando las elecciones del diseño.

4.1. Condiciones de aplicabilidad

El algoritmo propuesto no es universalmente aplicable a cualquier tipo de grafo, sino

que requiere el cumplimiento de una serie de condiciones estructurales. El punto de partida

es un grafo no dirigido, finito, conexo y ponderado, cuyas aristas están asociadas a costes

estrictamente positivos. Estas restricciones son necesarias para asegurar que la matriz de

transición derivada de los costes puede interpretarse adecuadamente para un problema

definible mediante cadenas de Markov (Nielsen y Chuang, 2010). Esta imposición se de-

be a, como se verá más adelante, la selección de caminatas cuánticas de Szegedy como

componente principal del algoritmo.

Una vez establecida la naturaleza de los grafos problema, se presentan los diferentes

elementos que componen el algoritmo.

1Cuando se habla de kernel de transición en el contexto de cadenas de Markov, se trata de una función

que describe la probabilidad de transición entre dos estados.
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4.2. Componentes individuales del algoritmo

En esta sección 4.2 se describen de manera detallada los elementos que componen el

algoritmo propuesto. Cada componente se presenta de forma independiente, destacando

su función, formulación matemática y la justificación de su incorporación.

4.2.1. Caminata cuántica de Szegedy

El núcleo del algoritmo es la cuantización de Szegedy (2004) de una cadena de Markov

reversible. El formalismo asociado a esta metodoloǵıa es el siguiente. Dados un conjunto

de vértices V y una matriz de transición P sobre ellos, se define el espacio de Hilbert:

HE “ C|V | b C|V |, (4.1)

tal que:

HE “ spant|x, yy : px, yq P Eu, (4.2)

donde E representa el conjunto de aristas del grafo y los estados base |xy e |yy representan

transiciones del nodo x al nodo y. Para cada vértice x, se construyen los estados:

|ψxy “
ÿ

yPΓpxq

?
pxy |xy |yy . (4.3)

donde Γpxq es el conjunto de nodos conectados al nodo x y pxy es el elemento P px, yq de

la matriz de transición y determina la probabilidad de ir del nodo x al nodo y, también

denominado kernel de transición.

El subespacio A “ spant|ψxy : x P V u genera la reflexión:

R “ 2ΠA ´ I, ΠA “
ÿ

x

|ψxy xψx| . (4.4)

Este operador R constituye el operador moneda caracteŕıstico de una caminata cuánti-

ca discreta, esto es, R ” C. Asimismo, el operador de desplazamiento utilizado en la

equivalencia con Szegedy es el llamado en inglés flip–flop shift :

S |xy |yy “ |yy |xy , (4.5)

que intercambia los dos registros y, por tanto, invierte la orientación de la arista.

Existe también otro desplazamiento de común uso en caminatas cuánticas discretas,

en inglés, moving shift. Definido como:

Smov |xy |dy “ |yy |dy , (4.6)
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donde d denota la dirección elegida desde x hacia y. En este caso, el desplazamiento nunca

cambia de dirección, siendo especialmente útil para problemas con cierta estructura lineal.

Sin embargo, en los grafos problema esta estructura no necesariamente se cumple. Además

la equivalencia con Szegedy se rompe, pues Smov no implementa la simetŕıa necesaria para

reproducir R1. Por ello, cuando se habla estrictamente de la caminata de Szegedy, se utiliza

siempre el flip–flop shift y es el implementado en este Trabajo.

Una propiedad fundamental del formalismo de Szegedy es que la reflexión R1 asociada

al subespacio:

B “ span t|ϕxy : y P V u , |ϕxy “
ÿ

y

?
pxy |yy |xy , (4.7)

puede implementarse a partir de la reflexión R y del operador de desplazamiento flip–flop

shift. Nótese en primer lugar que los estados |ϕxy se obtienen aplicando S sobre los estados

|ψxy:

S |ψxy “ S

˜

ÿ

y

?
pxy |xy |yy

¸

“
ÿ

y

?
pxy |yy |xy . (4.8)

Por ende, B “ SA. Sea ΠA el proyector sobre A y ΠB el proyector sobre B. Cumpliendo

la igualdad anterior, se obtiene2:

ΠB “ SΠAS. (4.9)

En consecuencia, el operador de reflexión sobre B es:

R1 “ 2ΠB ´ I “ 2SΠAS ´ I. (4.10)

Esto se puede reescribir como:

R1 “ Sp2ΠA ´ IqS “ SRS. (4.11)

De esta manera se establece que R1 no es independiente de R, sino que se obtiene mediante

la combinación de R con el flip–flop shift. El operador completo de Szegedy puede entonces

escribirse como:

U “ R1R “ pSRSqR, (4.12)

lo que muestra expĺıcitamente que cada paso de Szegedy equivale a la aplicación de dos

pasos en una caminata cuántica discreta (Wong, 2017b).

2Téngase en cuenta que el operador S es hermı́tico: S “ S:
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La caminata cuántica de Szegedy se ha seleccionado como metodoloǵıa debido a que

los grafos problema pueden modelarse de manera natural como cadenas de Markov re-

versibles. Este formalismo proporciona un marco adecuado para la cuantización de dichas

cadenas, garantizando un operador unitario bien definido. Una ventaja fundamental es

que la dinámica inducida por Szegedy permite explorar de manera coherente la totalidad

del grafo en superposición cuántica, preservando la estructura estocástica subyacente e in-

corporando la posibilidad de la propagación de la amplitud en las trayectorias (Portugal,

2016a,b; Wong, 2017a; Portugal y Segawa, 2017).

4.2.2. Kernel de transición

El kernel de transición constituye el pilar fundamental a partir del cual se construye

la caminata de Szegedy. Esta función determina la probabilidad de transición a partir de

los costes presentes en el grafo. Su definición para este caso consta de lo siguiente. Dado

un grafo ponderado G “ pV,Eq con costes positivos wxy ą 0 en cada arista px, yq P E, se

define una cadena de Markov reversible cuya matriz de transición P asigna a cada vértice

x una distribución de probabilidad sobre sus vecinos siguiendo3:

P px, yq “
e´βwwxy

ř

zPΓpxq e
´βwwxz

, y P Γpxq; (4.13)

y P px, yq “ 0 en caso contrario, esto es, si a x e y no los une ninguna arista.

Esta construcción se inspira directamente en la distribución de Boltzmann–Gibbs de la

mecánica estad́ıstica, donde la probabilidad de un microestado con enerǵıa E está ponde-

rada como e´βE (Boltzmann, 1970; Gibbs, 2010). En el contexto de grafos, los costes wxy

juegan el papel de enerǵıas, y el parámetro βw corresponde al inverso de una temperatura

efectiva (Wocjan et al., 2009). Se verá más adelante como este parámetro β sirve para

modular un sesgo según lo requiera el problema.

Esta estrategia es común en simulaciones clásicas (Metropolis et al., 1953; Goldstein

et al., 2020) y se ha demostrado que preparar coherentemente este muestreo con Szegedy

da una ventaja cuadrática frente al mezclado clásico (Somma et al., 2008), lo que justifica

la selección de esta función.

Por su parte, el parámetro βw introduce un control expĺıcito sobre el equilibrio entre

3Nótese la igualdad mencionada previamente: P px, yq “ pxy
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exploración completa del grafo y explotación de los caminos óptimos de propagación de la

probabilidad. El valor de βw afecta a la distribución de forma que se cumple:

‚ Cuando βw ÑÑÑ 0, se obtiene:

P px, yq «
1

degpxq
, (4.14)

es decir, una distribución casi uniforme sobre los vecinos de x. La distribución per-

fectamente uniforme se alcanza en el valor βw “ 0. En este régimen la caminata

explora el grafo de forma amplia, con poca discriminación en función de los costes.

Este seŕıa el enfoque utilizado si el grafo problema no presentase ponderaciones.

‚ Para valores intermedios de βw, la caminata favorece aristas de menor coste,

pero aún permite explorar transiciones subóptimas. Este comportamiento es análogo

al de los algoritmos clásicos de enfriamiento simulado (simulated annealing), donde se

busca explorar todas las posibles rutas manteniendo un mayor foco en las soluciones

más prometedoras (Kirkpatrick et al., 1983).

‚ Cuando βw ÑÑÑ 888, la probabilidad se concentra en la arista de menor coste desde

cada vértice. En el ĺımite, la caminata se aproxima a un proceso casi determinista

siguiendo siempre la transición de menor coste local.

Idealmente, un valor muy grande de βw es el que maximizaŕıa la probabilidad de seleccionar

siempre el camino de coste mı́nimo. Sin embargo, este escenario presenta inconvenientes.

El operador de Szegedy se vuelve extremadamente sesgado, y la amplitud inicial en ramas

subóptimas puede ser casi nula, lo que limita la capacidad de explorar todas las ramas

derivando en resultados potencialmente inadecuados. Aśı, la caminata se aproxima a un

comportamiento clásico y determinista, desaprovechando las ventajas cuánticas de explo-

ración en superposición.

En la práctica, por tanto, no resulta óptimo elegir βw excesivamente grande, sino

modularlo según el problema. De manera que exista suficiente sesgo hacia las aristas de

menor coste para que los caminos óptimos acumulen amplitud apreciable y, al mismo

tiempo, se mantenga una superposición adecuada de suficiente cantidad trayectorias. En

consecuencia, el valor de βw debe calibrarse teniendo en cuenta tanto la estructura del

grafo como los recursos computacionales disponibles.
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Por otro lado, la definición del kernel implica una normalización local en cada vértice

x:

Zxpβwq “
ÿ

zPΓpxq

e´βwwxz . (4.15)

Este factor de partición depende del grado de x y de los costes asociados a sus aristas.

A causa de esto, la probabilidad acumulada de un camino completo γ “ px0, x1, . . . , xkq

resulta de un producto de cocientes locales:

Prpγ;βwq “

k´1
ź

t“0

e´βwwxtxt`1

Zxtpβq
. (4.16)

Aśı, incluso cuando un camino tiene coste total bajo, puede perder peso relativo si atraviesa

nodos con alto grado, debido al aumento de los valores Zxtpβwq. Este fenómeno introduce lo

que se puede entender como una “dilución”de la probabilidad. Es esta la razón que motiva

la posterior introducción de la transformada de Doob; que al mismo tiempo funcionará

como heuŕıstica, basándose en el funcionamiento de A*.

En la caminata cuántica de Szegedy, el kernel determina los estados:

|ψxpβwqy “
ÿ

yPΓpxq

?
pxy |xy |yy , (4.17)

que se utilizan en la definición de las reflexiones R y R1. La dinámica resultante depende

expĺıcitamente de βw, y por tanto el operador unitario de Szegedy se convierte en

Upβwq “ R1pβwqRpβwq. (4.18)

De esta forma, la probabilidad final de éxito depende en gran medida del valor de βw.

4.2.3. Transformada de Doob

Uno de los principales problemas del kernel utilizado en las caminatas cuánticas es la

“dilución”de probabilidad en grafos con alto grado de ramificación: aunque un camino pue-

da ser globalmente barato, la probabilidad asociada a recorrerlo disminuye drásticamente

si atraviesa nodos con muchos vecinos, ya que la normalización local:

Zxpβwq “
ÿ

zPΓpxq

e´βwwxz (4.19)

aumenta y reduce el peso relativo de cada transición. Este efecto dificulta que el algoritmo

concentre amplitud en el camino de menor coste.
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Para corregir este sesgo, se recurre a la transformada de Doob (1957), introducida

originalmente en el contexto de procesos estocásticos condicionados y utilizada más re-

cientemente en algoritmos cuánticos de muestreo y optimización (Chetrite y Touchette,

2014). Su uso en cadenas de Markov está ampliamente estudiado (Faggionato et al., 2009),

por lo que su uso en este caso resulta muy oportuno.

La transformada de Doob permite modificar el kernel de transición de forma que se

discriminen positivamente las trayectorias que llevan hacia un cierto objetivo, reponderan-

do la dinámica en función de un potencial armónico h : V Ñ R`. En el contexto de grafos,

un potencial se denomina armónico si satisface una condición de promedio local sobre los

vecinos. En particular, para un vértice x distinto del nodo objetivo, se requiere que:

hpxq “
ÿ

yPΓpxq

P px, yqhpyq, (4.20)

donde Γpxq denota el conjunto de vecinos de x. Esta relación significa que el valor de

hpxq en un nodo intermedio coincide con el valor esperado de h al moverse de x hacia

sus vecinos según las probabilidades de transición P px, yq. En consecuencia, el potencial h

se comporta como una función dependiente respecto a la dinámica de la caminata (Levin

et al., 2008). Transmitiendo aśı la información sobre la proximidad al nodo objetivo a lo

largo de la estructura del grafo.

En este caso, este potencial se ajusta escogiendo:

hpxq “ e´βhdpx,x‹q, (4.21)

donde dpx, x‹q es una estimación admisible del coste restante hasta el objetivo x‹, y βh

es un parámetro que realiza la misma función que βw sobre las estimaciones, en lugar de

sobre los pesos de los caminos. Aśı, aunque h no es estrictamente armónico respecto al

kernel original P , desempeña un papel similar: sesga la caminata hacia los estados que

minimizan el coste futuro estimado, de la misma forma en que una función armónica en

el caso clásico gúıa las trayectorias hacia los conjuntos objetivos. Este diseño hace que la

transformada de Doob funcione como una forma de heuŕıstica similar a la que se utiliza en

el algoritmo A*. Se consigue de este modo reequilibrar la dinámica que sigue la caminata.

Este diseño conecta directamente con la filosof́ıa del algoritmo clásico A* (Hart et al.,

1968), donde la heuŕıstica no necesita reproducir fielmente el valor exacto de la distancia

restante, sino proporcionar una cota admisible que dirija la búsqueda. De forma análoga,
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en la caminata cuántica la elección heuŕıstica de h permite balancear la propagación, re-

duciendo la “dilución”de la amplitud en ramificaciones poco prometedoras y concentrando

probabilidad en los caminos más relevantes hacia el objetivo. Aśı, incluso sin armonicidad

exacta, el planteamiento sigue siendo válido y útil para resolver el problema.

En principio, seŕıa posible definir una función h estrictamente armónica, que corres-

pondeŕıa a la probabilidad exacta de alcanzar el nodo objetivo. Sin embargo, calcular

dicha función requiere resolver un sistema global de ecuaciones en el grafo, lo cual es tan

costoso como el propio problema que se pretende resolver. Por este motivo se opta por una

aproximación heuŕıstica, más sencilla de computar, que aunque no sea armónica reproduce

el efecto deseado de guiar la caminata hacia el objetivo.

El nuevo kernel se define como:

P hpx, yq “
P px, yqhpyq

ř

zPΓpxq P px, zqhpzq
, (4.22)

que es igualmente estocástico y reversible siempre que P lo sea. La interpretación es tal que

las probabilidades de transición originales P px, yq se reescalan por el factor hpyq, de manera

que se discriminan positivamente los vecinos y con mayor potencial h. La introducción del

denominador asegura que se mantenga la normalización local.

Aplicar la transformada de Doob significa que los estados de moneda de Szegedy se

definen ahora a partir de P h:

|ψh
xpβw, βhqy “

ÿ

yPV

b

P hpx, yq |xy |yy . (4.23)

El operador unitario asociado a la caminata pasa a depender de h:

Uhpβw, βhq “ R1hpβw, βhqRhpβw, βhq. (4.24)

En consecuencia, la dinámica cuántica refleja no solo la estructura estocástica original,

sino también la información heuŕıstica codificada en h.

La utilidad de esta construcción es doble. Por un lado, reduce el impacto de la “dilu-

ción”de probabilidad, redistribuyendo amplitud hacia trayectorias que se acercan al ob-

jetivo según la heuŕıstica. Por otro lado, permite controlar de manera más efectiva la

exploración en función de los parámetros βw y βh: incluso con valores moderados de βh, la

transformada de Doob dirige la caminata hacia regiones relevantes del grafo, evitando la

necesidad de llevar βw Ñ 8. Situación que, como se explicó previamente, lleva asociados

algunos inconvenientes.
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4.2.4. Registros adicionales: camino y contador de longitud

En el formalismo estándar de la caminata de Szegedy, la caminata cuántica solo pro-

porciona información acerca del vértice alcanzado al final de la evolución. Sin embargo, en

este algoritmo resulta necesario poder conocer el camino completo seguido desde el vértice

inicial hasta el objetivo. Para ello se introducen registros adicionales que almacenan cada

una de las trayectorias tomadas. Un registro cuántico que guarda todas las posibles tra-

yectorias en superposición, y un registro clásico que sirve como control para la escritura

de la información a cada iteración.

Además, para asegurar que todos los caminos simples desde el origen hasta el objetivo

pueden explorarse, se fija un parámetro Lmáx, tal que Lmáx “ |V |´1. Este nuevo parámetro

representa la cota superior para el número de desplazamientos necesarios para explorar

todo el grafo. Dado que el operador de Szegedy implementa dos pasos en cada instancia,

el número de iteraciones de dicho operador será la mitad del valor de Lmáx
4.

Los dos registros adicionales son: el registro camino (en inglés, path) y el registro

contador de longitud ℓ.

‚ Registro camino: este registro se compone de un espacio de Hilbert:

Hpath “

Lmáx
â

j“0

C|V |, (4.25)

cuyos elementos guardan la información de los vértices visitados en cada paso de la

caminata. Un estado del registro tiene la forma:

|pathy “ |x0y b |x1y b ¨ ¨ ¨ b |xLmáx
y , (4.26)

donde x0 es el vértice inicial y los valores subsiguientes xj representan las transiciones

seguidas. Inicialmente:

|path0y “ |x0y b |∅y b ¨ ¨ ¨ b |∅y , (4.27)

donde el śımbolo ∅ indica que el elemento aún no ha sido marcado. El registro se

actualiza en cada paso de la caminata mediante una operación controlada por el con-

4Para valores de Lmáx impares, puede implementarse la mitad del último operador de Szegedy para tener

la cantidad de pasos exactos o bien aplicarlo por completo, ya que la introducción de un paso extra no

modifica notablemente el funcionamiento del algoritmo más alla de la complejidad computacional añadida.
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tador ℓ, que copia el vértice actual xt de la caminata en la posición correspondiente:

Upath,ℓ : |xty |pathy ÞÑ |xty |x0, . . . , xℓ´1, xt,∅, . . .y (4.28)

De esta forma, cada trayectoria en superposición queda almacenada de manera cohe-

rente en el registro camino. Nótese que este operador actúa con respecto al registro

que representa la posición actual en el grafo. Esto es, siguiendo la notación utilizada,

el primer registro de los registros del espacio de Hilbert doble que representan los

nodos y sus vecinos.

‚ Registro contador de longitud: el registro contador ℓ se implementa como un

registro clásico compuesto por Lmáx bits bajo codificación en caliente (en inglés,

one-hot) (Harris y Harris, 2012). El registro contador sirve como un conjunto de bits

clásicos tal que:

ℓ “ py1, y2, y3, . . . , yLmáx
q (4.29)

En este tipo de codificación, exactamente un bit toma el valor 1 mientras que el resto

son 0. Aśı, el valor del contador para ℓ “ 1 se representa como:

ℓ “ p1, 0, 0, . . . , 0q, (4.30)

el valor ℓ “ 2 como

ℓ “ p0, 1, 0, . . . , 0q, (4.31)

y en general, para el valor ℓ “ j como

ℓ “ ej “ p0, . . . , 0, yj “ 1, 0, . . . , 0q, (4.32)

donde el único 1 aparece en la posición j.

Inicialmente el registro se prepara en e1 (ℓ “ 1), indicando que la primera escritura

en el registro camino se hará en la posición de ı́ndice 1. El avance del contador se

define mediante la operación determinista

Uℓ : ej ÞÑ ej`1, 1 ď j ă Lmáx, (4.33)

que desplaza el bit activo a la posición inmediatamente siguiente. En la práctica,

esta operación puede implementarse como una permutación de bits.
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La dinámica completa de un paso de la caminata con la implementación de estos dos

registros consiste entonces en la composición de tres operaciones, dos en el ámbito cuántico

y una en el clásico:

1. Aplicación de la moneda y el desplazamiento sobre el registro de aristas (SR).

2. Escritura del vértice actual en registro camino controlada por el contador (Upath,ℓ).

3. Incremento del contador (Uℓ).

Formalmente, si en el paso t el sistema se encuentra en:

|xt, yty b |x0, . . . , xt´1,∅, . . .y , (4.34)

tras un paso completo de la caminata se obtiene

ÿ

y

a

P pxt, yq |y, xty b |x0, . . . , xt´1, y,∅, . . .y . (4.35)

Aśı, al cabo de Lmáx pasos, cada rama de la superposición cuántica contiene el camino com-

pleto recorrido hasta ese punto, registrado en Hpath. La medición de este registro permite

recuperar directamente una trayectoria concreta γ “ px0, x1, . . . , xLmáx
q. La implementa-

ción de este contador clásico provoca que se esté hablando todo el rato de un algoritmo

h́ıbrido, y no de uno puramente cuántico.

4.2.5. Registro parada

El problema de combinar la caminata de Szegedy con los dos registros adicionales

reside en el hecho de que la actualización del camino se da para todas las trayectorias al

mismo tiempo. Esto es un problema cuando en algún camino se ha llegado al nodo objetivo

previa la finalización del número de iteraciones escogidas. Al mantener la aplicación del

operador de Szegedy aunque se haya encontrado una ruta que conecte el nodo inicial y

objetivo, la amplitud asociada se ve alterada. Por ello, es esencial añadir a la estructura

un mecanismo que permita detectar si se ha llegado al nodo objetivo y, en caso afirmativo,

impida la aplicación del resto de operaciones sobre esa rama.

Para evitar que ramas que alcanzan el objetivo sigan evolucionando y modifiquen su

camino registrado, se incorpora el registro parada. El registro parada H se introduce

para que aquellas ramas de la superposición que alcancen el nodo objetivo x‹ dejen de
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evolucionar, preservando inalterado el camino almacenado y deteniendo el contador. Para

ello se define un cúbit adicional en el espacio:

HH “ spant|0y , |1yu, (4.36)

donde |0y indica que el objetivo aún no ha sido alcanzado y |1y que ya se ha llegado al

nodo objetivo.

Entonces, la parada se implementa de manera unitaria utilizando un cúbitH y un cúbit

auxiliar B. Este cúbit auxiliar se introduce para evitar “sobreescribir” el estado del cúbit

H. Es decir, una vez se alcance el valor |1y, no se modifica para el resto de iteraciones de la

caminata. El objetivo es que H se transforme en |1y en el primer paso en el que se alcanza

el nodo objetivo x‹, y que permanezca en dicho valor durante el resto de la evolución.

Se considera en primer lugar el espacio de Hilbert para los nodos visto en la Ecuación

4.2. Matemáticamente, el proyector que detecta el objetivo en el primer registro (tras cada

aplicación del desplazamiento S) es:

PD “
ÿ

x

|x‹, xy xx‹, x| Ă HE . (4.37)

Los dos cúbits, H y B, usan ambos la base computacional t|0y , |1yu. Además, se introduce

la notación Π
pbq

Q “ |by xb|Q para los proyectores sobre los estados de un cúbit Q, y XQ para

la aplicación de una puerta Pauli-X (NOT ) en dicho cúbit. Aśı, el primer paso consiste en

el cálculo reversible del cúbit auxiliar. Se construye un operador unitario UB que modifica

el cúbit B si la posición actual del nodo coincide con el objetivo 5:

UB “ pIHE
´ PDq b IB ` PD bXB. (4.38)

A continuación, se implementa la alteración del cúbit H. El cúbit H debe convertirse en

|1y si y solo si H “ 0 y B “ 1. De esta forma, si no estamos en el nodo objetivo o bien

ya se ha llegado con anterioridad a dicho nodo, este permanece invariante. Nótese que la

inicialización del cúbit B se toma en el estado |0y, al igual que el cúbit H. Esto se consigue

con el operador:

UH “ IH b IB ´ Π
p0q

H b Π
p1q

B ` XHΠ
p0q

H b Π
p1q

B . (4.39)

La acción de UH puede describirse de la siguiente manera: actúa como la identidad fuera

del subespacio generado por H “ 0 y B “ 1; dentro de dicho subespacio aplica XH ,

5Considérese la propiedad de los proyectores:
ř

px,yqPE |x, yy xx, y| “ IHE
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modificando el valor de H; y si H “ 1, se mantiene invariante incluso en el caso de que

B “ 1.

En el tercer paso se restaura el cúbit B a su valor inicial para mantener unitaria la

evolución. Esto se logra aplicando el inverso de UB, que coincide con él mismo por ser

hermı́tico. La actualización unitaria deseada para la parada se obtiene entonces como:

Uhalt “ UB UH UB. (4.40)

De esta forma, el cúbit H altera su valor la primera vez que llega al objetivo y no vuelve

a tomar el valor |0y.

Conforme a la creación de esta nueva operación que detiene el avance de la caminata,

se ha de modificar cómo se implementan el resto de operadores para que consideren el

valor del cúbit H. Los cambios integrados son los siguientes:

‚ Modificación del operador moneda y del operador desplazamiento: sea R

la moneda original asociada a Szegedy. La versión influenciada por el registro parada

se define :

rR “ R b Π
p0q

H ` I b Π
p1q

H , (4.41)

De forma análoga, para el desplazamiento S se tiene:

rS “ S b Π
p0q

H ` I b Π
p1q

H . (4.42)

Esto asegura que:

¨ si H “ 0, la caminata evoluciona con moneda y desplazamiento estándar.

¨ si H “ 1, la dinámica se detiene en el vértice alcanzado.

Resumiendo, un paso completo de la caminata (medio en la caminata de Szegedy) con

registro parada se implementa mediante los operadores6:

rU “ Uhalt Upath,ℓ
rS rR, (4.43)

y, tras aplicar la operación anterior, se implementa Uℓ sobre el registro clásico.

De esta forma, cada trayectoria al llegar por primera vez al nodo objetivo queda regis-

trada y sin alteraciones posteriores.

6Aunque el operador Upath,ℓ no es necesario modificarlo con la adición del registro parada, puede modi-

ficarse para evitar las operaciones redundantes una vez se ha escrito por primera vez el nodo objetivo.
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4.2.6. Medición y extracción del camino

La última componente del algoritmo es la medición de los registros auxiliares. Tras la

evolución de la caminata cuántica se procede a medir el estado global en la base compu-

tacional. El registro parada H discrimina entre caminos exitosos y fallidos: solamente en

las ramas con H “ 1 se ha alcanzado el nodo objetivo x‹. El registro camino revela la

secuencia de vértices recorrida desde el nodo inicial hasta el objetivo y el contador ℓ indica

la longitud alcanzada. El diseño del kernel de transición asegura que, dentro del conjunto

de caminos exitosos, las amplitudes relativas se distribuyan a favor de los de menor coste

esperado. En consecuencia, al realizar la medición final, el camino de coste mı́nimo es el

que aparece con mayor probabilidad, lo que permite extraerlo directamente como salida

del algoritmo.

En definitiva, la medición actúa como el mecanismo de selección final: convierte en

información clásica la estructura de amplitudes acumulada a lo largo de la caminata,

entregando como resultado la trayectoria más eficiente hacia el nodo objetivo.

4.3. Integración del algoritmo completo

Una vez descritos los componentes individuales, es posible combinarlos en un procedi-

miento que describe al algoritmo propuesto. La idea central es partir del nodo inicial x0,

propagar amplitud en paralelo sobre todas las trayectorias posibles mediante la caminata

de Szegedy y utilizar los registros auxiliares para almacenar la información del camino y

detener la evolución en las ramas que alcanzan el objetivo. A continuación, se vuelve a

detallar, esta vez en conjunto, como se estructura el algoritmo propuesto al completo.

El sistema se prepara en el estado inicial:

|ψ0y “ |x0y |0y b |path “ px0,∅, . . . qy b |H “ 0y b |B “ 0y , (4.44)

donde:

‚ el primer registro codifica el vértice actual.

‚ el segundo registro corresponde al vértice vecino.

‚ el tercero (path) almacena la secuencia de vértices recorridos.

‚ H es el cúbit parada, que discrimina ramas exitosas de fallidas.
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‚ el último (B) es el cúbit auxiliar para la actualización del cúbit parada.

El kernel de transición elegido (P h) determina los estados moneda:

|ψxpβw, βhqy “
ÿ

yPΓpxq

b

P hpx, yq |xy |yy , (4.45)

que gobiernan la dinámica de la caminata.

Cada iteración de la caminata (mitad de un iteración de Szegedy) aplica sobre los

registros cuánticos la composición unitaria:

rU “ Uhalt Upath,ℓ
rS rR, (4.46)

donde:

‚ rR “ R b Π
p0q

H ` I b Π
p1q

H es la moneda controlada por el registro parada.

‚ rS “ S b Π
p0q

H ` I b Π
p1q

H es el desplazamiento controlado por el registro parada.

‚ Upath,ℓ copia el vértice actual en el registro camino en la posición ℓ.

‚ Uhalt implementa la condición de parada H Ð H _ 1tx“x‹u con ayuda del cúbit B.

Para garantizar que todas las trayectorias simples pueden ser exploradas, se fija Lmáx “

|V | ´1, donde |V | es el número de nodos del grafo. Tras Lmáx pasos, se asegura que se han

visitado todos los nodos en al menos una trayectoria. Al concluir las iteraciones, el estado

global adopta la forma:

|ψy “
?
p |ψsy |1yH `

a

1 ´ p |ψfy |0yH , (4.47)

donde:

‚ |ψsy es la superposición de caminos completos que alcanzaron el objetivo.

‚ |ψfy corresponde a las trayectorias que no lo alcanzaron.

‚ p es la probabilidad total de éxito, es decir, de estar en un camino que contenga al

objetivo.

Finalmente se mide el sistema:
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‚ el registro H garantiza que se obtenga un camino exitoso con alta probabilidad.

‚ el registro camino revela el camino completo desde x0 hasta x‹.

‚ la forma en la que se ha definido el kernel de transición otorga una mayor probabilidad

de medir aquellos caminos con menor coste asociado.
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5. Resultados

En esta sección presentamos un conjunto de grafos de ejemplo con distintas estruc-

turas sobre los aplicaremos de manera anaĺıtica el algoritmo propuesto. Se mostrarán los

histogramas correspondientes a la probabilidad de medir cada uno de los posibles cami-

nos, mostrando que la probabilidad de medir la cadena de bits correspondiente al camino

óptimo es notablemente superior al resto de caminos. También se estudiará el efecto de

los parámetros βw y βh en función de las distintas caracteŕısticas del problema.

En primer lugar, conviene explicar cómo se han obtenido los resultados. Supongamos

que se aplica el algoritmo a un grafo de cuatro vértices. En este caso se necesitaŕıan dos

cúbits para codificar los vértices, es decir, cuatro cúbits para los dos primeros registros

que representan las aristas. El registro camino necesitaŕıa ocho cúbits, dado que el camino

más largo es de longitud cuatro y cada vértice se codifica con dos cúbits. El registro

contador de longitud necesitará de dos cúbits y, adicionalmente, necesitaremos dos más

para los dos registros de parada. Esto hace necesarios 16 cúbits en total para codificar el

problema, lo que se traduce en vectores de estado de 216 componentes y operadores de

tamaño 216 ˆ 216. Dado que se trata de elementos demasiado grandes para calcularlos con

un ordenador clásico, se ha optado por otra v́ıa para simular la evolución del algoritmo.

Fijándonos en las ecuaciones 4.34 y 4.35 podemos ver que tras cada paso de la caminata

se multiplica el vector de estado correspondiente a un camino por un factor dependiente de

la siguiente arista tomada por ese camino
?
pxy. De esta forma, un camino que empieza en

el vértice 0 y pasa por los vértices 1 y 2 tendrá una amplitud
?
p01p12. En cada iteración

aparecerán nuevos estados, uno por cada posible intersección en cada uno de los nodos

actuales. Debido al problema del tamaño de los operadores y los vectores de estado, se ha

decidido calcular estas amplitudes con una función recursiva.

El primer grafo que se ha seleccionado para probar el algoritmo se puede ver en la

Figura 5.1. En gris se muestran los nodos inicial (0) y final (3), en negro y sobre las aristas

los pesos asociados a cada una de ellas y en gris y junto a los nodos el valor heuŕıstico

de cada uno. En este grafo hay cuatro posibles caminos para alcanzar al objetivo desde el

nodo inicial. Tal y como se ha planteado en la Sección 4, el camino óptimo tendrá como

mucho |V | nodos, o lo que es lo mismo, |V | ´ 1 aristas, por lo que deberemos ejecutar tres
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iteraciones del algoritmo para asegurar que se ha encontrado el objetivo.

Figura 5.1: Primer grafo de ejemplo. Fuente: elaboración propia.

Con este ejemplo se busca estudiar el comportamiento del algoritmo cuando la heuŕıstica

no da demasiada información, pues ambas opciones desde el inicio son igual de promete-

doras, aunque las aristas no tienen el mismo peso. En la Figura 5.2a se puede ver cómo la

probabilidad de medir el camino óptimo (eje de ordenadas) tras tres iteraciones es notable-

mente superior a la de medir cualquier otro camino, aún cuando ambos parámetros toman

el mismo valor. Aun aśı, la probabilidad de medir un camino no óptimo como p0, 1, 3q

aún es superior al 10%. En la Figura 5.2b se ha aumentado el valor del parámetro βw,

cuya función es dirigir la búsqueda hacia las aristas de menor peso, y se puede ver que la

probabilidad de medir el camino óptimo es de casi el 100%.

(a) βw “ βh “ 1 (b) βw “ 2, βh “ 1

Figura 5.2: Probabilidades de medir el estado correspondiente a cada camino en el grafo

de la Figura 5.1 tras tres iteraciones del algoritmo. Fuente: elaboración propia.

A continuación se muestra otro ejemplo de grafo (Figura 5.3), en el que la heuŕıstica

informa de manera exacta del coste del camino óptimo a través de cada nodo. Además,
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hay un camino alternativo que alcanza al objetivo en tan solo un paso, pero sin ser óptimo.

Figura 5.3: Segundo grafo de ejemplo. Fuente: elaboración propia.

Al igual que en el caso anterior, cuando se inicializan ambos parámetros a la unidad se

obtiene una probabilidad de medir el camino óptimo mayor que la de cualquier otro camino

(Figura 5.4a), aunque en este caso es tan solo del 60%. De la misma manera, ajustando los

parámetros βw y βh se ha conseguido aumentar dicha probabilidad hasta prácticamente

un 100% (Figura 5.4b).

(a) βw “ βh “ 1 (b) βw “ 4, βh “ 4

Figura 5.4: Probabilidades de medir el estado correspondiente a cada camino en el grafo

de la Figura 5.1 tras tres iteraciones del algoritmo. Fuente: elaboración propia.

Finalmente, se utiliza un grafo algo más complicado que los anteriores (Figura 5.5),

con mayor un grado en la mayoŕıa de los nodos. En este caso la heuŕıstica da una buena

estimación de la distancia real, aunque no exacta, y contamos con una mayor cantidad de

caminos posibles entre el nodo inicial y el objetivo.

En la Figura 5.6 se pueden observar los resultados obtenidos para este grafo. En esta
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Figura 5.5: Tercer grafo de ejemplo. Fuente: elaboración propia.

figura solamente se muestra el camino óptimo en el eje horizontal para una mejor visuali-

zación, dado que para este ejemplo existen 199 posibles caminos. La probabilidad de medir

el camino óptimo tras cinco iteraciones del algoritmo con ambos parámetros inicializados

a la unidad es superior al 80% (Figura 5.6a). En este caso, se puede aumentar dicha

probabilidad hasta prácticamente un 100% favoreciendo las aristas con menor heuŕıstica

(Figura 5.6b).

(a) βw “ βh “ 1 (b) βw “ 1, βh “ 2

Figura 5.6: Probabilidades de medir el estado correspondiente a cada camino en el grafo

de la Figura 5.1 tras tres iteraciones del algoritmo. Fuente: elaboración propia.

Una vez se ha comprobado que el algoritmo es capaz de resolver el problema objetivo,

se procede a analizar su complejidad.
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5.1. Complejidad del algoritmo

En esta sección se analiza la complejidad, en anchura y profundidad, del algoritmo

propuesto en este Trabajo. Se estudia, en primer lugar, la complejidad en anchura, esto

es, la cantidad de cúbits (y bits) necesarios para la implementación. En segundo lugar,

se obtiene la complejidad relativa a la profundidad del algoritmo. La profundidad hace

referencia al conjunto de operaciones en el circuito necesarias para completar la adquisición

de resultados. Para cada una de las partes del análisis se descompone la contribución de

cada una de las componentes al término total de la complejidad. Detallando y explicando

la complejidad individual de cada elemento individual del algoritmo.

Antes de comenzar con el análisis, conviene fijar algunos parámetros que permiten

caracterizar los órdenes de magnitud de las cantidades que aparecerán más adelante. Con-

sidérese un grafo ponderado G “ pV,Eq, donde V es el conjunto de vértices y E el conjunto

de aristas. Denotando |V | “ n como el número de vértices, que mide el tamaño del grafo

en términos de nodos, y |E| “ m como el número de aristas. Además, denominando d

al grado máximo, que corresponde al mayor número de vecinos posibles en alguno de los

nodos del grafo. Estos parámetros sirven como base para acotar complejidades y facilitar

la interpretación de los resultados.

5.1.1. Complejidad en anchura del algoritmo

En este apartado se justifica, término a término, la expresión de la anchura total

explicando la codificación que se asume en cada registro y la justificación de las cotas.

A saber, todas las longitudes de registros cuánticos se encuentra en cúbits, y para los

registros clásicos en bits. Asimismo, todos los logaritmos se encuentran en base 2.

De esta forma, la complejidad aportada por cada componente es:

‚ Registro HE: este registro, correspondiente a la representación de los nodos y sus

posibles vecinos (aristas), viene representado por el espacio de Hilbert doble de la

ecuación 4.1. Cada registro contiene aśı n posibilidades, requiriendo para su repre-

sentación al menos logn cúbits. Esto como consecuencia de la posibilidad de codificar

hasta 2n estados posibles mediante n cúbits. Asimismo, dada la necesidad del regis-

tro HE de contener a los nodos y sus vecinos, la cantidad de cúbits es, por tanto,

doble. Aśı, este registro presenta una complejidad en anchura de 2 log n cúbits.
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‚ Registro camino: el algoritmo almacena, tras cada iteración, el vértice actual en

una celda del registro de camino. Si se realizan Lmáx desplazamientos y se almacena

el vértice inicial, el número de celdas a reservar es Lmáx ` 1. Cada celda debe poder

codificar un vértice de entre n, luego cada una necesita de logn cúbits. Por tanto,

se requieren pLmáx ` 1q log n cúbits para poder almacenar la información relativa a

cada trayectoria.

‚ Cúbit H y cúbit auxiliar B: en ambos casos, solo se precisa de dos cúbits, uno

para cada componente. Por ende, su contribución a la complejidad es constante de

la forma Op1q y, en consecuencia, se puede tomar como despreciable para el cálculo

del orden total en anchura.

‚ Contador ℓ: el contador ℓ contiene información de la celda del registro camino en

la que debe escribirse el vértice actual. Debe representar Lmáx valores posibles si

se empieza en ℓ “ 1 y se incrementa tras cada iteración. De aqúı, se tiene que el

contador necesita de Lmáx bits para representar todos los posibles valores mediante

codificación one-hot.

Dada la expresión Lmáx “ n´ 1, se desarrolla el cálculo. De este modo, la complejidad en

anchura o número de cúbits (y bits) totales se toma como una función Npnq que cumple:

Npnq “ 2 logn
loomoon

aristas

` n log n
loomoon

camino

` Op1q
loomoon

H,B

` n´ 1
loomoon

contador

. (5.1)

En definitiva, considerando el término de mayor peso y su contribución, se puede aproxi-

mar:

Npnq “ Opn lognq
loooomoooon

cúbits

` Opnq
loomoon

bits

. (5.2)

5.1.2. Complejidad en profundidad del algoritmo

El análisis de la profundidad requiere descomponer cada medio paso de la evolución

unitaria modificada Ũ e identificar el número de capas de puertas que no pueden emplearse

en paralelo. La profundidad no mide el número total de puertas sobre el circuito, sino el

número de capas mı́nimo para ordenar el circuito bajo operaciones simultáneas (Nielsen y

Chuang, 2010).

A continuación, se describe la complejidad de cada uno de los bloques:
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‚ Operador moneda R̃: el coste de la reflexión se encuentra dominado por el operador

que caracteriza la preparación de los estados moneda. Por ejemplo, usando rotaciones

uniformemente controladas para obtener un estado arbitrario que permita crear el

operador moneda adaptado a cada nodo. Con esta metodoloǵıa se obtiene una cota

máxima para la profundidad de Opnq (Möttönen et al., 2005; Bergholm et al., 2005;

Plesch y Brukner, 2011).

‚ Operador desplazamiento S̃: esta operación consiste en intercambiar dos registros

de tamaño logn mediante la operación |xy|yy ÞÑ |yy|xy. En hardware con conectivi-

dad completa, los intercambios entre distintos pares pueden ejecutarse en paralelo,

resultando en profundidad constante Op1q. Sin embargo, en arquitecturas con conec-

tividad restringida, dependientes de la topoloǵıa del procesador cuántico, el coste de

implementar un intercambio entre registros arbitrarios requiere una mayor cantidad

de operaciones. Estas operaciones añadidas sirven como mecanismo para conectar

cúbits que siguiendo la topoloǵıa del procesador no interactúan entre śı. Este exceso

se ha estudiado en la literatura y se puede traducir en un factor de Oplognq (Beals

et al., 2012).

‚ Operador camino Upath,ℓ: se requiere copiar el vértice actual en la posición señala-

da por el contador ℓ. Con la codificación one-hot, cada valor del contador corresponde

a un único bit activo, de modo que basta con asociar un control por cada bit clásico:

únicamente el bit activo habilita las CNOT necesarias para copiar el vértice en la

posición correspondiente del registro camino. En términos de complejidad, el registro

one-hot implica disponer de Lmáx controles clásicos, uno por cada posible posición

del contador, lo que supone un coste espacial lineal en Lmáx. Una vez activado, la

copia del vértice en la posición seleccionada se implementa mediante un conjunto

de CNOT que, bajo conectividad total, pueden ejecutarse en paralelo con profundi-

dad Op1q. En arquitecturas con conectividad restringida, este coste en profundidad

aumenta hasta Oplognq (Beals et al., 2012).

‚ Operador parada Uhalt: requiere comparar el vértice actual con el vértice objetivo

en cada iteración de la caminata. Dicha comparación equivale a evaluar el valor del

nodo actual a través de operaciones controladas asignadas según el nodo objetivo

en cada caso. Es decir, se tiene una operación tal que se controla el valor del cúbit

auxiliar B según los valores para el vértice actual. Esto se consigue conociendo de
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antemano cuál es el nodo objetivo y definiendo qué conjunto de valores para los

cúbits de control han de convertir el estado de B de |0y a |1y. La forma de lograr

esto es mediante una NOT multicontrolada. Esta puerta se debe ajustar para que en

aquellos cúbits que en el correspondiente nodo objetivo tendŕıan valor 1 actúen como

controladores; y, para aquellos que valdŕıan 0, lo hagan como “anticontroladores”.

Con este último término, se hace referencia a controles que permitan que se realice la

operación si y solo si el cúbit de control vale 0. Se comportan de forma contraria a un

cúbit de control t́ıpico. Este tipo de controladores se pueden crear sin más que añadir

una puerta NOT previa y posteriormente al control. La complejidad asociada a esta

NOT multicontrolada aumenta linealmente con la cantidad de cúbits de control, aśı

para este caso es del orden de Oplog nq (Saeedi et al., 2013).

Por otro lado, la actualización requiere únicamente de un par de puertas CNOTs.

Primero, una CNOT del cúbit H hacia el cúbit B y posteriormente en el sentido

contrario. Esto permite que el cúbit B no sobreescriba H una vez se ha llegado al

nodo objetivo. Al ser un número constante de puertas, su complejidad asociada es

del orden de Op1q.

‚ Incremento del contador Uℓ: se busca aumentar el valor que codifica el contador

hacia el siguiente a cada iteración. Dado que se trata de un registro clásico y siguiendo

la codificación one-hot adoptada, esto se consigue de forma generalista mediante un

intercambio entre los bits adyacentes correspondientes en cada iteración. Por tanto,

siendo un registro clásico esta operación tiene una cota máxima en Op1q.

Reuniendo cada uno de los componentes de un paso de la caminata se tiene una com-

plejidad por iteración de:

Dpnq “ Opnq
loomoon

R̃

` Oplog nq
looomooon

S̃

` Opn lognq
loooomoooon

Upath,ℓ

` Oplog nq ` Op1q
looooooooomooooooooon

Uhalt

` Op1q
loomoon

Uℓ

, (5.3)

donde se ha utilizado la equivalencia Lmáx “ n´ 1.

Se puede ver cómo el término de mayor peso es el asociado al almacenamiento del

camino seguido. Se puede considerar, por ende, que la complejidad de cada iteración es

aproximadamente de orden Opn log nq. Sin embargo, para obtener la complejidad total

queda añadir el coeficiente asociado al número de iteraciones a realizar de cada paso. De

modo que la complejidad en profundidad total del algoritmo resulta:

Dtotalpnq “ pn´ 1qDpnq « Opn2 log nq. (5.4)
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5.2. Comparativa con algoritmos clásicos

Una comparación completa entre el algoritmo cuántico presentado y los algoritmos

clásicos como Dijkstra o A* exigiŕıa el diseño de comparaciones concretas y un análisis

experimental detallado que incluya diferentes topoloǵıas de grafos, medidas de memoria

efectiva, profundidad f́ısica de los circuitos y tasas de error. Sin embargo, en la era NISQ

resulta dif́ıcil llevar a cabo este tipo de medidas: la fidelidad limitada, la decoherencia y

la escasa conectividad de los procesadores hacen que las métricas teóricas (profundidad

Opn2 log nq y anchura Opn lognq) se vean rápidamente superadas por los errores acumu-

lados. En contraste, los algoritmos clásicos aceptan costes de Opm` n log nq en tiempo y

Opnq en memoria para Dijkstra y el peor caso de A* (Dijkstra, 1959; Hart et al., 1968;

Cormen et al., 2009). Magnitudes muy asumibles incluso en grafos densos con decenas

de miles de nodos. Esto hace que, bajo criterios puramente de eficiencia, este algoritmo

cuántico no represente en la actualidad una opción ventajosa.

No obstante, la construcción del algoritmo tiene un valor importante en śı misma.

Por un lado, ofrece un marco formal para trasladar estructuras clásicas de búsqueda de

caminos a un lenguaje cuántico, lo cual es útil como punto de partida para futuras gene-

ralizaciones. Por otro, muestra de manera expĺıcita cuáles son los cuellos de botella que

deben abaratarse para alcanzar una ventaja cuántica real: principalmente la escritura en

el registro camino Upath,ℓ, que escala como Opn lognq por iteración. Avances en esta direc-

ción resultan imprescindibles si se quiere concebir un algoritmo cuántico competitivo para

el problema del camino más corto. En este sentido, aunque la propuesta no mejore hoy en

d́ıa a los clásicos, śı establece una base metodológica para algoritmos h́ıbridos y cuánticos

inspirados en sus contrapartes clásicas.
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6. Conclusiones

En el presente Trabajo se ha estudiado el problema del camino más corto entre dos

vértices de un grafo, y se ha propuesto un algoritmo h́ıbrido basado en caminatas cuánticas

para resolverlo. Este algoritmo propuesto incorpora la heuŕıstica para guiar la caminata

cuántica hacia las regiones más prometedoras del espacio de búsqueda, de la misma forma

en que algoritmos clásicos como A* gúıan la búsqueda a través del grafo. Para ello, primero

se ha hecho una introducción a los distintos algoritmos clásicos que se centran en resol-

ver este problema, para posteriormente hacer una introducción a los algoritmos cuánticos.

Finalmente, se ha expuesto el algoritmo planteado con sus correspondientes resultados de

implementación y complejidad.

Se ha podido comprobar como el algoritmo planteado funciona correctamente, y como

funciona independientemente de la forma de la estructura del grafo. En las gráficas mostra-

das, se ha observado que la probabilidad de medir el camino óptimo tras |V |´1 iteraciones

de la caminata es notablemente superior a la de medir cualquier otro camino, llegando a

conseguirse probabilidades de prácticamente un 100% cuando se ajustan correctamente

los parámetros βw y βh. En cuanto a estos últimos se ha observado el efecto que cada

uno de ellos tiene sobre la búsqueda, siendo βw el encargado de favorecer la búsqueda en

la dirección de las aristas de menor peso y βh el equivalente hacia los nodos con menor

heuŕıstica.

También se ha podido estudiar su complejidad, demostrando que, aunque funcione

correctamente, no lo hace de una forma tan eficiente como los algoritmos clásicos mencio-

nados a lo largo de todo el Trabajo. Esto se debe principalmente a la complejidad tanto en

anchura como en profundidad que requiere el algoritmo. Aún aśı, presenta un buen punto

de partida para estudiar la incorporación de la heuŕıstica en las caminatas cuánticas y de

la implementación f́ısica de este tipo de algoritmos.
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7. Trabajo futuro

A lo largo de este Trabajo se han mostrado las ventajas que ofrece la computación

cuántica y, en particular, el enfoque basado en caminatas cuánticas de Szegedy con la

transformación de Doob. Sin embargo, aún queda un largo camino por recorrer, y el algo-

ritmo propuesto presenta diversas limitaciones que abren interesantes ĺıneas de investiga-

ción futuras.

En primer lugar, se ha observado que el algoritmo planteado solo funciona bajo cier-

tas condiciones: el grafo debe ser no dirigido, finito, conexo y con costes positivos. Por

ello, un avance significativo seŕıa el desarrollo de un algoritmo más generalista que pu-

diera aplicarse a grafos con menos restricciones. De esta forma, se ampliaŕıa el rango de

problemas resolubles, permitiendo representar y resolver una mayor variedad de cuestiones.

En segundo lugar, en la actual era NISQ no seŕıa posible implementar de forma di-

recta el algoritmo propuesto, dado que la fidelidad de los dispositivos cuánticos actuales

no es lo suficientemente buena, y los errores acumulados afectaŕıan de forma cŕıtica a su

desempeño. En este contexto, resulta interesante estudiar posibles modificaciones o apro-

ximaciones del algoritmo que lo hagan viable en hardware cuántico ruidoso, evaluando

los casos en los que su rendimiento se mantenga competitivo a pesar de las limitaciones

tecnológicas.

Otra ĺınea de investigación podŕıa centrarse en la implementación expĺıcita del algo-

ritmo mediante la definición de las puertas lógicas necesarias para modelizar el circuito

cuántico correspondiente. Este enfoque permitiŕıa estimar con mayor precisión tanto el

coste como la eficiencia del algoritmo en términos de profundidad del circuito, número de

cúbits requeridos y tolerancia al ruido. Con esta información seŕıa posible realizar compa-

raciones más fiables frente a los algoritmos clásicos existentes, y evaluar en qué escenarios

el enfoque cuántico logra una verdadera ventaja computacional.

Finalmente, los resultados obtenidos muestran que la amplitud asociada al camino de

menor coste suele ser significativamente mayor que la de los demás caminos, aunque esta

diferencia depende del número de trayectorias con costes similares. Esto abre una ĺınea
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de investigación orientada a la estimación del número óptimo de repeticiones necesarias

para ejecutar el algoritmo. Si efectivamente la amplitud del camino deseado se mantiene

significativamente superior a la de las alternativas, podŕıa ser suficiente con un número

reducido de repeticiones para alcanzar una alta probabilidad de éxito, lo que redundaŕıa

en una mejora de la eficiencia global del método.
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8. Organización del Trabajo

El desarrollo del Trabajo ha consistido en dos partes fundamentales y bien diferencia-

das. La primera de ellas consistió en la búsqueda de la mayor cantidad de información

posible sobre resolución del problema del camino mas corto, independientemente del tipo

de algoritmo implementado. En este periodo trabajamos los tres de forma independiente,

reuniéndonos cada semana para compartir información. Esta parte culminó con la deci-

sión de utilizar caminatas cuánticas tipo Szegedy para resolver el problema del camino

más corto. La segunda parte del desarrollo de este Trabajo se centró en entender más en

profundidad ese tipo de caminatas cuánticas y de estudiar la incorporación de la heuŕıstica

a las mismas. Nos organizamos de tal forma que nos dividimos el trabajo en dos partes:

por un lado, en el desarrollo escrito de la cuestión del arte, introducción y objetivos; y por

otro lado, en la búsqueda de la implementación de las caminatas cuánticas con heuŕıstica.

Una vez sab́ıamos como pod́ıamos enfrentarnos al problema, se desarrolló el algorit-

mo teóricamente mientras haćıamos la implementación, para posteriormente realizar un

estudio de la complejidad del algoritmo.
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