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Resumen

El grafeno, material de extraordinario interés en la fisica de la materia condensada por
sus singulares propiedades electrénicas, presenta un desafio fundamental: el calculo preciso
de su estructura de bandas. Este Trabajo Fin de Master aborda este problema proponiendo
el uso de uno de los algoritmos mas utilizados en computacién cuéntica.

Para ello, se emplea un modelo de enlace fuerte (tight-binding, por su denominacion
en inglés) que describe los saltos de los electrones entre los atomos de la red hexagonal
monocapa que define al grafeno. Este modelo se extiende para incluir no solo las interac-
ciones de cada adtomo de la red con los 4tomos adyacentes (primeros vecinos), sino también
con los siguientes méas cercanos (segundos vecinos), lo que permite capturar efectos fisicos
més sutiles. El hamiltoniano resultante se prepara para su ejecuciéon en los simuladores
cuanticos de la plataforma Qiskit de IBM.

Los resultados en condiciones ideales demuestran que el algoritmo reproduce con alta
fidelidad las soluciones analiticas, capturando rasgos esenciales como los puntos de Dirac,
donde las bandas de valencia y conduccién se tocan haciendo que los electrones se com-
porten como particulas sin masa, y la ruptura de la simetria electréon-hueco, que refleja la
diferencia en el comportamiento energético de los electrones y sus ausencias (huecos). Sin
embargo, al introducir un modelo de ruido que emula los procesadores cuénticos actuales
(dispositivos inherentemente ruidosos y de escala intermedia, la denominada era NISQ por
sus siglas en inglés), se observa una desviacion sistematica que subraya el impacto limitante
del hardware.

El estudio concluye que el algoritmo utilizado es una herramienta conceptualmente via-
ble y potente para la simulacién de materiales, pero su aplicaciéon practica para alcanzar la
ventaja cuantica dependeré criticamente del desarrollo de técnicas avanzadas de mitigacion
de errores.

Palabras clave: computacion cuéntica, algoritmo VQE, grafeno, estructura de bandas,

enlace fuerte, simulaciéon cuantica.



Abstract

Graphene, a material of extraordinary interest in condensed matter physics due to its
unique electronic properties, presents a fundamental challenge: the precise calculation of
its band structure. This Master’s Thesis addresses this problem by proposing the use of
one of the most widely used algorithms in quantum computing.

To achieve this, a tight-binding model is used that describes the electron hopping
between the atoms of the single-layer hexagonal lattice that defines graphene. This model
is extended to include not only the interactions of each atom in the lattice with adjacent
atoms (first neighbors), but also with the next closest atoms (second neighbors), allowing
for the capture of more subtle physical effects. The resulting hamiltonian is then prepared
for execution in the quantum simulators of IBM’s Qiskit platform.

The results under ideal conditions demonstrate that the algorithm reproduces analytical
solutions with high fidelity, capturing essential features such as Dirac points, where valence
and conduction bands intersect, causing electrons to behave as massless particles, and
electron-hole symmetry breaking, which reflects the difference in the energetic behavior
of electrons and their absences (holes). However, when introducing a noise model that
emulates current quantum processors (inherently noisy, intermediate-scale devices, the so-
called NISQ era), a systematic deviation is observed that underscores the limiting impact
of the hardware.

The study concludes that VQE is a conceptually viable and powerful tool for materials
simulation, but its practical application to achieve quantum advantage will critically depend
on the development of advanced error mitigation techniques.

Keywords: quantum computing, VQE algorithm, graphene, band structure, tight-

binding, quantum simulation.
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1. Introduccion

El descubrimiento de materiales con propiedades electréonicas novedosas ha sido histori-
camente un motor de innovacion tecnologica (Callister, 2018). En este contexto, el grafeno,
una monocapa de atomos de carbono dispuestos en una red hexagonal (Wallace, 1947),
ha emergido como uno de los materiales mas prometedores del siglo XXI (Geim, 2009).
Desde su aislamiento en 2004 (Novoselov, 2004), sus extraordinarias propiedades, como una
movilidad de portadores de carga ultraalta (CastroNeto, 2009) y una conductividad excep-
cional (Morozov, 2008), lo han posicionado como un candidato ideal para revolucionar la
electronica (Schwierz, 2010) y la optoelectronica (Bonaccorso, 2010).

La clave para comprender y explotar el potencial del grafeno reside en el conocimiento
detallado de su estructura de bandas electronicas (Wang, 2023). Esta describe los niveles
de energia permitidos para los electrones y determina fundamentalmente el comportamien-
to eléctrico y optico del material (Kittel, 2005). Sin embargo, el calculo preciso de esta
estructura presenta desafios computacionales significativos (Trevisanutto, 2008). Métodos
clésicos consolidados, como la Teorfa del Funcional de la Densidad (DFT, por sus sigles en
inglés; Jones, 2015), aunque exitosos en muchos ambitos, se basan en aproximaciones que
pueden limitar su precisién, especialmente al tratar con sistemas de muchos cuerpos o con
fuertes correlaciones electronicas (Fan, 2021).

Paralelamente, la computacion cuéntica se perfila como un nuevo paradigma con el
potencial de superar las limitaciones de la simulacion clasica (Feynman, 1982). Los algo-
ritmos cuénticos, al operar bajo los mismos principios de la mecanica cuantica que rigen el
comportamiento de la materia, ofrecen una via natural para modelar sistemas moleculares
y de materiales con una fidelidad sin precedentes (McArdle, 2020). Dentro del arsenal de
herramientas cuéanticas (Nielsen y Chuang, 2011), el algoritmo Variational Quantum FEi-
gensolver (VQE, por sus siglas en inglés) destaca por su disefio hibrido cuéntico-clasico
(Peruzzo, 2014). Esta caracteristica lo hace especialmente adecuado para los ordenadores
cuénticos de la era actual, dispositivos inherentemente ruidosos y de escala intermedia
(NISQ, por su sigla en inglés; Preskill, 2018), ya que mitiga los requisitos de coherencia y
profundidad de los circuitos, convirtiéndolo en una herramienta practica y de gran interés
para la investigacion a corto plazo, como demuestran sus implementaciones en hardware

real (Kandala, 2017).
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1.1. Motivacion del tema a tratar

La motivacién principal de este Trabajo es explorar la intersecciéon de estos dos campos
de vanguardia: la ciencia de materiales y la computaciéon cuéntica. Se busca aplicar una
de las herramientas méas prometedoras de la computacion cuantica, el algoritmo VQE y su
variante VQD (Higgot, 2019), a un problema de fundamental importancia en la fisica de
la materia condensada como es el calculo de la estructura de bandas del grafeno.

La justificacion de esta investigacion se sustenta en la necesidad de desarrollar y vali-
dar nuevos métodos computacionales que puedan abordar problemas intratables para los
superordenadores clasicos (Bauer, 2020; National Academies of Sciences, 2019). Demostrar
la viabilidad del VQE/VQD para un sistema tan relevante como el grafeno no solo valida el
potencial del algoritmo, sino que también abre la puerta al estudio de materiales mas com-
plejos, catalizadores o moléculas, donde una descripciéon cuantica precisa es indispensable

para el disefio y descubrimiento de nuevas tecnologias.

1.2. Planteamiento del Trabajo

El problema central que aborda este Trabajo Fin de Master es el calculo de la estruc-
tura de bandas del grafeno utilizando el algoritmo VQE. Para ello, se plantea un enfoque

metodologico que abarca los siguientes puntos clave:

e Modelado del sistema: se utilizara la aproximacion de enlace fuerte (tight-binding,
en inglés), un modelo eficaz y ampliamente validado para describir la fisica electronica
del grafeno. Se consideraran dos niveles de complejidad, uno que incluye tinicamente
las interacciones con los primeros vecinos y otro que incorpora también a los segundos

vecinos.

e Formulacién del hamiltoniano: para cada punto del espacio reciproco (k-space,
en inglés), se construira el hamiltoniano del sistema en forma de matrices de Pauli,

lo que permite su implementacién directa en un ordenador cuantico.

e Aplicacion del VQE: se implementara el algoritmo VQE para encontrar los auto-
valores més bajos del hamiltoniano. Estos célculos se realizaran en varios puntos de
la zona de Brillouin, el espacio matematico que sirve como mapa de los estados de

onda de los electrones en la red periddica del grafeno. Concretamente, se calculara la
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energia del estado fundamental (correspondiente a la banda de valencia) y del primer

estado excitado (la banda de conduccion).

e Simulacién y analisis: la ejecucion se llevara a cabo en simuladores cuanticos de
la plataforma Qiskit de IBM, evaluando el rendimiento del algoritmo tanto en con-
diciones ideales como bajo la influencia de un modelo de ruido realista, que emula
el comportamiento de un procesador cuéantico actual. Los resultados obtenidos se
compararan con las soluciones analiticas derivadas del modelo del enlace fuerte para

validar su precision.

1.3. Estructura del Trabajo

El presente trabajo se desarrolla en diferentes capitulos, que siguen una secuencia logica:
desde los conceptos fundamentales hasta las conclusiones de la investigacion.

En el Capitulo 2 (Contexto y estado de la técnica) se presenta el marco tedrico necesario,
comenzando con una introduccién al grafeno y la teoria de bandas. A continuacién, se
describen los métodos clasicos de calculo y sus limitaciones, para finalmente introducir
la computacion cuantica y detallar el funcionamiento, los componentes y las ventajas del
algoritmo VQE.

En el Capitulo 3 (Objetivos) se definen de manera clara y concisa los objetivos generales
y especificos que guian la investigacion.

El Capitulo 4 (Desarrollo del Trabajo) expone la metodologia seguida, incluyendo la
derivaciéon matematica del hamiltoniano del grafeno bajo el modelo tight-binding para los
dos casos de estudio (primeros y primeros+segundos vecinos).

Dentro del Capitulo 5 (Resultados y analisis) se presentan los resultados obtenidos de
las simulaciones, mostrando graficamente las bandas de energia calculadas. Se realiza un
analisis comparativo entre los resultados del VQE y los valores tedricos, y se discute el
impacto del ruido en la precisiéon del algoritmo.

Con el Capitulo 6 (Conclusiones) se sintetizan los hallazgos mas importantes del Traba-
jo, valorando el cumplimiento de los objetivos y el rendimiento del VQE para el problema
estudiado.

Por tltimo, en el Capitulo 7 (Trabajo futuro) se proponen posibles lineas de investiga-

cion y mejoras que podrian dar continuidad al trabajo realizado.



2. Contexto y estado de la técnica

Si bien el grafeno fue descrito por primera vez en Wallace (1947), no adquiri6 la enorme
relevancia que tiene actualmente hasta 2004, cuando se consigui6 crear grafeno estable en
condiciones normales de temperatura y humedad (Novoselov, 2004). El grafeno consiste
en una monocapa de dtomos de carbono dispuestos en una red hexagonal bidimensional
en forma de panal de abeja (CastroNeto, 2009). Su importancia radica en sus propiedades
fisicas y quimicas tnicas, y sus excepcionales propiedades electronicas (Geim, 2007). El
comportamiento excepcional de los electrones en el grafeno es la clave de su potencial. Se
describen como fermiones de Dirac sin masa, lo que significa que su movimiento se asemeja
al de particulas relativistas como la luz: viajan a una velocidad constante y altisima, como
si no tuvieran masa (Novoselov, 2005). Este fenémeno se debe a que exhiben una relacion
de dispersion lineal, es decir, su energia es directamente proporcional a su momento. Dicha
relacion ocurre en puntos muy especificos conocidos como los puntos de Dirac, que son los
vértices de la zona de Brillouin, el mapa fundamental que describe todos los estados de
energia y momento posibles para un electron en la red periodica del cristal (CastroNeto,
2009). Como resultado de este comportamiento tinico, los electrones del grafeno tienen una
movilidad ultraalta y una conductividad eléctrica excepcional (Bolotin, 2008; Morozov,
2008), propiedades que lo convierten en un candidato ideal para una nueva generacion de
dispositivos electrénicos y optoelectronicos (Schwierz, 2010; Bonaccorso, 2010).

En cuanto a la relacion del grafeno con la computaciéon cuantica, debido a sus propie-
dades electronicas tnicas, hacen que se convierta en un material idéneo para el desarrollo
de ordenadores cuanticos (Carrasco, 2021; Kroll, 2018).

Para poder comprender y explotar estas propiedades del grafeno (y en general, de
un so6lido) es preciso conocer su estructura de bandas de energia, porque describen la
distribucién de los niveles de energia disponibles a los electrones como una funcién del
vector de onda dentro del material (que describe la direccion y el momento de la onda del
electron al propagarse por el material; Wang, 2023).

La teoria del funcional de la densidad (DFT) se ha utilizado en las tltimas décadas
como una de las herramientas indispensables en el calculo de la estructura electronica (Fan,
2021). No obstante, la DFT se basa en aproximaciones, lo que puede limitar su precision
en sistemas complejos, especialmente al describir efectos de estados excitados o de corre-

lacion electronica fuerte (un régimen donde la repulsion mutua entre electrones domina su
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comportamiento y sus movimientos dejan de ser independientes; Ohgoe, 2024). Alternativa-
mente, métodos de quimica cuantica de alta precisién, aunque més rigurosos, presentan un
coste computacional que escala exponencialmente con el tamano del sistema, volviéndose
rapidamente intratables incluso para los sistemas de tamano moderado (Sharkey, 2022).
En este contexto, la computacién cuantica emerge como una prometedora solucién para
abordar problemas de estructura electrénica que superan las capacidades de las actuales

computadoras clasicas (Preskill, 2018).

2.1. Introduccién a la computacién cuantica y a la simulacion

de materiales

La computaciéon cuantica presenta un paradigma computacional radicalmente diferen-
te al clasico (Nielsen y Chuang, 2011). Su potencial para la ciencia de materiales radica
en su capacidad inherente para simular sistemas cuanticos complejos (National Acade-
mies of Sciences, 2019), lo que podria mejorar la forma en que entendemos, disenamos y
descubrimos nuevos materiales con propiedades avanzadas (Bauer, 2020). Esta capacidad
es aplicable a sistemas como el grafeno, donde la estructura electrénica juega un papel

fundamental en sus propiedades (CastroNeto, 2009).

2.1.1. Breve descripciéon de la computacién cuantica

La computacién cuantica es un paradigma de computaciéon que se fundamenta en los
principios de la mecénica cuantica, la teoria fisica que describe el comportamiento de la
materia a escala atomica y subatomica (Akama, 2015). A diferencia de la computaciéon
clasica, que utiliza bits para representar informaciéon como 0 o 1, la computacién cuantica
emplea cubits (bits cuanticos; Hughes, 2021). Un cibit puede existir en una superposicion
de estados (principio fundamental que permite a un sistema cuantico existir en una com-
binaciéon de multiples estados a la vez, en lugar de en un tunico estado definido), es decir,
puede ser simultdneamente 0 y 1 en diferentes proporciones. Esta capacidad de superposi-
cion permite a los ordenadores cuénticos codificar y procesar, para un determinado nimero
de cubits, mucha més informacién que los ordenadores clasicos con esa misma cantidad de
bits (Benenti, 2005).

Otro fenémeno cuéntico utilizado por la computaciéon cuéntica es el entrelazamiento

(fenomeno en el que dos o mas sistemas cuanticos quedan tan intrinsecamente conectados
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que sus destinos estan unidos, sin importar la distancia que los separe; Einstein Podolsky
Rosen, 1935). Cuando dos o mas cubits se entrelazan, sus estados cuédnticos se vuelven
dependientes entre si. Medir el estado de un ciibit entrelazado determina instantdneamente
el estado de los otros, sin importar lo distantes que puedan estar entre ellos. (Barnett, 2009).

La computacién cuéntica se basa en la manipulaciéon de ctbits mediante secuencias de
operaciones conocidas como puertas cuanticas (Deutsch, 1985). Estas puertas son trans-
formaciones unitarias. Una transformacion unitaria es una operacién matemética que des-
cribe la evolucion de un estado cuantico en el tiempo. Su caracteristica fundamental es
que preserva la norma (o “longitud”) del vector de estado cuéntico, lo que garantiza que la
probabilidad total de todos los posibles resultados del sistema se mantenga siempre en 1,
un requisito fisico indispensable. Ademas, toda transformacion unitaria es reversible, lo que
significa que siempre existe una operaciéon inversa que puede deshacerla, lo que garantiza
que la evolucién del estado cuantico es reversible, y que las distingue de las puertas clasicas
irreversibles como AND u OR (Nielsen y Chuang, 2011). La tnica puerta reversible, tanto
en computaciéon cuantica como clésica, es la puerta NOT, consistente en invertir el estado
de entrada, es decir 0 pasa a ser 1 y 1 pasa a ser 0 (Toffoli, 1980). Una vez completada la
computacion, se extrae un resultado clasico a través de una medicién, un proceso intrinse-
camente irreversible que colapsa la superposiciéon de estados del ctubit a un valor definido,
esto es, la medicion obliga al sistema a abandonar su estado de multiples posibilidades
simultaneas y a “elegir” un tnico resultado clasico y definido (por ejemplo, 0 o 1), destru-
yendo la superposicion original (Von Neumann, 1932). La naturaleza probabilistica de este
colapso implica que una tnica medicién no es suficiente para determinar el resultado. Por
ello, es fundamental y necesario repetir el proceso completo miiltiples veces para muestrear
la distribuciéon de probabilidad de los resultados y obtener asi la estadistica cuantica que

representa la solucion (Stolze, 2004).

2.1.2. Potencial de la computacién cuantica para la ciencia de materiales

La ciencia de materiales es un campo multidisciplinario que se centra en el estudio de la
relacion entre la estructura, constituyentes de los materiales y sus propiedades (Gonzélez-
Vinas, 2002). La computacion juega un papel crucial en este proceso, permitiendo simular el
comportamiento de los materiales a nivel atémico y molecular para predecir sus propiedades
sin necesidad de sintetizarlo en el laboratorio (LeSar, 2013). Sin embargo, la simulacion

precisa de materiales complejos presenta desafios significativos para la computacién clasica,
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especialmente cuando se trata de:

e Sistemas con gran numero de particulas: la mayoria de las propiedades intere-
santes de los materiales emergen del comportamiento colectivo de un gran ntimero de
electrones e iones, donde muchas de sus propiedades provienen de las interacciones
colectivas (Anderson, 1972). La complejidad computacional de estos métodos clasicos
(como Hartree-Fock (HF), la teoria del funcional de la densidad (DFT) y métodos
post Hartree-Fock como la interaccion de configuraciones (CI) o el claster acopla-
do (CC) ) crece de manera polinémica alta o incluso exponencial con el namero de

electrones y atomos en el sistema (Szabo, 1996).

e Sistemas fuertemente correlacionados y limitaciones de las formulaciones
clasicas: muchos materiales, como los superconductores de alta temperatura, los
materiales magnéticos y los catalizadores, exhiben fuertes interacciones entre sus
electrones que dominan el comportamiento del material. Si bien modelos como DFT
han demostrado ser muy exitosos para una amplia gama de materiales, sus aproxi-
maciones al funcional de intercambio-correlaciéon a menudo fallan en estos sistemas

fuertemente correlacionados (Kohn, 1999).

e Simulacién de la dindmica cuantica: los métodos de simulaciéon a menudo se ba-
san en resolver la ecuacion de Schrédinger (o aproximaciones de ella) para el sistema
de muchos cuerpos. La Ecuaciéon de Schréodinger es la ley fundamental del movimiento
en la mecénica cuéntica que describe como evoluciona el estado de un sistema cuan-
tico (como un electron en un atomo) a lo largo del tiempo (Schrodinger, 1926). La
simulacion de la evolucién temporal de sistemas cuanticos es inherentemente dificil

para los métodos clésicos (Levine, 2013).

Aqui es donde la computacién cuantica se presenta como una herramienta alternativa

con un gran potencial, sobre todo en aspectos como:

e Simulacién cuantica natural: los ordenadores cuanticos obedecen las mismas leyes
de la mecénica cuantica que los sistemas que se desean simular (Feynman, 1982). Los
ordenadores cuanticos, al operar bajo los mismos principios de la mecanica cuantica
que rigen el comportamiento de los materiales a nivel atémico, ofrecen una forma

més natural y potencialmente més eficiente de simular sistemas cuénticos (McArdle,

2020).
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e Escalabilidad para sistemas grandes: un sistema de n cubits puede existir en una
superposicion de 2" estados base simultaneamente (Nielsen y Chuang, 2011). Para
simular N electrones con precisiéon en un ordenador cléasico, la cantidad de memoria
necesaria escala exponencialmente con N. Un ordenador cuéntico podria, en principio,
realizar esta simulacién con un niimero de cubits que escala polinémicamente con N
(Benenti, 2005). Aunque la computaciéon cuantica ain se encuentra en sus primeras
etapas, se espera que a medida que los ordenadores cuanticos crezcan en tamano y
calidad (namero de cubits y coherencia), puedan abordar problemas de ciencia de

materiales que son intratables para los métodos clasicos (Abrams, 1997).

e Explotacion del entrelazamiento: el entrelazamiento, una correlacién cuéntica
que no tiene andlogo clasico, es fundamental en los sistemas de muchos cuerpos
como los materiales. Los ordenadores cuanticos pueden generar y manipular estados
entrelazados de manera nativa, lo que podria permitir simular con mayor precisiéon
las interacciones electronicas complejas que son dificiles de capturar con métodos

clasicos (Lanyon, 2010).

¢ Diseno de nuevos materiales con propiedades a medida: la capacidad de simu-
lar con precision las propiedades de los materiales a nivel fundamental podria permitir
el diseno de nuevos materiales con funcionalidades especificas, como superconducti-
vidad a temperatura ambiente, mayor eficiencia en celdas solares o catalizadores méas

selectivos (IBM, 2025).

e Comprension de fenémenos cuanticos en materiales: la computaciéon cuanti-
ca podria proporcionar nuevas herramientas para comprender fenémenos cuénticos
fundamentales que ocurren en los materiales, como el transporte cuantico (Lanyon,
2011), el magnetismo cuéntico (Bernien, 2017) y la topologia electronica (Kitagawa,

2012).

2.1.3. Contexto especifico del grafeno

El grafeno, una lamina de carbono de un atomo de espesor con propiedades electro-
nicas, mecénicas y térmicas excepcionales, es un material de gran interés en la ciencia de
materiales (Novoselov, 2004). Sin embargo, la simulacion precisa de sus bandas de energia
y otras propiedades, especialmente cuando se consideran efectos de correlacién o defectos,

puede ser desafiante para los métodos clasicos (Sherbert, 2022). La computacion cuantica,
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y en particular algoritmos como el VQE, ofrecen la promesa de superar estas limitaciones
y proporcionar una comprensién mas profunda de la estructura electrénica del grafeno, lo

que podria conducir al desarrollo de nuevas aplicaciones tecnologicas (Cerezo, 2021).

2.2. La estructura electrénica y las bandas de energia

La estructura electréonica de un material se refiere a la disposicién de los electrones
dentro de sus atomos y la forma en que estos electrones se organizan y se comportan en
el material s6lido. Comprender la estructura electronica es fundamental porque determina
la mayoria de las propiedades fisicas y quimicas de un material, incluyendo su conductivi-
dad eléctrica y térmica, sus propiedades épticas, magnéticas, su estabilidad quimica y su
capacidad para interactuar con otros materiales (Ashcroft, 1976).

En un atomo aislado, los electrones ocupan niveles de energia discretos, conocidos como
orbitales atoémicos (Bohr, 1913). Cuando los 4tomos se unen para formar un sélido, estos
orbitales atémicos se solapan e interactian, dando lugar a la formacién de bandas de
energia (Kohn, 1999). En lugar de tener niveles de energia discretos, los electrones en un
solido ocupan rangos de energia permitidos, las bandas, separadas por rangos de energia

prohibidos, las brechas de banda o band gaps (Wilson, 1931).

2.2.1. Formacién de las bandas de energia y su relevancia para las pro-

piedades del grafeno

La teoria cuéntica establece que los electrones de un determinado 4&tomo ocupan niveles
de energia discretos (Bohr, 1913), y el principio de exclusion de Pauli establece que dos
electrones de un mismo 4tomo no pueden tener la misma funciéon de onda, que se traduce
en que cada electron debe tener un conjunto de numeros cuanticos diferente (Pauli, 1925).
Un solido estd compuesto por una gran ntimero de moléculas (o dtomos) que no pueden
considerarse aislados, ya que su separaciéon es comparable al tamano de sus moléculas y
por tanto la intensidad de las fuerzas que mantienen unido al sélido es del mismo orden de
magnitud que las fuerzas que ligan a los dtomos para formar moléculas. (Wigner, 1933).
Los s6lidos cristalinos presentan una regularidad o periodicidad, de modo que estudiando la
unidad basica o celda de la red, podemos comprender la estructura del solido (Bragg, 1913).
Para estudiar la estructura electréonica de un cristal podemos considerar que partimos de

atomos individuales suficientemente separados y que los aproximamos entre si. A medida
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que los 4tomos se acercan, los orbitales atémicos externos comienzan a solaparse. Debido
al principio de exclusién de Pauli, los niveles de energia atémicos originales se desdoblan

en un gran numero de niveles de energia muy cercanos entre si. (Slater, 1954).
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Figura 2.1: Niveles de energfa en funciéon de la distancia de separacion entre d&tomos. Izquier-
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da: Desdoblamiento de un nivel de energia. Centro: Niveles de energfa para varios d&tomos.

Derecha: Formacion de las bandas de energia. Fuente: Eisberg (1979); Alonso Finn (1976)

El ntimero de niveles de energia en una banda es igual al niimero de orbitales atémicos
que contribuyen a esa banda, multiplicado por el namero de dtomos en el cristal (Slater,
1954). Para un solido macroscopico, este nimero es enorme, y los niveles de energia dentro
de una banda se consideran practicamente continuos (Kohn, 1999).

Las bandas, en sus niveles de energia, pueden estar muy separadas, juntarse o incluso
solaparse, segun el tipo de dtomo de que se trate y del tipo de enlace del solido (Wilson,
1931). Los electrones van ocupando las bandas con menor nivel energético. La banda mas
alta que contiene electrones se denomina banda de valencia, mientras que la banda mas
baja en la que hay estados no ocupados se denomina banda de conduccion. El espacio
o intervalo de energia entre dos bandas permitidas se denomina banda prohibida o gap

energético (Iupac, 2019).
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Figura 2.2: Posibles estructuras de bandas para un sélido. Fuente: Tipler (2010)
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En la Figura 2.2 se presentan algunas estructuras de bandas para un solido: (@) muestra
la estructura de bandas para un conductor como el cobre donde la banda de valencia no
estd completamente llena; (b) muestra un conductor como magnesio, donde se solapan dos
bandas y generan una banda de valencia incompleta; (¢) muestra la estructura de bandas
de un aislante tipico con su banda de valencia completa y seguida de una banda prohibida
ancha; y (d) muestra una estructura de bandas de un semiconductor, donde la banda de
valencia estd llena, pero la banda prohibida no es muy ancha por lo que una pequena

excitacién puede hacer pasar algin electréon a la banda de conduccion.

En los sélidos metalicos, en los que la banda de valencia estd solapada con la banda
de conduccidn, los electrones poseen gran movilidad ya que cada electrén estd sometido
al mismo tiempo a la influencia de muchos nicleos y por tanto no esté ligado a ninguno
en particular (Sommerfeld, 1928). Es por tanto razonable, en primera aproximacion, des-
preciar los efectos individuales de los nucleos y suponer a los electrones sometidos a un
potencial promedio generado por caja de paredes rigidas dentro de la cual los electrones
se mueven libremente. Se trata del modelo de electrones libres. Si suponemos que la red
es suficientemente grande, se pueden ignorar las condiciones de frontera en sus extremos

(Alonso Finn, 1976).

e e | ——

Figura 2.3: Energia de un electron libre en funcién del namero de onda k. Fuente: Alonso

Finn (1976)

La Figura 2.3 presenta la grafica con los valores permitidos de k uniformemente espa-
ciados para el modelo del electrén libre en una red unidimensional. Para la primera banda

del cristal, todos estos valores quedan incluidos en el intervalo —7/a < k < +7/a, donde a

11
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es a separacion entre los iones de la red en la que el electréon se mueve libremente (Eisberg,

1979).

Para ir mas alld del modelo de electrones libres y tener en cuenta los efectos debidos
a las interacciones de los electrones con la red cristalina, aproximamos el potencial de la
estructura de la red a un arreglo de pozos y barreras de potencial con la misma periodicidad
de la estructura del solido (Kroning Penney, 1931). La solucién a este problema viene dada
por el teorema de Bloch, que establece que las funciones de onda de los electrones en
un cristal toman la forma de una onda plana modulada por una funcién con la misma
periodicidad que la red: 1 (r) = e**u(r), donde u(r) cumple u(r + R) = u(r) para cualuier
vector R de la red de Bravais (Bloch, 1929). Una consecuencia directa de esta periodicidad
es que las soluciones solo existen para ciertos rangos de energia (las bandas permitidas),
separados por intervalos de energia prohibida (band gaps, en inglés; Kroning Penney, 1931).
Esta estructura de bandas determina las propiedades electréonicas fundamentales de un

material (Ashcroft, 1976).

En la practica computacional, existen dos enfoques principales para calcular la estruc-
tura de bandas. El primero se basa en la expansion de la funcién de onda en un conjunto de
ondas planas, lo cual es un enfoque natural para electrones muy deslocalizados y funciona
especialmente bien para metales simples. El segundo enfoque, conocido como combinacién
lineal de orbitales atomicos (LCAQO, por sus siglas en inglés) o modelo de enlace fuerte
(tight-binding), parte de los orbitales atoémicos de los atomos que componen el cristal. Este
método es mas intuitivo para sistemas donde los electrones estan mas localizados, como

en aislantes o moléculas, aunque ambos enfoques se utilizan ampliamente en la practica

(Ashcroft, 1976; Kittel, 2005).

La periodicidad de la red cristalina no solo estructura las energias permitidas, sino
también el espacio de momentos (o vectores de onda k) donde se describen. Este espacio,
conocido como espacio reciproco, también es periddico (Ewald, 1921). Por conveniencia,
toda la informacion tnica de la estructura de bandas se puede representar dentro de una
celda unitaria de esta red reciproca, conocida como la primera zona de Brillouin (Brillouin,
1939). Esta zona se define como el conjunto de puntos en el espacio reciproco que estan
més cerca del origen (k=0) que de cualquier otro punto de la red reciproca. En el caso
bidimensional del grafeno, la primera zona de Brillouin tiene una forma hexagonal, y sus
vértices, los puntos de alta simetria K y K’, son precisamente donde se encuentran los conos

de Dirac, lo que subraya la importancia fundamental de este concepto para nuestro estudio

12
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(Wallace, 1947). Los conos de Dirac aparecen en la representacion de la energia de los
electrones en los diferentes puntos de la red reciproca. En la mayoria de los materiales, esta
velocidad es proporcional al cuadrado del momento (Eock?, una parabola), sin embargo
en los puntos K y K’ del grafeno, la energia es lineal (Foc|k|) y de ahi la forma de cono
(Geim, 2009).
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Figura 2.4: Energias permitidas en una red unidimensional de periodicidad a. Fuente:

Eisberg (1979)

Para ilustrar la estructura de las zonas y la formaciéon de las bandas, el caso unidi-
mensional es muy clarificador. La Figura 2.4 muestra la relacion de dispersion F(k) para
una red de periodicidad a. La linea discontinua representa la parabola del electron libre,
mientras que la linea continua muestra como el potencial periédico abre ’gaps’ de energia
en los limites de las zonas de Brillouin (k = +nw/a). La region entre —7/a y 7/a constituye

la primera zona de Brillouin. La segunda zona comprende las regiones [—2%, —T] y [T, 27],

a’ a a’ a
y asi sucesivamente. A la derecha de la figura se visualiza cémo esta estructura da lugar a

las bandas de energia permitidas (sombreadas) y prohibidas (Eisberg, 1979).

Propiedades del grafeno

En el caso del grafeno, que es un material bidimensional compuesto por una sola capa
de atomos de carbono dispuestos en una red hexagonal (Wallace, 1947), la estructura

de bandas es particularmente interesante y es la responsable de sus propiedades tnicas

13
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(CastroNeto, 2009):

e Conductividad eléctrica: el grafeno tiene una estructura de bandas donde la banda de
valencia y la banda de conduccién se tocan en puntos especificos llamados puntos de
Dirac. En estos puntos, la brecha de banda es cero, lo que permite que los electrones se
comporten como particulas sin masa (fermiones de Dirac) y se muevan a velocidades

muy altas, dando lugar a su excepcional conductividad eléctrica (Geim, 2007).

e Propiedades Opticas: la estructura de bandas del grafeno también influye en su absor-
cién y transmisiéon de luz, haciéndolo transparente en un amplio rango del espectro

electromagnético a pesar de tener solo un atomo de espesor (Nair, 2008).

e Otras propiedades: las bandas de energia también estédn relacionadas con las pro-
piedades térmicas (Balandin, 2011), mecanicas (Lee, 2008) y magnéticas (Novoselov,

2005) del grafeno, aunque de manera mas indirecta.

2.2.2. La jerarquia de métodos clasicos utilizados para calcular bandas

de energia

Para el calculo de la estructura de bandas de los s6lidos, existe en la ciencia de materiales
una jerarquia de métodos computacionales utilizados para calcular la estructura electrénica
y, por tanto, las bandas de energia de los so6lidos, que van desde técnicas de primeros
principios (ab initio), que no requieren parametros experimentales, hasta modelos empiricos

maés sencillos y eficientes (Hohenberg, 1964; Kohn, 1965; Slater, 1954).

Meétodos ab initio

Por una parte se encuentran los métodos ab initio, cuyo objetivo es resolver la ecuacién
de Schrodinger a partir tinicamente de constantes fisicas fundamentales. Los dos pilares de
esta categoria son el método de Hartree-Fock (HF; Hartree, 1928; Fock, 1930) y, de forma
mucho mas extendida en la fisica del estado sélido, la teoria del funcional de la densidad
(DFT; Martin, 2020; Jones, 2015). El método de HF es un método que busca aproximar la
funcion de onda electronica y la energia de un sistema de muchos electrones en estado esta-
cionario. En esta aproximacion se considera la interaccién entre cada electrén y el nicleo,
asi como las interacciones entre cada electréon y el resto de electrones mediante un campo

promedio creado por todos los demés electrones (la aproximacion de campo medio; Martin,

14
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2020). La DFT se basa en la idea de que la energia del estado fundamental de un sistema
electronico estd determinada de forma tnica por su densidad electrénica, tal como indi-
caba Dirac (1930) y ha demostrado ser una herramienta extraordinariamente exitosa. Sin
embargo, ambos enfoques comparten, entre otras, estas importantes limitaciones: su alto
coste computacional y sus dificultades inherentes para describir correctamente los siste-
mas fuertemente correlacionados, donde las interacciones electréon-electréon son dominantes

(Jones, 2015).

Métodos empiricos

En el extremo opuesto se encuentran los métodos empiricos, donde se prioriza la eficien-
cia computacional. Estos modelos utilizan parametros ajustados para reproducir resultados
experimentales conocidos o datos de calculos ab initio més precisos. Un ejemplo es el mé-
todo del pseudopotencial empirico, donde bésicamente se introduce un potencial efectivo,
llamado pseudopotencial, que simula el efecto combinado del nucleo y los electrones in-
ternos sobre los electrones de valencia en lugar de tratar explicitamente sus interacciones
mutuas (Philips, 1959). Si bien son muy rapidos, su poder predictivo esté limitado a ma-
teriales y condiciones similares a aquellos para los que fueron parametrizados (Ashcroft,

1976).

El modelo tight-binding

Uno de los métodos estandar para resolver los problemas de potencial periédico que
se presentan en la teoria de los movimientos electronicos en sélidos es el método LCAO
(combinacion lineal de orbitales atémicos), también conocido como método de Bloch o de
enlace fuerte (tight-binding, TB; Ashcroft, 1976; Kittel, 2005). La idea fundamental detras
de este modelo es que en lugar de considerar electrones libres moviéndose a través de un
potencial periodico débil (como en el modelo de electrones casi libres), los electrones en
un solido estédn fuertemente ligados a sus dtomos individuales, y sus funciones de onda
en el solido pueden aproximarse como una superposicion de las funciones de onda de los
atomos aislados que componen el solido. La interacciéon entre electrones en dtomos vecinos
se considera como una perturbacién que permite a los electrones “saltar” o “tunelar” entre
los atomos (Slater, 1954). Este modelo representa un punto intermedio entre los métodos ab
initio y los métodos empiricos. Por una parte, mantiene una base fisica clara (los orbitales

atomicos), y por otra, la magnitud de estas interacciones o “saltos” (los pardmetros del
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modelo) a menudo se trata como un parametro ajustable. Estos pueden ser derivados de
un calculo ab initio o ajustados a datos experimentales, lo que convierte al TB en un
método semi-empirico muy flexible (Goringe, 1997). Es por ello que es un método ideal
para estudiar la estructura de bandas de muchos materiales y para ser implementado en

nuevas plataformas computacionales como los ordenadores cuanticos.
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Figura 2.5: Orbitales atomicos en un cristal unidimensional con separacién ag entre dtomos.

Fuente: Roy (2015)

La construcciéon del modelo seguiria los siguientes pasos (Singleton, 2001):

e Se elige un conjunto de orbitales atémicos relevantes para los &tomos que componen

el solido (por ejemplo, los orbitales de valencia).

e Se construyen funciones de Bloch, que respetan la periodicidad de la red cristalina,
como combinaciones lineales de estos orbitales atémicos centrados en cada posicién

de un 4tomo de la red. La forma general de una funcién de Bloch es:

’l/]k(l' ikR¢(r . R)

1
)= =Y
VN o
donde k es el vector de onda, R son los vectores de la red, N es el niimero de celdas

unitarias, y ¢(r — R) es un orbital atémico centrado en la posicion R.

e Se considera el hamiltoniano del cristal, y se calculan los elementos de la matriz del
hamiltoniano entre las funciones de Bloch construidas. Estos elementos involucran

integrales que representan:
- la energia del orbital atémico en el atomo aislado,
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- el solapamiento entre orbitales atémicos en 4tomos vecinos,

-y la energfa de “salto” o “hopping” de un electrén de un dtomo a otro vecino

debido al potencial de los a&tomos circundantes.

e La estructura de bandas E(k) se obtiene diagonalizando la matriz del hamiltoniano
para cada valor del vector de onda k en la zona de Brillouin. Los autovalores de esta

matriz representan las energias de los electrones en las diferentes bandas.

Este método proporciona soluciones que muestran todas las propiedades de simetria
correctas de las bandas de energia (Reich, 2002), y es bastante facil obtener soluciones para
bandas de energia en un punto arbitrario de la zona de Brillouin, mientras que la mayoria
de los demés métodos aproximados resultan demasiado dificiles de implementar, excepto en
ciertos puntos de simetria de la zona de Brillouin (Slater, 1954). Se sitta entre los métodos
ab initio, muy precisos y costosos, y los métodos empiricos, rdpidos pero limitados. En
comparacion con los primeros, TB suele ser de dos a tres 6rdenes de magnitud mas répido,
pero presenta una reducciéon en la transferibilidad debido a las aproximaciones realizadas
(Goringe, 1997); en comparacion con los segundos, es de dos a tres 6rdenes de magnitud
més lento, pero conserva la naturaleza mecanocuantica del enlace, lo que garantiza que la
naturaleza angular del enlace se describa correctamente lejos de las estructuras de equilibrio
(Payne, 1992). Por lo tanto, tight-binding es 1til en la gran cantidad de situaciones en las
que los efectos mecanocuénticos son significativos, pero el tamano del sistema hace que los

célculos ab initio sean impracticables (Goringe, 1997).

2.3. Introducciéon al algoritmo Variational Quantum Eigen-

solver (VQE)

El algoritmo VQE, desarrollado inicialmente por Peruzzo (2014), ha recibido gran aten-
cion de la comunidad cientifica en los tltimos anos. Utiliza el principio variacional para
calcular la energia del estado fundamental de un hamiltoniano (el menor autovalor), un
problema fundamental para la quimica cuéntica y la fisica de la materia condensada (Tilly,

2022).
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2.3.1. Explicaciéon del VQE como un algoritmo hibrido cuantico-clasico

En adelante, vamos a utilizar la notacion bra-ket que defini6 Dirac (1930), que deno-
mina ket a los vectores que se asocian a un estado del sistema en mecénica cuantica y se
representa con el simbolo especial |). Al vector complejo conjugado, se le denomina bra y
su simbolo es {|. De este modo, el producto escalar entre dos estados, digamos ¢ y ¢, se
representa como (¢|¢).

Partimos del hamiltoniano H y el objetivo consiste en encontrar el menor autovalor
Ey (la menor energia) de H correspondiente al estado fundamental (el estado de menor

energia) |1)o). La ecuacion caracteristica del hamiltoniano H es:

H ;) = Ej [¥hi) (2.1)

donde [¢;) es el autovector asociado al autovalor E;.
El calculo de la energia E; correspondiente al autovector [¢;) se obtiene mediante el

célculo del valor esperado de H (Sakurai, 1994):

il H i) = il Ei [9i) = Ei iliy = E; (2.2)

Por el teorema espectral, podemos escribir el hamiltoniano como (Nielsen y Chuang,

2011):

H = ZEz |hi) il (2.3)

Y sustituyendo la Ecuacion 2.3 en la expresion del valor esperado, obtenemos:

CoLH 1) =l (35 By il ) s
= DB Wl Wil = DBl o,y (2.4)

La Ecuacion 2.4 muestra que el valor esperado de H sobre un estado |¢) puede ser
expresado como una combinacién lineal de los autovalores de H con todos sus coeficientes

iguales o mayores que cero, ya que | {1, 4;)|*> = 0, Vi. Por tanto, podemos obtener:

W\ H [6) > By (2.5)
donde Ej es el menor autovalor de H.
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El objetivo del algoritmo VQE (Variational Quantum Eigensolver) consiste en encontrar
el estado fundamental de un hamiltoniano dado, que describe, por ejemplo, la energia de
un determinado proceso fisico o quimico. Su estructura general consiste en los siguientes

pasos (Peruzzo, 2014):
e preparar un estado cuéntico parametrizado,
e medir dicho estado,
e estimar su energia, y
e modificar los pardmetros para minimizar dicha estructura;

e entonces, repetir todos estos procesos varias veces hasta alcanzar un criterio de pa-

rada.

El algoritmo VQE esta incluido dentro de los algoritmo denominados hibridos, ya que
parte del mismo se desarrolla en un computador cuantico y otra parte en un ordenador clé-
sico. Un circuito parametrizado o ansatz incluye puertas cuanticas (tipicamente rotaciones)
dependientes de unos parametros que permiten modificar dichas puertas conforme se varian
sus parametros. El papel del circuito parametrizado consiste en generar el estado candidato
|1 (Cerezo, 2021). La parte variacional del algoritmo consiste en las mejoras iterativas del
estado candidato mediante el ajuste de los pardmetros del circuito. Esto es algo que puede
realizarse como parte clasica del protocolo hibrido cuantico-clasico (McClean, 2016). La
parte cuantica del algoritmo consiste en ejecutar el circuito parametrizado y luego medir

H en el estado construido final para obtener el valor esperado de H (Jacquier, 2022).

2.3.2. Componentes principales del VQE

Los componentes principales del VQE son: la funcion de coste (hamiltoniano), célculo
del valor estimado del hamiltoniano, circuito variacional parametrizado (ansatz) y optimi-

zador clasico.

Funcién de coste (hamiltoniano) y calculo del valor esperado.

VQE tiene como objetivo determinar la energia del estado fundamental Fy de un ha-
miltoniano H. La funcion de coste se define como C(0) = (1(6)|H|¢(0)), es decir, se busca
minimizar el valor esperado de H en un estado de prueba |¢(0)) = U(0) |15 para un circui-

to parametrizado (ansatz) U () y un estado inicial |1)5). Si tenemos en cuenta la Ecuacion
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2.5, entonces C(0) > Ey, cumpliéndose la igualdad si |1(0)) es el estado fundamental |t¢)g)
de H (Cerezo, 2021).

Cualquier hamiltoniano puede ser escrito como (Jacquier, 2022):

H = thlai + Z hiajﬁofxa% + ..
i ijof
con h real, donde 7, 7, .. indica el subespacio en el que actiia el operador, y «, 3, ... indica
el operador de Pauli. Por ejemplo, si i = 1 y a = z, entonces 0. = X (puerta NOT)
actuando en el cibit 1. Teniendo en cuanta la linealidad de los observables cuéanticos,
podemos calcular el valor esperado del hamiltoniano como suma de los valores esperados

de los términos individuales (Dirac, 1930):

(H) = Z hi (ol + Y B (ahaly + ... (2.6)

ijaf

Consideramos hamiltonianos que pueden escribirse como un ndmero polinémico de
términos, con respecto al tamano del sistema. Esta clase de hamiltonianos abarca una
amplia gama de sistemas fisicos, incluyendo el hamiltoniano de estructura electronica de
la quimica cuéntica, el modelo cuantico de Ising, el modelo de Heisenberg, matrices que
se aproximan bien como una suma de n productos tensoriales y, de forma mas general,
cualquier hamiltoniano k-disperso (se denomina k-escaso si hay como méximo k elementos
distintos de cero en cada fila y columna de la matriz), sin una estructura de producto
tensorial evidente. Por lo tanto, la evaluacion de (H) se reduce a la suma de un nimero
polinémico de valores esperados de operadores de Pauli simples para un estado cuantico
|1, multiplicado por algunas constantes reales (Peruzzo, 2014).

Como resultado, la funcion de coste C(#) se obtiene a partir de una combinacion lineal
de valores esperados de o, y por tanto puede estimarse eficientemente en ordenadores
cuénticos con un coste computacional que suele crecer, como maximo, de forma polinémica

con el tamano del sistema (Cerezo, 2021).

Circuito variacional parametrizado (ansatz).

El objetivo del circuito parametrizado o ansatz es la generaciéon de estados candidatos
que cubran la totalidad del espacio de Hilbert de forma uniforme y sin que se concentren

en ninguna region en particular (Jacquier, 2022).
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La estructura especifica del ansatz puede depender del problema concreto a resolver
(’problem-inspired-ansatze’, en inglés) o tener una estructura genérica valida para cual-
quier problema a resolver (’problem-agnostic’, en inglés; Cerezo, 2021). Entre las primeras
podemos encontrar los métodos de crecimiento iterativo (ADAPT-VQE; Grimsley, 2019) o
claster de cubit acoplado iterativo (iIQCC, por sus sigles en inglés; Ryabinkin, 2019). Entre
la altimas, podemos citar de hardware eficiente (HEA; Kandala, 2017) o de agrupamiento
unitario acoplado (UC; Peruzzo, 2014).

Un ansatz basico para un tnico cubit puede construirse mediante una puerta Ry ()
seguida de una puerta Rz(62). Si partimos del estado inicial |0), podemos alcanzar cualquier
otro estado de la esfera de Bloch mediante una rotacion sobre el eje Y, seguida de una

rotacion del eje Z, es decir. mediante los dos parametros 01 y 65 (Jacquier, 2022).

Optimizador clasico.

VQE es un algoritmo hibrido, lo que significa que utiliza lo mas eficiente de la compu-
tacién cuéntica y la computaciéon clasica. Una de las partes méas importantes del algoritmo
es la optimizaciéon, que por eficiencia y pragmatismo, se lleva a cabo mediante un compu-
tador clasico, el cual define gran parte de la eficiencia del algoritmo en su conjunto. Uno
de los enfoques mas comunes para la optimizacién consiste en realizar pasos iterativos en
las direcciones indicadas por el gradiente de la funcién coste. Una primera gran division de
los optimizadores puede establecerse segiin que utilice o no alguna versién del descenso de
gradiente (Peruzzo, 2014; McClean, 2016; Kandala, 2017; Cerezo, 2021; Tilly, 2022).

El método del gradiente descendente es un algoritmo que permite alcanzar el minimo (o
el méaximo) de una funcion diferenciable siguiendo la direccion de mayor (menor) valor del

vector gradiente V f(z) = (ﬁ of ) de la funcion (Cauchy, 1847; Robbins, 1951).

ox )t dn
1 T n

T

Seria anélogo a dar pequenos pasos en la direccion descendente (ascendente) més empinada
de una montana (Combarro, 2023).

Entre los algoritmos que utilizan el método del gradiente descendente podemos citar la
aproximacion estocéstica de diferencias finitas (FDSA; Spall, 1991), la aproximacion esto-
castica de perturbacion simultanea (SPSA; Spall, 1992), el estimador adaptativo del mo-
mento (Adam; Kingma, 2015), o el algoritmo Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS;
Broyden, 1970; Fletcher, 1970; Goldfarb, 1970; Shanno, 1970). Entre los algoritmos que no
utilizan el método del gradiente descendente podemos citar el algoritmo Nelder-Mead (Nel-

derMead, 1965), o la optimizacion restringida por aproximacion lineal (COBYLA; Powell,
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1994).

2.3.3. Calculo de estados excitados (VQD)

El algoritmo VQE se utiliza para obtener el estado fundamental de un hamiltoniano.
Con pequenas modificaciones del algoritmo, es posible obtener los estados excitados (de
mayor energia) de dicho hamiltoniano (McArdle, 2020). El algoritmo de deflacién cuantica
variacional (VQD), desarrollado por Higgot (2019), extiende VQE para encontrar sistemé-
ticamente estados excitados practicamente sin coste adicional. Como las matrices hermiti-
cas admiten un conjunto completo de vectores propios ortogonales (Gilbert, 2010) y como
VQE conserva los pardmetros clasicos de los estados ansatz que permiten su reconstruccion
(Peruzzo, 2014), anadiendo términos de superposicion a la funcién de optimizacion, podre-
mos calcular estos estados excitados utilizando los circuitos cuanticos de baja profundidad
(Higgot, 2019).

El algoritmo VQD se basa en el siguiente desarrollo (Higgot, 2019; Combarro, 2023).
Sea A\g = Ejy la energia del estado fundamental correspondiente a un hamiltoniano H dado,

calculada mediante VQE. Consideremos el hamilotniano modificado
H' = H+ C |y0) (Yo (2.7)

7 : L3 / 7L .
donde C' es un nimero real positivo y H es hermitica ya que es la suma de dos matrices
hermiticas.

2 . ! 2z
Para un estado genérico [1)), el valor esperado de H sera

CPIH |1y = | HIw) + C (plapo) (o) = I H [ + C| (aholipy 2 (2.8)

donde C| (10|t} |? es un valor no negativo que cuantifica el solapamiento entre 1 y 1. Si
|1y = |1ho) este término tendré valor C, pero si |¢) es ortogonal a [¢)), este término sera
0.

Sean A\g < A1 < ... < )\, los autovalores de H correspondientes a la base de autovectores

{|\;>} (puede haber autovalores repetidos). Por hipotesis |Ag) = [1)g). Si j # 0:
H' X = H )+ Clo) ol = H Ny + C o) Qoldg) = H Iy = A1) (29)
ya que |[Ag) ¥ |A;) son ortogonales. Por otra parte:

H' Aoy = H [Ao)+C [vh0) (WolAo) = H [Xo)+C [Xo) NolAo) = H [X0)+C [Ao) = (Ao+C) [Ao)
(2.10)
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Como (\j|H'|\j) = A\j cuando j # 0 y (\o|H |Xo) = C + o, si C > A\; — g, entonces
o) = |Ao) no puede ser el estado fundamental de H', ya que la energia de |\;) seria menor
que la de [¢). Aplicando VQE al hamiltoniano H " obtendremos su estado fundamental, por
lo que | A1) debe ser el estado fundamental de H'. Una vez obtenido A; podemos considerar
H" = H + " |\) (1] y utilizar VQE para obtener |\o), v asi, de forma iterativa, obtener

los siguientes valores de la energia de los estado excitados de H.

2.3.4. Ventajas y limitaciones del VQE

El enfoque variacional nos permite resolver problemas de optimizacion dificiles codifica-
dos en el hamiltoniano con el modelo de puertas de la computacion cuéntica, una alternativa
a la computacién cuantica adiabatica, ya que no todos los problemas de optimizacién se
pueden formular de manera eficiente en la formulacion QUBO (Jacquier, 2022).

La VQE permite la medicién de funciones de onda aproximadas (Peruzzo, 2014), que
no pueden muestrearse ni calcularse eficientemente (por ejemplo, en tiempo polinomial)
en dispositivos convencionales a medida que aumenta el tamano del sistema (Feynman,
1982). Esto implica que los hamiltonianos estudiados pueden escribirse como una suma
polinomial creciente de observables independientes (McArdle, 2020), como se encuentra
comtnmente en diversos campos como la quimica cuantica (Kandala, 2017), la fisica de la
materia condensada (Georgescu, 2014) o la fisica nuclear (Dumitrescu, 2018). Cuando estas
formas de funcién de onda se pueden calcular con suficiente precisiéon en su aproximacion
al estado fundamental, entonces VQE se convierta en un método practicamente tutil para
calcular las propiedades de los sistemas cuanticos (Google, 2020).

Con respecto a otros algoritmos como el algoritmo de estimacion cuéntica de fase (QPE;
Abrams, 1999), éste ultimo ofrece una aceleracion exponencial sobre los métodos clasicos
y requiere un namero de operaciones cuanticas O(1/p) para obtener una estimacién con
precision p, lo que implica circuitos cuanticos de gran profundidad, es decir, compuestos
por una larga secuencia de operaciones o puertas cuanticas. En los dispositivos actuales,
cada una de estas puertas tiene una pequena probabilidad de error y los cubits solo pueden
mantener su estado cuantico durante un tiempo muy limitado (su ‘tiempo de coherencia’).
Por tanto, un circuito con muchas puertas se vuelve impracticable, ya que los errores se
acumulan y la informacién se pierde por decoherencia antes de que la computacion termine.
En contraste, el algoritmo VQE puede ser implementado con un ntmero de puertas mu-

cho menor, lo que lo hace suficientemente robusto para ser aplicable en los computadores
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cuanticos actuales de la era NISQ. (Sherbert, 2022). Es posible encontrar demostraciones
experimentales sobre esta limitacion y sobre la relativa robustez del VQE en los compu-
tadores NISQ disponibles en la actualidad (O’Malley, 2016).

La VQE implica resolver un problema de optimizacion, por lo que el coste real y el esca-
lamiento dependen del optimizador y del entorno de optimizacion del problema especifico
estudiado. Por tanto, encontrar la solucién 6ptima al problema dependeré de encontrar un
optimizador que converja en tiempo razonable. La pregunta es si la VQE puede optimi-
zarse heurfsticamente en un ntimero polinomial de iteraciones y converger a una solucién

aproximada pero suficientemente precisa (Tilly, 2022).

2.4. Medicién de bandas de energia del grafeno con VQE

Aunque se encuentran trabajos dedicados al estudio de la estructura de bandas del
grafeno, unos se dedican al estudio de la bicapa de grafeno (Wang, 2022; Konschuh, 2012),
otros utilizan diferentes métodos que el algoritmo VQE para el calculo de la estructura de
bandas (Wang, 2023), y por altimo, los hay que estan focalizados en el algoritmo VQE y
el grafeno aparece como un ejemplo mas de aplicacion (Sherbert, 2022).

El objetivo es la medida de la estructura de bandas del grafeno, que describe los de
niveles de energia (autovalores), para este sistema periddico infinito (CastroNeto, 2009).
Sin embargo, los algoritmos cuanticos actuales calculan sistemas finitos, es decir, un nimero
limitado de cubits pueden representar un limitado nimero de niveles de energia.

El enfoque mas directo aplicable al problema, consiste en simular un cluster finito de
grafeno (unos pocos hexagonos) y construir su hamiltoniano mediante TB. Utilizando el
algoritmo VQE se puede calcular el estado fundamental para cualquier punto k de la zona
de Brillouin. Este proceso se puede repetir para diferentes puntos k.

El célculo de las bandas superiores se puede realizar mediante algoritmos como VQD
(Higgot, 2019) o VQE con busqueda de subespacios (SSVQE; Nakanishi, 2019), entre otros.

En este Trabajo se va a utilizar el primero de ellos (VQD).
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3. Objetivos

Para guiar el desarrollo de este trabajo y asegurar que se aborden de manera sistemaética
los problemas planteados en la introduccién, se han definido un objetivo general y una serie

de objetivos especificos.

3.1. Objetivos generales

El objetivo general de este Trabajo Fin de Master es evaluar la viabilidad y el rendi-
miento del algoritmo Variational Quantum Eigensolver (VQE) como herramienta para el
calculo de la estructura de bandas electrénicas del grafeno, utilizando simuladores cuanticos

para determinar su precision y potencial frente a los métodos tedricos establecidos.

3.2. Objetivos especificos

Para la consecucién del objetivo general, se plantean los siguientes objetivos especificos,

que estructuran las fases de la investigacion:

1. Desarrollar el modelo teérico del hamiltoniano del grafeno utilizando la aproximacién
de enlace fuerte (tight-binding, en inglés), considerando tanto las interacciones con los
primeros vecinos como la inclusién de los segundos vecinos, y formularlo en términos

de las matrices de Pauli para su implementacién en un circuito cuantico.

2. Implementar un programa en Python, utilizando la libreria Qiskit de IBM, que apli-
que el algoritmo VQE para calcular los autovalores del hamiltoniano en distintos
puntos de la zona de Brillouin, configurando para ello el ansatz variacional y el op-

timizador clasico.

3. Calcular la banda de valencia (estado fundamental) y la banda de conduccién (primer
estado excitado) del grafeno a lo largo de las trayectorias de alta simetria de la zona

de Brillouin (I'-K-M-T"), reconstruyendo asi la estructura de bandas del material.

4. Analizar y comparar los resultados obtenidos mediante VQE con las soluciones ana-
liticas del modelo TB para validar la precisiéon del algoritmo en un entorno de simu-

lacién ideal.
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5. Evaluar el impacto del ruido en el rendimiento del algoritmo, ejecutando simulaciones
que emulen el comportamiento de un procesador cuéntico real y cuantificando la

desviacion de los resultados respecto a los valores esperados.
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4. Desarrollo del Trabajo

4.1. Introduccion

La estructura electrénica de un atomo de carbono aislado es (1s)%(2s)%(2p)? (Ruiz,
2017). En su estado solido, los electrones 1s permanecen mas o menos inertes, mientras que
los electrones 2s y 2p se hibridan (CastroNeto, 2009). Una posible configuracion electronica
del carbono es la formacion de cuatro orbitales hibridos sp?, que tienden a organizarse en un
patron de enlaces tetraédrico, ocupando todos los electrones de valencia. Esto es justamente
lo que ocurre en el diamante, la forma soélida mas conocida del carbono, que acttia como
un excelente aislante con una banda prohibida de aproximadamente 5 eV (Geis, 1992).
Otra alternativa es la hibridacién sp?, en la que se forman tres orbitales hibridos y queda
un orbital p sin hibridar. En este caso, los orbitales sp? se sittian en un plano formando
angulos de 120°, y la estructura resultante es la red en forma de panal de abeja del grafeno

(Geim, 2007).

Figura 4.1: Estructura en panel de abeja del grafeno y su zona de Brillouin. lzquierda:
Estructura reticular del grafeno, compuesta por dos redes triangulares interpenetrantes
(a1 y ag son los vectores unitarios de la red, y d;, ¢ = 1,2,3 son los vectores vecinos mas
cercanos). Derecha: Zona de Brillouin correspondiente. Los conos de Dirac se ubican en los

puntos K y K’. Fuente: CastroNeto (2009)

La Figura 4.1 muestra dos subredes no equivalentes (A y B) donde los entornos de los

adtomos correspondientes son imégenes especulares entre si. Los vectores primitivos de la
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estructura anterior se definen como:

aj = 5(3,\/3), ay = (3, —/3) (4.1)

donde a ~ 1,42 A es la distancia entre los dos atomos de carbono mas proximos.
Para un a4tomo en la subred B, los vectores de los tres vecinos més cercanos en el espacio

real estdn dados por:
61 = %(17\/5)5 62 = g(lv _\/3)7 63 = —CL(].,O) (42)

mientras que los de la subred A son los negativos de estos.

Los siguientes seis vecinos mas cercanos estéan localizados en:
! ! /
61 = ial, 52 = iaz, 53 = i(ag — al) (4.3)

Definimos la primera zona de Brillouin (FBZ, por sus siglas en inglés) de la red reciproca
como la zona delimitada por los planos que bisecan los vectores hasta los puntos reciprocos
més cercanos. Esto da como resultado una FBZ con la misma forma que los hexagonos
originales de la red de panal de abeja, pero rotada 7/2. Los vectores de esta estructura
reciproca vienen dados por:

b, = %(1,\/3), by = ?))—Z(l, —V/3) (4.4)

. ! 2.
Por ultimo, los puntos K, K ,I', M de la estructura reciproca se encuentran en:

27'(' /
K=-—"(/3,1), K =
3\/§a( )

2T

27
m(\/ﬁ,—n, I =(0,0), M= (V3,0)  (4.5)

3v/3a

4.2. Aproximacién primeros vecinos

El modelo de enlace fuerte (tight-binding, en inglés) se define por una serie de para-
metros que cuantifican las interacciones electronicas (Slater, 1954). Los mas importantes
son las energias en el sitio (on-site energies, en inglés), que representan la energia de un
electréon en un atomo aislado, y los parametros de salto (hopping integrals, en inglés), que
describen la probabilidad de que un electrén “salte” a un atomo vecino (salto entre dife-
rentes subredes; Leggett, 2010). En el modelo més simple para el grafeno, se asume que
la energia en el sitio es la misma para todos los atomos de carbono (y se puede fijar a
cero como referencia de energia para establecer la escala general de la banda de energia
derivada de 7) y solo se considera el pardmetro de salto ¢ entre los vecinos mas cercanos

(Geim, 2007).
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Para obtener el valor de este parametro t existen principalmente dos enfoques, que

reflejan la posicion del modelo TB como un método entre la teoria y el experimento:

e ajuste a datos experimentales (método empirico). El parametro t se trata como un
valor ajustable. Se calcula una propiedad observable a partir del modelo (como la
velocidad de Fermi de los electrones, que es directamente proporcional a t) y se ajus-
ta su valor hasta que la prediccién del modelo coincida con los resultados medidos
experimentalmente, por ejemplo, mediante técnicas como la espectroscopia de foto-
emision resuelta en dngulo (ARPES, por sus siglas en inglés). Este enfoque da un

valor cominmente aceptado de t ~ 2,8¢V (Bostwick, 2007).

e derivacion desde primeros principios (método ab initio). Se realiza un calculo com-
pleto de la estructura de bandas del grafeno utilizando un método més fundamental
y sin parametros, como la DFT. Luego, se ajusta el modelo de enlace fuerte simple
a las bandas obtenidas por DFT, encontrando el valor de t que mejor reproduce la
dispersién de energia cerca de los puntos de Dirac. Este proceso permite crear un

modelo simple y efectivo a partir de uno complejo (Goringe, 1997).

Si consideramos Unicamente la interaccién con los tres vecinos mas cercanos, el hamil-

toniano del enlace fuerte para el grafeno es (CastroNeto, 2009):

I‘i’ = —t Z(&IE] + A;r&z) (4.6)

donde i(j) se refiere a la subred A(B), el operador fermionico &;r&i crea (aniquila) un electron
en la subred A cuya posicion es r;, y de forma similar para IAJJZA)J Podemos reescribir la suma

sobre los vecinos mas cercanos como:
2(@fb; + blag) = 3> (albivs + b, 5a0) (4.7)

donde la suma sobre d se produce sobre los vectores vecinos méas cercanos 41, 62 y 03, ¥
el operador bZT 1 aniquila un fermion de la subred B en la posicién 7; + §. Si tenemos en

cuenta que

A 1 iker; AT
a; = E e ta 4.8
! N/2 5 k (48)

f

i+ podemos

donde N/2 es el namero de elemento de A, y haciendo lo misma para b
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reescribir la Ecuaciéon 4.6 como:

go__t Z Z [6i(k—k/)~rie—ik,-6&};i)k/ n e-i(k_k’)-meik’.s%dy]

= —tZ(e_ikladLlA)k + eik'éi)};dk) (4.9)
ok

donde se ha aplicado que:
. / N
2 eilk—k)ri _ 55%; (4.10)
€A

Se puede expresar el hamiltoniano de una forma mas compacta:

H=> ¥'h(k)® (4.11)
k
donde
ag .
v=| " |, wi=(a (4.12)
)= (o i)

h(k) = —t , A=)k (4.13)
Ay 0 B

4.2.1. Bandas de energia

Las bandas de energia se corresponderan con los autovalores de la matriz del hamilto-
niano segtn la Ecuacion 4.13 (Bloch, 1929). Estos autovalores serdn E; = +4/AfAg. Si

desarrollamos Apg:
Ay = eF 01 4 oikds ko3

— e’ik-53 [1 + e’ik:-((hf(sg) + e’ik:-((;gf(s;;):l

_ efikza[l + ei3kza/2ei\/§kya/2 + ei3k1a/2€fi\/§kya/2]

_ e—ikma[l + 6i3k1a/2(6i\/§kya/2 + e—i\/gkya/2)]

— e 0[] 4 267592 o5 (v/3kya/2) | (4.14)

De este modo, las bandas de energia se pueden expresar como:

Ei(k) = it\/l + 4cos(gk‘xa) cos(\ggk:ya) +4 0082(?1@61)
— +1\/3 + f(k), (4.15)

flk) = 4cos(gkma)cos(\;§k:ya)+2 cos(V/3kya) (4.16)
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La Figura 4.2 presenta dos imégenes de las gréficas correspondientes a las bandas de

energia F, (azul) y F_ (naranja).

‘ Q
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\\‘\\\\\\\\\\0

E(k)/t

7 e
7 NS
7 A
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N \\}\\\‘Q []
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7

E(k)/t

Figura 4.2: Bandas de energia del grafeno con las interacciones de los vecinos més cercanos.

Fuente: elaboracién propia

Si en la Ecuacion 4.15 utilizamos los valores de K y K definidos en la Ecuacion 4.5,

obtenemos que la energia en esos puntos es nula. Estos puntos se denominan puntos de

Dirac.

31



Ratl Medrano Millan
Maéster en Computacion Cuantica

4.2.2. Hamiltoniano en términos de las matrices de Pauli

De la Ecuacion 4.13 podemos desarrollar Ag:

A =Y e*® =X [cos(k - 8) + i sen(k - §)] (4.17)
4] 4]

de este modo el hamiltoniano h(k) puede escribirse como:

hik) - _tZ 0 cos(k - 6) + i sen(k - 9) (4.18)
s \cos(k-06)—isen(k-9) 0

En términos de las matrices de Pauli, el hamiltoniano es:

h(k) = —tZ[cos(kz -8)o, —sen(k - 8)oy | (4.19)
[

4.3. Aproximaciéon primeros y segundos vecinos

Una vez analizado el efecto de incorporar tnicamente los primeros vecinos (Seccion

4.2), vamos a incorporar el efecto de los siguientes vecinos méas cercanos.

L
rr
1
[
[
1 B
1
i i
[ 1
1

0 0

Figura 4.3: Disposiciéon de los dtomos del grafeno. Cada celda unitaria contiene dos dtomos
de carbono, A y B, pertenecientes a las dos subredes. Un atomo de A tiene tres vecinos més
cercanos de B, seis vecinos inmediatamente posteriores pertenecientes a A, y tres segundos

vecinos més cercanos que pertenecen a B. Fuente: Reich (2002)

Si consideramos la interaccién tanto de los tres vecinos maéas cercanos como de los
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siguientes vecinos méas proximos (véase Figura 4.3), el hamiltoniano para el grafeno es:

—t Y (ala; + blb; + ala; + bib;) (4.20)

t

donde i(j) se refiere a la subred A(B), el operador fermionico a,a; crea (aniquila) un
electrén en la subred A cuya posicion es r;, y de forma similar para (3;5] Por otra parte,
t es la energia del salto al vecino més cercano (salto entre las dos subredes), que tiene
un valor aproximado de 2.8 eV, mientras que t es la energia del salto a los siguientes
vecinos mas cercanos (salto en la misma subred), que tiene un valor aproximado calculado
empiricamente de 0.1 eV 1.

Operando de manera analoga a como se hizo en la Seccion 4.2, Podemos reescribir la

suma sobre los segundos vecinos méas cercanos como:
2 —ikdAt7 k87T A
H = —tZ[e ¢ aLbk +é bLak]
4,k

- Ct Z [e_ik“s/d};dk + eik"s/d};dk + e_ik"sll;;l;k + eik"s/i)LlA}k] (4.21)
&k

donde se ha aplicado que:

1
t~28eV, t'~0,1leV =t =Ct, conC ~ % (4.22)

Igualmente se puede expresar el hamiltoniano de una forma méas compacta:

H=>¥'h(k)w (4.23)
k
donde
ag .
v = -t i = (aL bL) (4.24)
k

y la representacion matricial del hamiltoniano es

CY 5 (ekd 4 o—ik:d’ A .
h(k)=—t 25 ) } ’“ ] A=)t (425)
A C Yy (e®® 4 ek 5

'El valor de t' no es bien conocido, pero segtin los célculos de Reich (2002), su valor es de 0,02t < t' <

0,2t. Deacon (2007) encontraron el valor t' ~ 0,1eV.
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4.3.1. Bandas de energia

Las bandas de energia se corresponderan con los autovalores de la matriz del hamilto-

niano segn la Ecuacion 4.25 (Bloch, 1929).

E(k)/t

HITTTH
177 /] o, 7

7
[ LT

oy ey
17
oy, ,'I',/

_llo =
Ky 12 2 1 2.

Figura 4.4: Bandas de energia del grafeno con las interacciones de los dos niveles de vecinos
més cercanos. Fuente: elaboracién propia

Estos autovalores serdn Ey = C' Y5 (e*9 + 79y 4 | /A¥AY, = 20 Yy cos(k - 8') +

v/AAg. Tomando el desarrollo de Ay de la Seccion 4.2.1 (Ecuacion 4.14), las bandas de
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E (k) =t2C (2 cos(gkma) cos(\ggkya) + cos(\@l@a))

+ t\/l + 4COS(2kxa)COS(\é§

=tCf(k) £ t\/3+ f(k),

f(k) =4cos (;kxa) cos (?kya) +2 cos(V/3kya)

kya)+4 cos? (\ggk:ya)
(4.26)

(4.27)

La Figura 4.4 presenta dos imégenes de las graficas correspondientes a las bandas de

energia E; (azul) y E_ (naranja).

Si en la Ecuacion 4.26 utilizamos los valores de K y K definidos en la Ecuacion 4.5,

obtenemos que la energia en esos puntos (puntos de Dirac) ahora ya no es nula, sino que

tiene un valor —3Ct = —3t’. Por otra parte, comparando las Figuras 4.2 y 4.4, se aprecia

que la banda de valencia se ha reducido mientras que la banda de conduccién es algo mayor

(valores de minimo a maximo).

......... === 1l-vecine (E+)
3 1-vecino (E-)
‘.-‘;,"- RN -+ 2-vecino (E+)
.-':" ‘\."-._ 2-vecino (E-)
£ o
- N,
27 V%
P X
2 ’,; &
/ \
4
& h,
/'I-‘. -,:‘s\
14 7 R
g e >
L . -
-,:\\ ,,‘.. \\ ',
™ Y s R o
= S o S s
= -._"\'1..- N_s
o 0
_1 -
_2 -
_3 -
T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3
Ky (K_x=0)

Figura 4.5: Comparativa de las bandas de energia para un corte en k, = 0. Fuente: elabo-

raciéon propia
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La Figura 4.5 muestra una comparativa entre un corte en k, = 0 de las graficas corres-
pondientes a los vecinos mas proximos (Figura 4.2) y de las gréficas correspondientes a los
primeros y segundos vecinos més proximos (Figura 4.4). En ella se puede apreciar, tanto el
cambio en el valor de los puntos de Diac, como en las energias de la banda de conduccién

y la banda de valencia.

4.3.2. Hamiltoniano en términos de las matrices de Pauli

De la Ecuacién 4.25 podemos desarrollar Ag:

Ag = Z etk — Z[cos(k: -8) + i sen(k - )] (4.28)
[ [

de este modo el hamiltoniano h(k) puede escribirse como:

h(k) =~ g cos(k - 8) +1 sen(k - 8)
s \cos(k-48)—isen(k-d) 0
cos(k - &) 0
—2C 4.29
t ; 0 cos(k - &) (4.29)

En términos de las matrices de Pauli, el hamiltoniano es:

h(k) = =t Y [cos(k - 8)o, — sen(k - §)oy | —2tC ) cos(k - &')1 (4.30)
[ 4
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5. Resultados y analisis

Para la obtencién de los resultados derivados de la implementacién de la metodologia
descrita en el Capitulo 4, se ha desarrollado un programa especifico, en lenguaje Python,
capaz de ejecutarse tanto en un simulacién como en hardware cuéntico real, si se tiene
acceso al mismo. Este software incorpora un conjunto de parametros que permiten su
ejecucién con diferentes configuraciones.

La estructura del presente Capitulo presenta, en primer término, una descripcién com-
pleta del software implementado, detallando sus diferentes opciones y los parametros dis-
ponibles para el usuario. Posteriormente, se procede a la presentacién comparativa de los
resultados obtenidos mediante la aplicacién del algoritmo a un mismo conjunto de puntos
de referencia, evaluado tanto teniendo en cuenta tnicamente los primeros vecinos, como
incluyendo la influencia de los segundos vecinos. En cada uno de estos casos, se lleva a cabo
un analisis critico de los datos obtenidos mediante su comparaciéon con los datos obtenidos

del calculo de los autovalores del correspondiente hamiltoniano.

5.1. Software utilizado

En el Anexo A.1 se incluye el codigo fuente del programa escrito en Python (Python,
2024) que realiza los calculos tanto en un simulador como, en el caso de disponer de acceso,
en un procesador cuantico real de la plataforma IBM Quantum (IBM, 2023).

Los célculos se van a realizar para el conjunto de puntos de la red reciproca I', K, M y
I', ademas de n puntos adicionales, definidos por el usuario, entre cada dos de esos puntos
de la red reciproca.

Para ello se ha definido una clase, denominada BandasEnergiaGrafeno que incluye
diferentes métodos y miembros, que van a dar flexibilidad y variedad de opciones en el
momento de realizar los calculos. Su definicién completa es:

BandasEnergiaGrafeno(t=1.0, t_prima=1.0/28, a=1.42, vecinos=2),

donde

e t es el valor de la energia del salto al vecino més cercano. Su valor por defecto es 1.0

para establecer una escala de referencia en las energias que se obtienen (Seccion 4.2).

e t prima es el valor de la energia del salto a los siguientes vecinos mas cercanos. Su

valor por defecto es 1.0/28 (Seccion 4.3 y su pie de pagina).
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e a es la distancia entre los dos atomos de carbono més proximos en la estructura del

grafeno (Seccion 4.1).

Una vez creada una instancia de esta clase, es posible aplicar uno de los dos principales
métodos definidos: calcular_bandas_energia y graficos. El primero de ellos realiza
el calculo de la estructura de bandas y el segundo genera un grafico con los resultados
obtenidos.

La definicién completa del método calcular_bandas_energia es la siguiente:

calcular_bandas_energia(num_points=4,optimizador=’COBYLA’,
ansatz_str="EfficientSU2’,ruido=None,
fichero_entrada=None, fichero_salida=None,token=None),

donde

e num points es el nimero de puntos a calcular entre los puntos de la red reciproca

I', K, M y T'. Por defecto su valor es 4 (Secccion 4.1).

e optimizador es el optimizador a utilizar en el algoritmo VQE. Los valores posibles

son ‘COBYLA’ y ‘SPSA’. Por defecto, el valor es ‘COBYLA’ (Seccion 2.3.2).

e ansatz_str es el ansatz a utilizar como circutio parametrizado. Solo es posible el

valor por defecto ‘EfficientSU2’ (Seccion 2.3.2).

e ruido permite la inclusién en el simulado de ruido adicional. Es posible aplicar o no
ruido modelo ‘FakeTorino’ de la libreria de IBM qiskit. El valor por defecto es ‘None’

(no se aplica ningtin modelo de ruido adicional).

e fichero entrada permite continuar un calculo comenzado anteriormente y no con-
cluido que ha sido almacenado en un fichero externo mediante la opcién que se des-
cribe a continuacion. El valor por defecto es None (no se define ningun fichero de

entrada).

e fichero salida permite almacenar los resultados de todas las iteraciones que se
realicen en un fichero externo. El valor por defecto es ‘None’ (no se define ningin

fichero de salida).

e token es el token que habilita a un usuario para utilizar el hardware cuantico real
de IBM en lugar de una simulacién. Si se proporciona este valor, los calculos se van

a realizar en el QPU menos ocupado disponible en ese momento en la plataforma de
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IBM. El valor por defecto es ‘None’ (no se define ningun token y por tanto el calculo

se realiza en el simulador de IBM Qiskit).

La definicién completa del método calcular_bandas_energia es la siguiente:

graficos(fichero_entrada=None,simulacion=True,ingles=False),

donde

e fichero entrada permite cargar los datos desde un fichero externo para presenta
un grafico con esos resultados. El valor por defecto es ‘None’ (no se define ningtan

fichero de entrada).

e simulacion indica si los datos se han calculado con el simulador de IBM Qiskit
(‘True’) o si se han realizado mediante hardware real (‘False’). El valor por defecto

de ‘False’

e ingles indica que los textos del grafico se presentan en inglés (‘True’) o en espanol

(‘False’). Por defecto el valor es ‘False’.

La teoria desarrollada en el Capitulo 4 esta reflejada principalmente en los siguientes

bloques de software.

e El método calcular_delta calcula los vectores de de los tres vecinos mas cercanos

en el espacio real d1, d2 y d3.

e Kl método calcular_delta2 calcula los vectores de los siguientes seis vecinos més

!

’ ! . o, . .
cercanos d,, 0, v 05 (cada vector tiene dos valores, uno positivo y otro negativo).

e El método cost_func define la funcién de coste a minimizar, es decir calcula el valor
esperado del hamiltoniano para un valor de prueba dado por el circuito parametrizado
(ansatz) (Seccion 2.3.2). También se aplica al hamiltoniano modificado H' para la

obtencion del estado excitado (Seccion 2.3.3).

El método calcular_bandas_energia incluye todos los pasos necesarios para el calculo
de la estructura de bandas a partir de los pardmetros iniciales indicados por el usuario. En

este sentido cabe destacar:

e Preparacion de los puntos de la estructura reciproca y de los puntos intermedios

indicados por el usuario.
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e Preparacion del hamiltoniano correspondiente a los primeros vecinos o a los prime-

ros+segundos vecinos, segin se haya definido.
e Preparacion del simulador a utilizar o acceso al hardware real, en su caso.
e Seleccion del ansatz y del optimizador clésico.

e Bucle para las iteraciones correspondientes hasta que el niimero de iteraciones alcance

un maximo o el resultado converja.

e Almacenamiento en memoria (y en fichero externo si asi se ha indicado) de los resul-

tados de cada una de las iteraciones.

Mediante el software descrito se han conseguido los resultados que se presentan en las

secciones siguientes.

5.2. Resultados incluyendo los primeros vecinos

Mediante el uso del software descrito en la Seccion 5.1 se obtienen resultados para las
diferentes configuraciones.

En las graficas que se van a mostrar en esta Seccidén y en la siguiente, se presentan
lineas y puntos. Las lineas unen los puntos correspondientes a los autovalores calculados
a partir de la matriz del hamiltoniano correspondiente. Por tanto se trata de los valores
reales que queremos alcanzar con el algoritmo cuantico VQE que estamos analizando. Los
puntos corresponden a los resultados de aplicar este algoritmo para los puntos de la red
reciproca y los puntos intermedios indicados por el usuario (en todos los casos se tomara
el valor por defecto, que corresponde a cuatro puntos entre cada uno de los cuatro puntos
de la red reciproca). Los valores en color naranja se refieren al estado fundamental (banda
de valencia), mientras que los valores en color azul se corresponden con el primer estado
excitado (banda de conduccion).

Los primeros resultados obtenidos se corresponden con célculo de la estructura de
bandas del grafeno cuando incluimos tnicamente el efecto de los primeros tres vecinos,
utilizando la funcién “Estimator” de la libreria Qiskit de IBM, sin aplicar ruido adicional
alguno y para los dos optimizadores clasicos empleados: COBYLA (Powell, 1994) y SPSA
(Spall, 1992). Esta funcion actiia como un simulador ideal de circuitos cuanticos el un

ordenador clésico.
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Bandas de Energia del Grafeno (Simulacion)

Vecinos: 1
Numero de puntos: 4
Optimizador: COBYLA
Ansatz: EfficientSU2
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Figura 5.1: Resultados tomando s6lo los primeros vecinos y sin aplicar ruido adicional Arri-
ba: utilizando el optimizador COBYLA Abajo: utilizando el optimizador SPSA. Fuente:

elaboracién propia
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Bandas de Energia del Grafeno (Simulacion)

Vecinos: 1
Numero de puntos: 4
Optimizador: COBYLA
Ansatz: EfficientSU2
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Figura 5.2: Resultados tomando sélo los primeros vecinos y aplicando ruido adicional Arri-
ba: utilizando el optimizador COBYLA. Abajo: utilizando el optimizador SPSA. Fuente:

elaboracién propia
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Como se puede observar en la Figura 5.1, los resultados son bastante precisos, como se

esperaba al emplear un simulador de QPU ideal.

La siguiente etapa consiste en incluir ruido para tratar de simular un procesador real.
Este segundo conjunto de célculos VQE, ademéas de utilizar la funcién “Estimator”, se
incluye el modelo de ruido de un dispositivo real, ‘FakeTorino’, modelo de ruido adoptado
que simula el harware real cuantico “ibm _torino”, un procesador cuéntico Heron de 133
cubits desarrollado por IBM. Al incorporar el modelo de ruido de un dispositivo real, es
posible probar la fiabilidad de los algoritmos empleados en presencia de ruido, mientras se

ejecutan en un dispositivo clasico. Los resultados obtenidos pueden verse en la Figura 5.2.

En general, podemos apreciar que la banda de valencia y la banda de conduccion,
son simétricas respecto al eje X que representa energia cero. Mientras que en simulador
sin ruido obtenemos, como se ha mencionado, valores muy similares a los reales, cuando
aplicamos ruido, estos valores presentan una diferencia apreciable respecto a los valores
reales. El valor absoluto del error es proporcional al valor real, lo que implica un error

relativo practicamente igual en todos los puntos calculados.

5.3. Resultados incluyendo los primeros y segundos vecinos

Tal como se indica en la Seccién 4.3, es posible incluir, ademas de la influencia de los
tres primeros vecinos, la influencia de los seis vecinos siguientes mas préoximos. En este caso
el hamiltoniano correspondiente al caso que incluye tinicamente los primeros vecinos, se ve
modificado por una cantidad (dependiente del punto de la red reciproca a calcular) en la

diagonal principal (Ecuacion 4.30).

Los resultados obtenidos utilizando la funcién “Estimator” para esta nueva configura-

cion, se presentan en la Figura 5.3.
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Bandas de Energia del Grafeno (Simulacion)
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Ansatz: EfficientSU2
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Figura 5.3: Resultados tomando los primeros+segundos vecinos, sin aplicar ruido adicio-
nal. Arriba: utilizando el optimizador COBYLA. Abajo: utilizando el optimizador SPSA.

Fuente: elaboracién propia
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Bandas de Energia del Grafeno (Simulacion)
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Figura 5.4: Resultados tomando los primeros+segundos vecinos, aplicando ruido adicio-

nal. Arriba: utilizando el optimizador COBYLA. Abajo: utilizando el optimizador SPSA.

Fuente: elaboraciéon propia

45



Ratl Medrano Millan
Maéster en Computacion Cuantica

De nuevo, podemos aplicar ruido simulados para obtener resultados similares a los que
se podrian obtener con hardware real (Figura 5.4).

Mientras que en el caso del célculo con tnicamente los primeros vecinos los resultados
aparecen simétricos respecto al eje X, el efecto de los segundos vecinos “rompe” esta simetria
de modo que el punto K (punto de Dirac) ya no tiene valor cero, sino que adquiere un valor
negativo. El resto de puntos, “sufre” un desplazamiento vertical hacia arriba, de modo que

cada valor en algo mayor que en al caso de utilizar sélo los primeros vecinos.

5.4. Comparativa de los optimizadores COBYLA y SPSA

Con el objetivo de analizar la convergencia de los dos optimizadores utilizados (COBY-
LA y SPSA) vamos a presentar graficos con los resultados obtenidos en el calculo del punto

I' para la simulacién con sélo los primeros vecinos, sin y con ruido anadido.

Punto '

—— COBYLA (Valencia)

—— COBYLA (Conduccidon)
SPSA (Valencia)

—— SPSA (Conducion)

Energia/t

Iteracion

Figura 5.5: Convergencia en el punto I' para los optimizadores COBYLA y SPSA (sin

ruido). Fuente: elaboraciéon propia.

En la Figura 5.5 se representan los resultados obtenidos en la simulacién sin ruido, es
decir, en un entorno ideal. Ambos optimizadores, COBYLA y SPSA, logran que la energia
converja exactamente a los valores teéricos, representados por las lineas discontinuas. Esto

demuestra que, en teoria, el algoritmo (VQE) y los optimizadores son capaces de resolver
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el problema correctamente. El algoritmo COBYLA converge en muy pocas iteraciones y
una vez que encuentra el valor minimo, presenta oscilaciones muy pequenas alrededor del
valor real. Por otra parte, SPSA tarda mas en alcanzar el valor correcto y, una vez alcan-
zado, muestra oscilaciones importantes alrededor de ese valor correcto. La explicacion a las
oscilaciones alrededor del valor real vendria de la propia naturaleza de ambos algoritmos.
Mientras que COBYLA es determinista, SPSA es aleatorio (estocéstico) lo que hace que

siga “explorando” en el entorno de la solucién real.

Punto I

—— COBYLA (Valencia)

—— COBYLA (Conduccién)
SPSA (Valencia)

—— SPSA (Conducion)

Energia/t
)

Iteracion

Figura 5.6: Convergencia en el punto I' para los optimizadores COBYLA y SPSA (con

ruido). Fuente: elaboracion propia.

En la Figura 5.6 se representan los valores obtenidos en el caso de utilizar un simulador
que incluye ruido del tipo ‘FakeTorino’. El primer dato apreciable es que ninguno de los dos
algoritmos logra alcanzar el valor teérico. En ambos se produce el mismo desplazamien-
to del valor real, lo que apunta a un problema sisteméatico. En cuanto a la velocidad de
convergencia (nimero de iteraciones hasta alcanzar las cercanias del valor final), se apre-
cia el mismo comportamiento que en el caso sin ruido, es decir, COBYLA converge més
rapidamente que SPSA. Por ultimo, las oscilaciones alrededor del valor final, atn siendo
menores las obtenidas con COBYLA que con SPSA, sin embargo, con ruido, estas oscila-
ciones aumentan considerablemente en COBYLA, mientras que las oscilaciones que vemos

con SPSA son aproximadamente del mismo orden.
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Podemos establecer las siguientes conclusiones:

ciente de iteraciones, siendo més rapido COBYLA (alcanza el objetivo con un menor

nimero de iteraciones) que SPSA,

e el ruido sistematico afecta a ambos algoritmos por igual, provocando un sesgo en los

resultados,

e la naturaleza del propio algoritmo provoca mayores o menores oscilaciones alrededor

del valor final alcanzado.

5.5. Analisis de los errores obtenidos en las diferentes esti-

maciones

En cada uno de los célculos realizados para los diferentes puntos de la red reciproca

se han obtenido unos resultados que difieren en mayor o menor medida de los resultados

reales. En esta Seccion vamos a presentar algunos de estos errores.

Solo primeros vecinos

Raul Medrano Millan
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Primeros-segundos vecinos

ambos algoritmos son capaces de alcanzar el valor real después de un nimero sufi-

Simulacién sin ruido

Simulacién con ruido

Simulacién sin ruido

Simulacién con ruido

COBYLA SPSA COBYLA SPSA COBYLA SPSA COBYLA SPSA
Valor real -3.0 -3.0 -3.0 -3.0 -2.571429 -2.571429 -2.571429 -2.571429
r Valor estimado -3.000000 -3.000000 -2.583984 -2.560547 -2.571429 -2.571429 -2.196429 -2.161272
Error 0.000000 0.000000 0.416016 0.439453 0.000000 0.000000 0.375000 0.410157
Error (%) 0.0000 0.0000 13.8672 14.6484 0.0000 0.0000 14.5833 15.9505
Valor real 0.0 0.0 0.0 0.0 -0.214286 -0.214286 -0.214286 -0.214286
K Valor estimado 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.214286 -0.214286 -0.214286 -0.214286
Error 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000
Error (%) 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Valor real -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.142857 -1.142857 -1.142857 -1.142857
M Valor estimado -0.997240 -1.007511 -0.843963 -0.853167 -1.146901 -1.119136 -0.976110 -0.985231
Y
Error 0.002760 0.007511 0.156037 0.146833 0.025956 0.033721 0.166747 0.157626
Error (%) 0.2760 0.7511 15.6037 14.6833 2.2712 2.9501 14.5904 13.7923

Tabla 5.1: Errores en el calculo de los puntos de la red reciproca de la bandas de conduccion.

Fuente: elaboracién propia.

En la Tabla 5.1 se presentan los valores reales, los valores estimados, el error absoluto
y el error relativo para los principales puntos de la red reciproca (I';, K y M) de los estados
fundamentales (banda de conduccion) para los diferentes escenarios combinacion de las

diferentes opciones: primeros vecinos, primeros + segundo vecinos, simulacién con y sin

ruido, y optimizadores COBYLA o SPSA.

48



Raul Medrano Millan
Maéster en Computacién Cuéntica

Se pueden observar los comportamientos que se puntualizan a continuacién.

En todas las simulaciones sin ruido, los errores porcentuales son muy bajos, yendo
desde 0% hasta un méximo de 3% (en el caso mas complejo). Sin embargo, en cuanto se
introduce el modelo de ruido, los errores se disparan drasticamente a un rango del 13 % al
16 %, independientemente del optimizador o la complejidad del modelo (vecinos incluidos).

Si comparamos las simulaciones sin ruido, vemos que el modelo de “s6lo primeros veci-
nos” es més féacil de resolver que el de “primeros+segundos vecinos”. Por ejemplo, para el
punto M con COBYLA, el error pasa de 0.2760 % (primeros vecinos) a 2.2712% (prime-
ros+segundos vecinos).

Si no se incluye ruido, en los casos donde hay un error, COBYLA consistentemente
obtiene un error menor que SPSA. Con ruido los resultados son mixtos. A veces COBYLA
tiene un error ligeramente menor y otras veces es SPSA quien lo presenta mayor. La
diferencia entre ellos es pequefia en comparacién con el error total inducido por el ruido.

En las simulaciones sin ruido, el algoritmo encuentra la energia exacta (error 0.0 %)
para los puntos de alta simetria I' y K. Sin embargo, para el punto M, siempre hay un

error residual, incluso en el caso ideal.

A partir de los comentarios anteriores, se pueden extraer las siguientes conclusiones:

e ¢l ruido del hardware es la fuente de error mas dominante;

e la complejidad del modelo fisico (nimero de vecinos que se incluyen en el modelo)

aumenta el error;

e en ausencia de ruido, COBYLA es ligeramente més preciso que SPSA mientras que

en presencia de ruido, se comportan de manera similar;

e la precision del algoritmo depende, de forma importante, del punto de la red reciproca

especifico que se quiere calcular (I', K, M).

En la Tabla 5.2 se presentan los resultados para el primer estado excitado (banda de

valencia) en los mismos supuestos de la Tabla 5.1.

49



Raul Medrano Millan
Maéster en Computacion Cuantica

Solo primeros vecinos Primeros+segundos vecinos

Simulacién sin ruido Simulacién con ruido Simulacién sin ruido Simulacién con ruido

COBYLA SPSA COBYLA SPSA COBYLA SPSA COBYLA SPSA
Valor real 3.0 3.0 3.0 3.0 3.428571 3.428571 3.428571 3.428571
r Valor estimado 3.001535 3.000651 2.586314 2.573284 3.446471 3.429462 3.056540 2.984394
Error 0.001535 0.000651 0.416016 0.439453 0.017900 0.000891 0.372031 0.444177
Error (%) 0.0512 0.0217 13.8672 14.6484 0.5221 0.02599 10.8501 12.9552
Valor real 0.0 0.0 0.0 0.0 -0.214286 -0.214286 -0.214286 -0.214286
K Valor estimado 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 -0.214286 -0.214233 -0.214286 -0.214233
Error 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000000 0.000053 0.000000 0.000053
Error (%) 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0247 0.0000 0.0247
Valor real 1.0 1.0 1.0 1.0 0.857143 0.857143 0.857143 0.857143
M Valor estimado 1.002996 0.980396 0.841205 0.911561 0.795489 0.849626 0.731100 0.749374
Error 0.002996 0.019604 0.158795 0.088439 0.061654 0.007517 0.126043 0.107769
Error (%) 0.2966 1.9606 15.8795 8.8439 7.1030 0.8770 14.7050 12.5730

Tabla 5.2: Errores en el calculo de los puntos de la red reciproca de la bandas de valencia.

Fuente: elaboracién propia.

Procediendo de manera anéloga a como se hizo con la Tabla 5.1, podemos concretar
los comportamientos que se indican en los puntos que se presentan a continuacion.

Quizé la conclusion mas importante y evidente es que los errores en las simulaciones
sin ruido son ahora significativamente mayores que en la Tabla 5.1.

Los errores en las simulaciones con ruido siguen siendo muy altos (entre 8% y 16 %).
Sin embargo, la brecha entre la simulacién con y sin ruido ahora es diferente. En algunos
casos, el error “sin ruido” ya es tan grande (ej. 7.10 %) que el ruido de hardware “s6lo” lo
aumenta hasta el 14.70 %.

Si bien en el caso sin ruido COBYLA seguia siendo a menudo superior, en los escenarios
més complejos y ruidosos, SPSA muestra un rendimiento muy competitivo e incluso su-
perior. Por ejemplo, en el caso mas dificil (“primeros+segundos vecinos”, con ruido, punto
M), SPSA obtiene un error del 12.57 % frente al 14.71 % de COBYLA.

Comparando ambas tablas, es inequivoco que obtener una estimacion precisa para el
primer estado excitado es significativamente mas dificil que para el estado fundamental, en
todas las condiciones.

Las conclusiones a las que se pueden llegar son las siguientes:

e ¢l error se acumula, ya que el VQD es inherentemente sensible a la precision de los
estados previamente calculados, y si el estado anteriormente calculado ya incluye

error, éste se acumula en el calculo del estado excitado siguiente;

e en presencia de ruido, el error total es una combinacién de ruido de hardware y error

de propagacion;

20



Raul Medrano Millan
Master en Computacion Cuantica

e la robustez de SPSA en escenarios de coste complejos se hace mas evidente;

e el cilculo de estados de mayor energia es fundamentalmente mas dificil.

Por tanto, mientras que el VQE para el estado fundamental se enfrenta principalmente
al ruido del hardware y a los limites del optimizador, el VQD para el primer estado excitado

se enfrenta a todos esos mismos problemas més el error propagado del calculo anterior.

~
o
~—’

ENERGY

k'
Electrons

ky

Figura 5.7: Conos de Dirac. (a) Estructura de bandas del grafeno. (b) Ampliacion de la
estructura de bandas cerca de los puntos K y K’ que muestra los conos de Dirac. Fuente:

Sarma (2011)

Por otra parte, vemos que el punto K (punto de Dirac) presenta unas caracteristicas
especiales ya que es el punto donde menor error (incluso nulo) se obtiene en los diferentes
escenarios. Esto es debido a que se trata de los puntos en los que se encuentran los conos
de Dirac (Figura 5.7). En estos puntos la funcion de energia presenta un maximo (minimo)
muy pronunciado, lo que favorece que los optimizadores lleguen més rapidamente y con

mayor precision a este punto.
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6. Conclusiones

Una vez finalizado el desarrollo experimental y el analisis de los resultados, se presentan
las principales conclusiones de este Trabajo Fin de Méster, que ha tenido como objetivo
central el calculo de la estructura de bandas del grafeno mediante el uso del algoritmo
VQE.

Las conclusiones se pueden resumir en los siguientes puntos clave:

1. El algoritmo VQE es una herramienta viable y teéricamente precisa para el calculo de
la estructura de bandas. La conclusion fundamental de este estudio es que el algorit-
mo VQE, complementado con el método VQD para los estados excitados, es capaz de
resolver el problema del calculo de los autovalores del hamiltoniano del grafeno. En
las simulaciones realizadas en un entorno ideal (sin ruido), los resultados obtenidos
mostraron una concordancia excelente con las soluciones analiticas derivadas del mo-
delo del enlace fuerte. Esto valida que el enfoque metodolégico, desde la formulacion
del hamiltoniano en matrices de Pauli hasta la optimizacién variacional, es correcto

y robusto.

2. El VQE es capaz de capturar la fisica subyacente de modelos con diferente compleji-
dad. Se ha demostrado que el algoritmo no solo funciona para un modelo simplificado,

sino que también es sensible a las caracteristicas fisicas mas sutiles.

e Para el modelo de primeros vecinos, el VQE reprodujo con éxito la simetria entre
la banda de valencia y la de conduccién, asi como la degeneracién energética en

los puntos de Dirac, caracteristica distintiva del grafeno.

e Al incluir las interacciones con los segundos vecinos, el algoritmo fue capaz de
modelar correctamente la ruptura de esta simetria, manifestada en un despla-
zamiento vertical de las bandas y en la modificacién de la energia en los puntos
K. Este hallazgo es de especial importancia, ya que demuestra el potencial del
VQE para abordar hamiltonianos méas complejos y realistas, que son cruciales

para describir materiales con mayor precision.

3. El ruido es el principal factor limitante para la aplicacién practica en hardware cuan-
tico actual. Las simulaciones que incorporaron un modelo de ruido realista, emulando

un procesador de la era NISQ, revelaron una desviacion sistemética y apreciable de
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los resultados con respecto a los valores tedricos. Se observd que el error absoluto
es proporcional a la magnitud de la energia, lo que implica que la precisiéon del al-
goritmo se ve comprometida significativamente por la decoherencia y los errores de
las puertas cuanticas. Este resultado subraya que, aunque el VQE es teéricamente
potente, su aplicaciéon practica exitosa en el hardware actual dependera criticamente

del desarrollo y la implementacién de técnicas avanzadas de mitigaciéon de errores.

4. La implementacion del software ha sido exitosa y cumple con los objetivos propuestos.
Se ha desarrollado una herramienta en Python, utilizando Qiskit, que permite de
manera flexible y parametrizable calcular la estructura de bandas del grafeno. El
programa es capaz de gestionar diferentes modelos de hamiltoniano, optimizadores,
y condiciones de simulacion (ideal vs. ruidosa), constituyendo una base solida para

futuras investigaciones.

En sintesis, este Trabajo concluye que la aplicacion del VQE para el estudio de ma-
teriales como el grafeno es una via prometedora y conceptualmente valida. Se ha logrado
una prueba de concepto exitosa en simuladores, demostrando la capacidad del algoritmo
para resolver un problema relevante en la fisica de la materia condensada. Sin embargo,
también se ha puesto de manifiesto que la brecha entre la simulacién ideal y la ejecucién en
hardware real sigue siendo considerable, consolidando el ruido como el principal obstaculo

a superar para alcanzar la denominada ‘“ventaja cuantica” en este campo.
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7. Trabajo futuro

El presente Trabajo ha establecido una base sélida para la aplicacién del algoritmo
VQE al célculo de la estructura de bandas del grafeno, validando su viabilidad teorica y
explorando sus limitaciones en entornos ruidosos. A partir de las conclusiones obtenidas, se
proponen las siguientes lineas de investigacion y desarrollo futuro para expandir y mejorar

los resultados aqui presentados:

1. Implementacion de técnicas de mitigaciéon de errores. Dado que el ruido se
ha identificado como el principal obstaculo, el paso mas inmediato y relevante es
incorporar técnicas de mitigacion de errores en el flujo de trabajo. Se podrian explorar

métodos como:

e ejecutar el algoritmo con diferentes niveles de ruido (escalando artificialmente el

ruido aniadido al simulador) para extrapolar el resultado al limite de cero ruido.

e aplicar técnicas de correccién de errores.

La implementacién de estas técnicas permitiria cuantificar cudnto se puede mejorar
la precision en el hardware NISQ actual y acercar los resultados de la simulaciéon

ruidosa a los valores teoricos.

2. Ampliacién del modelo Fisico y del hamiltoniano. Para aumentar el realismo

v la precision de la simulacion, se podria extender el modelo fisico:

e inclusion de interacciones de largo alcance. Anadir términos de hopping a
terceros vecinos o mas allé para refinar la descripcion de la estructura de bandas,

especialmente lejos de los puntos de alta simetria.

e estudio de sistemas con interacciones. Avanzar mas alla del modelo de par-
ticulas independientes e incluir términos de interaccion electron-electron (por
ejemplo, mediante un modelo de Hubbard !), abordando asi el régimen de sis-
temas fuertemente correlacionados, donde los métodos cuanticos prometen una

mayor ventaja.

'El modelo de Hubbard es un modelo fundamental en fisica de la materia condensada que describe
la competencia entre la energia cinética de los electrones, que les permite “saltar” entre los sitios de una
red (pardametro t), y la fuerte repulsion coulombica que sienten cuando dos de ellos ocupan el mismo sitio

(Hubbard, 1963).
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3. Exploraciéon de materiales 2D alternativos. El marco metodologico desarro-
llado en este Trabajo se puede aplicar directamente al estudio de otros materiales

bidimensionales de gran interés:

e bicapa de grafeno. Estudiar la estructura de bandas de la bicapa de grafeno,
que presenta una fisica mas rica, incluyendo la posibilidad de abrir un gap ener-

gético mediante la aplicacion de un campo eléctrico externo (McCann, 2013).

4. Ejecucién en hardware cuantico real y optimizaciéon. El siguiente paso 1égico
serfa pasar de la simulacion a la ejecucién en un procesador cuéntico real de IBM.

Esto implicaria:

e ejecutar los calculos en un QPU fisico y comparar los resultados con los obtenidos

en las simulaciones (ideal y ruidosa).

e optimizar el circuito para un hardware especifico, utilizando técnicas de trans-
pilacién avanzadas para minimizar el nimero de puertas CNOT y adaptar el

circuito a la topologfa de conectividad de los ctibits del procesador.

5. Investigacion de algoritmos y ansatze alternativos. Finalmente, se podria ex-

plorar la mejora del propio algoritmo variacional:

e subspace-search variational quantum eigensolver (SSVQE). Implemen-
tar SSVQE para calcular el estado fundamental y los estados excitados simul-
taneamente dentro de una tnica optimizacion, lo cual podria ser mas eficiente

que el enfoque secuencial de VQD utilizado.

o ansatze adaptativos (ADAPT-VQE). Utilizar ansatze que se construyen de
forma iterativa y adaptativa segun el gradiente del sistema, lo que puede resultar
en circuitos mas compactos y precisos que los ansatze de estructura fija como

EfficientSU2.

Estas lineas de investigacién no solo permitirian profundizar en la aplicacién de la
computaciéon cuantica a la ciencia de materiales, sino que también contribuirian a abordar
algunos de los desafios mas importantes en el camino hacia la ventaja cuéntica en problemas

de relevancia cientifica y tecnologica.
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A. Anexos

A.1. Programa para el calculo de las bandas de valencia y de

conduccion

En este anexo se incluye el programa, desarrollados en lenguaje Python, que se ha

utilizado para obtener los diferentes resultados de este Trabajo.

BandasEnergiaGrafeno.py

# Instalacion de las librerias

# (Descomentar si no se han instalado).

#!pip install qiskit==1.4.3 qiskit-aer qiskit-algorithms qiskit-ibm-
runtime qiskit-nature qiskit-optimization

#!pip install pylatexenc

* %k %k % % %k % % % BandasEnergiaGrafeno * 5 %k %k % % %k Xk % % %

TFM para el Master en Computacion Cuantica
UNIR
Rail Medrano Milléan
Junio 2025

k %k 3k %k %k 5k %k %k >k 5k %k %k 5k 3k %k > %k %k > %k %k % 5k %k %k > %k %k > %k %k % 3 %k % % %k %k % %k % %
nun

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

import os

import csv

import re

from qiskit.circuit.library import EfficientSU2

from qiskit.primitives import Sampler

from qiskit.quantum_info import SparsePaulilp

from qiskit.transpiler.preset_passmanagers import
generate_preset_pass_manager

from qiskit_aer.noise import NoiseModel

from qiskit_aer.primitives import Estimator

from qiskit_algorithms.optimizers import COBYLA, SPSA

from qiskit_algorithms.state_fidelities import ComputeUncompute

from qiskit_ibm_runtime import QiskitRuntimeService, Session, EstimatorV2
as IBMEstimator , EstimatorOptions

from qiskit_ibm_runtime.fake_provider import FakeTorino

class BandasEnergiaGrafeno:
nmnn
Constructor de la clase.
Parametros:
t (float): Parametro de hopping (usamos unidades normalizadas por
simplicidad) .
t_prima (float): Parametro de hopping de los segundos vecinos (
usamos t/28 por defecto).

a (float): Distancia entre atomos de carbono (usamos 1.43 armstrong

por defecto).
vecinos (int): Numero de vecinos préximos (usamos 2 por defecto).
(1: incluye los tres vecinos proéximos, 2: incluye también
los 6 siguientes).
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17 nnn

48 def __init__(self, t=1.0, t_prima=1.0/28, a=1.42, vecinos=2):

49 # --- Se inicializan y almacenan los valores iniciales ---

50 if vecinos not in [1,2]:

51 raise Exception("El nimero de vecinos debe ser 1 para los tres
mas préximos, o 2 para incluir los seis siguientes")

52 else:

53 self.vecinos = vecinos

54 self.t = ¢t

55 self.t_prima = t_prima

56 self.a = a

57 self.delta = self.calcular_delta(a)

58 self.delta2 = self.calcular_delta2(a)

59 self .energias = np.array ([])

60 self.autovalores = np.array([])

61 self .num_points 0

62 self.evaluacion = 0

63 self.ruido = None

64 self.optimizador = None

65 self .ansatz_str = None

66

67 # --- Calculo de los vectores del espacio real para los primeros
vecinos ---

68 def calcular_delta(self ,a):

()‘S) nmnn

70 Calculo de los vectores del espacio real para los primeros vecinos.

71 Parametros:

72 a (float): Distancia entre atomos de carbono.

73 Devuelve:

74 delta (ndarray): Vectores con las posiciones del espacio real.

75 mnn

76 delta = np.array ([

7 [a/2, np.sqrt(3)*a/2],

78 [a/2, -np.sqrt(3)*a/2],

79 [-a, 0]

80 iD)

81 return delta

82

83 # --- Calculo de los vectores del espacio real para los segundos
vecinos ---

84 def calcular_delta2(self,a):

85 nnn

86 Calculo de los vectores del espacio real para los segundos vecinos.

87 Parametros:

88 a (float): Distancia entre atomos de carbono.

89 Devuelve:

90 delta (ndarray): Vectores con las posiciones del espacio real.

91 W

92 delta2 = np.array ([

93 [a*x3/2, np.sqrt(3)*a/2],

94 [-a*3/2, -np.sqrt(3)*a/2],

95 [a*x3/2, -np.sqrt(3)=*a/2],

96 [-a*3/2, np.sqrt(3)*a/2],

97 [0, -a*np.sqrt(3)],

98 [0, a*np.sqrt(3)]

99 D

100 return delta2

101

102 # --- Funcidén de coste (energia) a optimizar en el algoritmo VQE ---

103 def cost_func(self, i, beta, params, ansatz, operator, estimator,
fidelity, wavefuncs, eidx, simulacion, fichero_salida):

1()4 nmnn

105 Funcidn de coste (energia) a optimizar en el algoritmo VQE

106 Parametetros:

107 i (ndarray): Punto del espacio reciproco.

108 beta (float): Hiperparametro para el cadlculo del siguiente
estado excitado.

109 params (ndarray): Array de parametros del ansatz.

110 ansatz (QuantumCircuit): Circuito parametrizado (ansatz).
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estimator (EstimatorV2): Instancia de la primitiva del
estimator.

fidelity (BaseStateFidelity): Instancia de la primitiva del
estimador de fidelidad.

wavefuncs (ndarray): Lista de estados excitados.

eidx (integer): Indice del estado excitado.

simulacion (boolean): Si se estd simulando o en un ordenador
real.

fichero_salida (string): Fichero de salida o None.

Returns:

float: Energia estimada
nmnn

# --- Ejecucidon del estimador en funcidén de si es o no una simulaci
on ---
if simulacion:
result = estimator.run([ansatz], [operator], params).result().
values [0]+ \
sum([betaxfidelity.run(ansatz, ansatz, params, wavefuncsl|[
idx]) .result () .fidelities [0] for idx in range(eidx)])
else:
pub = (ansatz, [operator], [params])
result = estimator.run(pubs=[publ).result () [0].data.evs[0] + \
sum([beta*xfidelity.run(ansatz, ansatz, params, wavefuncs/|[
idx]) .result () .fidelities [0] for idx in range(eidx)])
self.evaluacion += 1

# --- Almaceno los datos si se ha proporcionado un fichero de
salida ---
if fichero_salida is not None:
with open(fichero_salida, "a") as f:
valores = [i,[eidx,self.evaluacion,result],params,
wavefuncs]
f.write(";".join(str(x) for sublist in valores for x in
sublist) + "\n")

return result

# --- Funcién para la lectura de un fichero externo generado
anteriormente por BandasEnergiaGrafeno --- #
def leer_fichero_entrada(self,fichero_entrada):
nmnn
Funcidén para la lectura de un fichero externo generado
anteriormente por BandasEnergiaGrafeno.
Parametros:
fichero_entrada (string): Fichero de entrada.
Devuelve:
current_i (ndarray): Punto del espacio reciproco.
current_energies (ndarray): Lista de energias.
current_eigenvals (ndarray): Lista de autovalores.
current_params (ndarray): Lista de parametros.
current_wavefuncs (ndarray): Lista de estados excitados.
current_idx (integer): Indice del estado excitado.
last_energie (ndarray): Energia del ultimo estado excitado.

nnn

current_i = None

current_energies = []

current_eigenvals = []

current_params = []

current_wavefuncs = []

current_idx = 0

last_energie = []

# --- Lectura del fichero de entrada ---

if fichero_entrada is not None:

with open(fichero_entrada, mode=’r’, newline=’’) as csvfile:

lector = csv.reader(csvfile, delimiter=’;?)
# Parametros generales de la clase
fila = next(lector)

self.t = float(filal[0])
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self.t_prima = float(filal[1])

self.a = float(fila[2])

self.vecinos = int(filal[3])

# Parametros especificos del calculo
fila = next(lector)

self .num_points = int(fila[0])

self .optimizador = filal[1]
self.ansatz_str = fila[2]

ruido = fila[3]

if ruido == ’None’:
ruido = None
self.ruido = ruido
# Lectura de la ultima fila
ultima_fila = None
for £ in lector:
1 = len(f)
if 1 == 0:
continue
if 1 == 2:
# Se trata de los autovalores
s = [1
s.append (float (£[0]))

s.append (float (£[1]))
current_eigenvals.append(s)

last_energie.append(float(ultima_filal[4]))

current_energies.append(last_energie)

current_params = []
current_wavefuncs = []
self.evaluacion = 0
current_idx = 0
last_energie = []
continue

if 1 == int(£f[2]) and len(last_energie)

last_energie.append(float (ultima_fila
f

ultima_fila
current_idx = int(ultima_fila[2])

0:
]

[41))

current_i = [float(ultima_fila[0]),float(ultima_fila[1])]

self.evaluacion = int(ultima_fila[3])
current_result = float(ultima_fila[4])
for i in range(len(ultima_fila)):
if i > 4.
x = ultima_filal[i]
x = x.strip()

if x.startswith(’[’) and x.endswith(’]’):
numeros = re.findall(r’-7\d+\.\d+’, x)
array_numeros = [float(num) for num in numeros]
current_wavefuncs.extend (array_numeros)

else:
current_params.append(float (x))

print(f"current_params {current_params}")

print (f"current_wavefuncs {current_wavefuncs}")
print (f"current_energies {current_energiesl}")
print (f"current_eigenvals {current_eigenvals}")
print (f"current_i {current_il}")

print (f"current_idx {current_idx1}")

print (f"evaluacion {self.evaluacionl}")

print ()

return current_i, current_energies, current_eigenvals,
current_params, current_wavefuncs, current_idx, last_energie

# --- Funciodn para el calculo efectivo de las bandas de energia del

grafeno con diferentes parametros --- #

def calcular_bandas_energia(self,num_points=4,optimizador=’COBYLA’,
ansatz_str="EfficientSU2’,ruido=None, fichero_entrada=None,

fichero_salida=None,token=None) :

nun
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Funcion para el calculo efectivo de las bandas de energia del
grafeno con diferentes parametros.

Parametros:

num_points (int): Namero de puntos en el espacio reciproco.

optimizador (string): Optimizador a utilizar.

ansatz_str (string): Ansatz a utilizar.

ruido (string): Ruido a utilizar.

fichero_entrada (string): Fichero de entrada

fichero_salida (string): Fichero de salida o

token (string): Token de IBM Quantum o None.
Devuelve:

energias (ndarray): Lista de energias.

autovalores (ndarray): Lista de autovalores.
nnn

self .num_points = num_points
self .optimizador = optimizador
self .ansatz_str = ansatz_str
self.ruido = ruido

# --- Lectura del fichero de entrada ---

o None.
None.

current_i, current_energies, current_eigenvals, current_params,
current_wavefuncs, current_idx, last_energie = self.
leer_fichero_entrada(fichero_entrada)

if fichero_entrada is not None:
fichero_salida = fichero_entrada

# --- Comprobacidn de los parametros de entrada
if num_points < O:

raise Exception("El nimero de puntos debe ser mayor o igual que

if optimizador not in [’COBYLA’,’SPSA’]:

raise Exception("Optimizador no reconocido")
if ansatz_str not in [?EfficientSU2°]:

raise Exception("Ansatz no reconocido")
if ruido not in [None,’FakeTorino’]:

raise Exception("Ruido no reconocido")

# Optimizador

if (optimizador == ’SPSA’):
optimizer = SPSA()
elif (optimizador == ’COBYLA’):

optimizer = COBYLA (maxiter=100)

# Anstatz
if (ansatz_str == ’EfficientSU2’):
ansatz = EfficientSU2(num_qubits=1, reps=1)

# --- Grafica de la convergencia de los puntos de la red ---

def draw_convergencia(punto, counts, values, step
mitad = steps.count (1)
plt.figure(figsize=(12, 4))

s):

plt.plot (counts[mitad:], values[mitad:], label=’Estado excitado
, color=’blue’)
plt.plot (counts[:mitad], values[:mitad], label=’Estado
fundamental’, color=’orange’)

plt.xlabel (’N® evaluaciones’)
plt.ylabel (’Energia/t’)

plt.title(f"Convergencia en el punto {puntol}")
plt.grid (True)
plt.legend ()
plt.show ()
# --- Almacenar los parametros en el fichero de salida ---

if fichero_salida is not None and fichero_entrada

if os.path.exists(fichero_salida):
os.remove (fichero_salida)
with open(fichero_salida, "a") as f:

fichero_salida
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# Almaceno los parametros generales

valores = [self.t, self.t_prima, self.a, self.vecinos]
f.write(";".join(str(x) for x in valores) + "\n")
# Almaceno los parametros de este calculo
valores = [self.num_points,self.optimizador ,self.ansatz_str
,self.ruidol
f.write(";".join(str(x) for x in valores) + "\n")
# --- Proceder al calculo ---

if token is None:

# Noise backend

if (self.ruido == None):
noise_backend = None
estimator = Estimator ()

elif (self.ruido == ’FakeTorino’):
noise_backend = FakeTorino ()
noise_model = NoiseModel.from_backend(noise_backend)
estimator = Estimator (backend_options={"noise_model":

noise_modell})

# --- VQE ---
sampler = Sampler ()
fidelity = ComputeUncompute (sampler)
else:
# --- Procesador real ---
service = QiskitRuntimeService(channel="ibm_quantum",token=

token)

backend = service.least_busy(operational=True, simulator=False)
pm = generate_preset_pass_manager (target=backend.target,

optimization_level=3)

ansatz_isa = pm.run(ansatz)

# --- Camino en el espacio reciproco ---
posiciones = []
G = np.array ([0, 0])
K = (2*np.pi/(3*self.a)) * np.array([1, 1/np.sqrt(3)]1)
M = (2*np.pi/(3*self.a)) * np.array([1, 0])
points = [G, K, M, G]
k_vals = []
k_vals.append (G)
posiciones.append (0)
for i in range(len(points) - 1):
for alpha in np.linspace(0, 1, num_points+2):
k = (1 - alpha) * points[i] + alpha * points[i + 1]
if alpha > O:
k_vals.append (k)
posiciones.append(len(k_vals))

# --- Calculo de energias ---
energies = []
energies2 = []
for n,i in enumerate(k_vals):
# --- Filtrado por los calculos ya hechos ---
if current_i is not None:
if (i == current_i).all() and n==len(current_energies):
# Almaceno los valores leidos hasta ahora
energies = current_energies
current_i = None
energies2 = current_eigenvals
print (i, current_idx)
else:

continue
print (f"Calculando en el punto {n} = {il}")

# --- Productos escalares ---
a =20
b 0
for k in self.delta:
r = np.dot(i, k)
a += np.cos(r)
b += np.sin(r)
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359 c =0

360 if (self.vecinos == 2):

361 for k in self.delta2:

362 r = np.dot(i, k)

363 ¢ += np.cos(r)

364 c *= 2*self.t_prima

365 # --- Hamiltoniano ---

366 H = np.array ([

367 [c, -(a+1j*b)],

368 [-(a-1j*b), c]

369 ID)

370 # --- Hamiltoniano en matrices de Pauli ---

371 if (self.vecinos == 1):

372 operator = SparsePauliOp(["X", "Y"], coeffs = [-a, b])

373 else:

374 operator = SparsePauliOp(["X", "Y", "I"], coeffs = [-a, b,
cl)

375

376 # --- Ejecucidn de VQE ---

377 kk = 2

378 beta = 10

379 x0=2 * np.pi * np.random.random(ansatz.num_parameters)

380 if len(current_params) > O:

381 x0 = current_params

382 current_params = []

383 results = []

384 wavefuncs = []

385 if len(current_wavefuncs) >0:

386 wavefuncs = [current_wavefuncs]

387 current_wavefuncs = []

388

389 if token is None:

390 # --- En simulaciodon ---

391 for eidx in range (kk):

392 if current_idx > eidx:

393 current_idx = 0

394 results = last_energie

395 continue

396 else:

397 cost = lambda params: self.cost_func(i, beta,

params, ansatz, operator, estimator, fidelity, wavefuncs, eidx, True,
fichero_salida)

398 result = optimizer .minimize (cost, x0)

399 wavefuncs.append (result.x)

100 results.append(estimator.run(ansatz, operator,
parameter_values=result.x).result () .values[0])

101 self.evaluacion = 0

102

403 else:

404 # --- En computador real ---

405 operador_isa = operator.apply_layout(layout=ansatz_isa.
layout)

406 with Session(backend=backend) as session:

407 options_es = EstimatorOptions ()

408 options_es.default_shots = 1000

409 options_es.resilience_level = 1

410 estimator = IBMEstimator (mode=session,options=
options_es)

411 sampler = Sampler ()

412 fidelity = ComputeUncompute (sampler)

113 for eidx in range (kk):

114 if current_idx > eidx:

115 current_idx = 0

116 results = last_energie

417 continue

418 else:

119 cost = lambda params: self.cost_func(i, beta,

params, ansatz_isa, operador_isa, estimator, fidelity, wavefuncs, eidx,
False, fichero_salida)
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result = optimizer .minimize (cost, x0)
wavefuncs.append (result.x)
results.append(estimator.run(ansatz_isa,
operador_isa, parameter_values=result.x).result().values[0])
self.evaluacion = 0

# --- Almacenar los resultados obteniados ---
energies.append(sorted(results))

# --- Autovalores ---
eigvals = np.linalg.eigvalsh (H)
evalores = sorted(eigvals)

energies2.append(evalores)

# --- Almaceno los datos ---
if fichero_salida is not None:
with open(fichero_salida, "a") as f:

f.write(";".join(str(v) for v in evalores ) + "\n")
self .energias = np.array(energies)
if len(self.energias) == 0:
self.energias = np.array(current_energies)
self.autovalores = np.array(energies2)
if len(self.autovalores) == O:
self.autovalores = np.array(current_eigenvals)

return self.energias, self.autovalores

# --- Funcidon para generar graficos con los resultados --- #
def graficos(self,fichero_entrada=None,simulacion=True,ingles=False):
nnn
Funcion para generar graficos con los resultados.
Parametros:
fichero_entrada (string): Fichero de entrada o None.
simulacion (boolean): Si se estd simulando o en un ordenador
real .
ingles (boolean): Si se quieren los graficos en inglés o no.
Devuelve:
Nada

nun

if fichero_entrada is not None:
# Los valores de entrada se sobreescriben con los valores
almacenados en el fichero.
current_i, self.energias, self.autovalores, current_params,
current_wavefuncs, current_idx, last_energie = self.
leer_fichero_entrada(fichero_entrada)
self.energias = np.array(self.energias)
self.autovalores = np.array(self.autovalores)
if len(self.energias)==0 or len(self.autovalores)==0 or len(self.
energias) !=1len(self.autovalores):
raise Exception(”No se han calculado correctamente las bandas
de energia")

energies = self.energias
kk = len(energies [0])
energies2 = self.autovalores

# Valores del eje X

G = np.array ([0, 0])

K (2*np.pi/(3*xself.a)) * np.array([1, 1/np.sqrt(3)1]1)

M (2*%np.pi/(3*self.a)) * np.array([1, 0])

points = [G, K, M, G]

k_vals []

k_vals.append (G)

posiciones = []

posiciones.append (0)

for i in range(l, len(points)):
dist = np.linalg.norm(points[i] - points[i-1])
posiciones.append(posiciones[-1] + dist)

x_vals = []
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for i in range(3):
xi = np.linspace(posiciones[i], posiciones[i+1], self.
num_points+1l, endpoint=False)
x_vals.extend (xi)
x_vals.append(posiciones[-1]) # Afiadir el Gltimo punto [' final
x_vals = np.array(x_vals)
# Graficar
plt.figure(figsize=(8, 6))
if ingles:
label = "Conduction band (eigenvalues)"
else:
label = "Banda de conduccidn (autovalores)"
plt.plot(x_vals, energies2[:, 1], linestyle=’--’, linewidth=1,
color=’cyan’, label=label)
if ingles:
label = "Valence band (eigenvalues)"
else:
label = "Banda de valencia (autovalores)"
plt.plot(x_vals, energies2[:, 0], linestyle=’--’, linewidth=1,
color=’gold’, label=label)
for i in range (kk):

color = ’blue’
if kk == 2:
if 1 == 1:
if ingles:
label = "Valence band (VQD)"
else:
label = "Banda de valencia (VQD)"
else:
color = ’orange’
if ingles:
label = "Conduction band (VQD)"
else:
label = "Banda de conduccién (VQD)"
else:
label = ""
plt.plot(x_vals, energies[:, i], ’+’, markersize=5, color=color
, label=label)
plt.xticks(posiciones, ["I'", "K", "M", "T'"])
if ingles:
label = "Energie/t"
else:
label = "Energia/t"

plt.ylabel (label)
if simulacion:
if ingles:

titulo = "Energy Bands of Graphene (Simulation)"
else:

titulo = "Bandas de Energia del Grafeno (Simulacién)"

else:

if ingles:

titulo = "Energy Bands of Graphene (Real calculation)"
else:

titulo = "Bandas de Energia del Grafeno (Calculo real)"

plt.suptitle(titulo, y=0.97, fontsize=16, style=’italic’)
if ingles:
texto = f"Neighbors: {self.vecinos}\nNumber of points: {self.
num_points}\nOptimizer: {self.optimizador}\nAnsatz: {self.ansatz_strl}"
else:
texto = f"Vecinos: {self.vecinos}\nNumero de puntos: {self.
num_points}\nOptimizador: {self.optimizador}\nAnsatz: {self.ansatz_str}
n
plt.title (texto)
plt.grid(True)
plt.legend ()
plt.tight_layout ()
plt.show ()
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# Ejecucidén para un dnico vecino, en emulacidén, con el optimizador COBYLA,
# con 4 puntos entre cada punto del espacio reciproco

# y con presentacidén de resultados en un grafico.

grafeno = BandasEnergiaGrafeno (vecinos=1)

e,e2 = grafeno.calcular_bandas_energia(optimizador=’SPSA’)
grafeno.graficos ()

# Ejecucidén para dos vecinos, en procesador real, con el optimizador COBYLA

s
# con 4 puntos entre cada punto del espacio reciproco
# y con los resultados almacenados en un fichero externo (resultado.txt).
grafeno = BandasEnergiaGrafeno ()
e, e2 =grafeno.calcular_bandas_energia(fichero_salida="resultados.txt",
token="<IBM user token>")

# Ejecucidén para dos vecinos, en simulacidén con ruido, con el optimizador
SPSA,

# con 6 puntos entre cada punto del espacio reciproco

# y presentacion de los resultados numéricos.

grafeno = BandasEnergiaGrafeno ()

e, e2 =grafeno.calcular_bandas_energia(num_points=6,ruido=’FakeTorino’,
optimizador=’SPSA’)

print (e)

print (e2)

# Lectura del fichero externo creado anteriormente

# y presentacidén de los datos en un grafico con los textos en inglés.
grafeno = BandasEnergiaGrafeno ()
grafeno.graficos(fichero_entrada=’resultados.txt’, ingles=True)

Listing A.1: Programa BandasEnergiaGrafeno
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