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Resumen

Se lleva a cabo la derivacidon de una versién modificada de las ecuaciones de Friedman, las
cuales describen un universo en expansién con disipacion de energia. La principal contribucién
radica en la inclusidn de la curvatura k en estas ecuaciones. Para lograr esto, se propone un
tensor de disipacion que reemplaza al término de constante cosmoldgica en las ecuaciones de

campo de Einstein.

Aunque la deduccién se realiza de manera rigurosa, la prueba del modelo se lleva a cabo para
casos discretos, imponiendo restricciones como la conservacion del tensor energia-momento

y la evolucién del factor de escala a través de una ley de potencias del tipo a = ay(t/ty)%.

A partir de este modelo de prueba, se obtiene un comportamiento variable de la relacién w =
P/p, porlo que se observa el dominio de una u otra componente en el Universo, dependiendo

de la época y del valor de «a.

Palabras clave: gravedad modificada, ecuaciones de Friedman, cosmologia, relatividad

general
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Abstract

The derivation of a modified version of the Friedman equations, which describe an expanding
universe with energy dissipation, is carried out. The main contribution lies in the inclusion of
the k-curvature in these equations. To achieve this, a dissipation tensor is proposed to replace

the cosmological constant term in Einstein’s field equations.

Although the derivation is performed in a rigorous way, the test of the model is carried out
for discrete cases by imposing constraints such as conservation of the energy-momentum

tensor and evolution of the scale factor through a power law of the type a = a,(t/t,)%.

From this test model, a variable behavior of the relation w = P/p is obtained, so that the
dominance of one or another component in the universe is observed, depending on the epoch

and the value of a.

Keywords: modified gravity, Friedman equations, cosmology, general relativity.
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1. Introduccion

El modelo estandar de Cosmologia se fundamenta en la Relatividad General, formulada por
Albert Einstein en 1915 (Einstein, 1915b). Sus ecuaciones de campo (Einstein, 1915a)
establecen la relacidn entre la geometria del espacio-tiempo y el contenido de materia y
energia dentro de él. Esta correspondencia implica que el contenido de materia y energia en
una region del espacio-tiempo es la causa de la geometria, y, por lo tanto, de la curvatura de

dicha region.

En este trabajo se utilizara la solucion de las ecuaciones de campo conocida como métrica
FLRW (Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker), la cual se apoya en el principio cosmolégico® y
considera un universo homogéneo, isétropo, con curvatura y en expansion (Weinberg, 2008).

Dicha expansion es, en principio, variable con el tiempo.

La dindmica de expansiéon del Universo esta descrita por las ecuaciones de Friedman,
obtenidas al combinar las ecuaciones de campo de Einstein con la métrica FLRW, mencionadas
en el parrafo anterior. De acuerdo al modelo que se adopte, se puede determinar si el

Universo esta en expansion y si dicha expansion es acelerada (Jones, 2017).

La expansién del Universo se ha verificado observacionalmente a lo largo de las ultimas
décadas. Ejemplos de publicaciones al respecto se encuentran en Astier & Pain (2012), Yunes,

et. al. (2016) y Agrawal, et. al. (2023).

La gravedad modificada surge como un conjunto de teorias capaces de explicar el
comportamiento del Universo a gran escala, argumentando que, si bien a pequefias escalas
(por €j., el Sistema Solar) la relatividad general es bastante exacta, pierde precisién a escalas
mas grandes, observandose desviaciones del modelo estandar. Dichas teorias postulan
alternativas a la energia oscura que expliquen la expansion del Universo. Una revisidon
bastante completa de las teorias de gravedad modificada, se puede encontrarse en Koyama

(2016).

En el campo de las teorias de gravedad modificada, surge la derivacion realizada por Paiva,

Lazo y Zanchin (2022), quienes consideraron un modelo cosmoldégico con disipacion de energia

L El principio cosmoldgico establece que, a escalas lo suficientemente grandes, el Universo espacialmente es
homogéneo e isétropo.
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en el Universo. Los autores obtuvieron una version modificada de las ecuaciones de Friedman,
ofreciendo una formulacién alternativa a través de un término disipativo que, bajo ciertas
condiciones, modela la constante cosmolégica. Los autores plantearon un modelo action-
dependent, donde el lagrangiano depende de la propia accion, acotando su modelo a un

universo plano.

La motivacién principal de este trabajo, en linea con el realizado por Paiva et. al. (2022), es
ampliar las ecuaciones a un término de curvatura genérica, evitando restringirlas a un universo

con geometria minkowskiana?.

El apartado 2 de este trabajo establece la base tedrica necesaria para el desarrollo matematico
posterior. Se inicia con la presentacién de las ecuaciones de campo de Einstein y la versiéon
clasica de las ecuaciones de Friedman. Ademas, se exponen las ecuaciones cosmoldgicas

derivadas por Paiva, et. al. (2022), con las caracteristicas mencionadas anteriormente.

En el apartado 3, se definen los objetivos de la investigacion, delineando los alcances y metas

gue se pretenden alcanzar mediante el estudio.

Posteriormente, en el apartado 4, se llevan a cabo cdlculos clasicos de relatividad general para

deducir las componentes tensoriales que se integrardn en las ecuaciones de campo.

La contribucidn de este trabajo se encuentra en los siguientes dos apartados. En el apartado
5, se desarrollan las ecuaciones cosmoldgicas que consideran tanto la expansidn del Universo
como su curvatura. Esta derivacidn representa una extension de los resultados obtenidos por

Paiva, et. al. (2022), como se menciond anteriormente.

En el apartado 6 se hace una interpretacion fisica de lo deducido en el apartado anterior,
acotando el andlisis a casos discretos para observar el comportamiento del Universo segun la

componente en distintas épocas.

2 La geometria minkowskiana es una extensién de la geometria euclidiana (plana), que incluye una coordenada
temporal, ademas de las coordenadas espaciales.
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1.1. Justificacion

Una vez derivadas las nuevas ecuaciones cosmoldgicas para un universo que considera
disipacién de energia, expansion, presencia de materia y curvatura, la pregunta a responder
en el presente trabajo es: écudl es la influencia de agregar el término de curvatura en las
ecuaciones modificadas de Friedman? Con esto se obtendra una descripcion, al menos de

forma cualitativa, de la evolucién dindmica de dicho universo.

El trabajo propuesto busca contribuir al avance tedrico en el campo de la gravedad
modificada, proporcionando una base para el desarrollo de modelos matemdticos mas
refinados. Estos modelos podrian ofrecer una explicacién alternativa al modelo cosmoldgico
actual basado en la Relatividad General. Mediante este enfoque, se espera avanzar en la
comprensién de la dindmica cosmolégica y promover el desarrollo de teorias que expandan la

vision actual del Universo.
1.2. Notacion utilizada

La notacion a utilizar en este texto sera necesaria introducirla aqui debido a que se empleard
a partir de desde la siguiente seccion. Se hardn algunos matices con la notacién vectorial y

tensorial tradicional

Durante todo el texto, se estara trabajando continuamente en un espacio-tiempo de cuatro
dimensiones, en coordenadas esféricas, donde t serd la coordenada temporal (tiempo
comovil) y la terna (7, 8, @) seran las coordenadas espaciales, siendo r la coordenada radial,
0 el angulo polar y ¢ el angulo azimutal®. Ademas, se asumird en todo momento que el valor
de la rapidez en el vacio es 1 afio-luz/afio, es decir, ¢ = 1 (razén por la cual la coordenada

temporal es t y no ct). No se asumird ningun otro valor salvo aclaracién explicita.

Para hacer la notacion mas intuitiva, las componentes de los vectores y tensores tendran los
indices t, 7, 0 y ¢ para referirse a tales coordenadas, en lugar de los tipicos 0, 1, 2, 3. Asi pues,
un cuadrivector A tendrd componentes covariantes A, y componentes contravariantes A*

dadas por:

3 En el presente texto, se diferenciaran los simbolos ¢ y ¢. El primero adquirira un significado especifico en el
siguiente apartado.

10
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Ay = (A Ay, A, Ay) AF = (AL, AT, A%, A?) (1)

Andlogamente, un tensor de la forma P,,,, tendra las siguientes componentes:

[

Py Py Prg PUP

P, P. P P
P'm/: T [ r rQ 2)

Po:  Por Poo Poy
Poe  For Pyo  Foy
En general se utilizaran indices libres griegos, pero en caso de aparecer indices latinos, no

tendran un significado especial. También se utilizard continuamente el convenio de suma de

Einstein, el cual se puede consultar en la seccidn 2.4 de Dalarsson (2015) para mas detalles.

Las derivadas parciales se denotaran como subindices del simbolo d, respecto a la variable a
la que se esté derivando. Por ejemplo, las derivadas parciales de una funcion hipotética

N(t, 71,0, @) serian:

; _ 0N aN_aN aN_aN aN_azv 3
= ot ™= or o7 = o0 ¢ =

Por ultimo, se utilizara la notacion tipica de V,, para la derivada covariante.

11
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2. Estado del arte

En este apartado se establece la base tedrica del presente trabajo, se divide en dos secciones
principales. En primer lugar, se presentan las ecuaciones que caracterizan el modelo
cosmolégico actual, las cuales brindan una explicacion de la dindmica evolutiva del Universo.
En segundo lugar, se introduce brevemente el marco conceptual necesario para modelar la

evolucién de un universo que considera la disipacion de energia.
2.1. Ecuaciones cosmologicas clasicas

En esta seccidn se presentaran las ecuaciones cosmoldgicas en su version original, partiendo
de las ecuaciones de campo de la Relatividad General, y concretando progresivamente el

marco conceptual hasta el caso especifico a analizar.
2.1.1. Ecuaciones de campo de Einstein

En 1915, en la publicacién de su Teoria General de la Relatividad, Albert Einstein dio a conocer
sus ecuaciones de campo (Einstein, 1915a), las cuales, escritas en forma tensorial (en su

version final), tienen la forma:

1
Ry — ERg,W +Agyy = 816G Ty, (4)

En donde Ry, es el tensor de Ricci, R es el escalar de curvatura o escalar de Ricci, g, es el
tensor métrico, Ges la constante de gravitacion universal de Newton, T}, es el tensor energia-
momento*y A es la constante cosmoldgica®. El lado izquierdo de la ecuacion da una idea de
la curvatura del espacio-tiempo, y el lado derecho da informacidn sobre el contenido de

materia y energia en dicho espacio-tiempo, causante de su geometria.

El tensor de Ricci y el escalar de curvatura dependen de los simbolos de Christoffel (que a su

vez dependen del tensor métrico y de sus primeras derivadas), y también de las propias

4 En el siguiente epigrafe se daran las definiciones matematicas de Juv» Ruv, Ry Ty, puesto que se utilizardn

para realizar los cdlculos posteriores. En esta seccidon se muestran estas magnitudes a modo de presentacion.

> En la seccién 2.1.2 se daran mas detalles acerca de la naturaleza de la constante cosmoldgica, y se explicara por
qué no sera tenida en cuenta como tal en los calculos del presente texto.

12
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derivadas de los simbolos de Christoffel. Se puede concluir que la ecuacién (4) contiene al

tensor métrico, asi como a sus derivadas de primer y segundo orden (Janssen, 2013).

Por lo expuesto anteriormente, las ecuaciones de campo tienen un caracter fuertemente no
lineal, es decir, la superposicion de dos soluciones no es una nueva solucién (Janssen, 2013).
Dar una solucién completa a estas ecuaciones de campo implica resolver un sistema de diez
ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden acopladas, algo que lo hace casi

imposible de resolver analiticamente (Kotlafik & Kofron, 2022).

Sin embargo, histéricamente se han encontrado diversas soluciones exactas a estas
ecuaciones para casos particulares, la primera de todas fue encontrada por Schwarzschild
unos pocos meses después de la publicacion de la Relatividad General, para un objeto estatico
de simetria esférica (Schwarzschild, 1916). La solucién con la que se trabajara en este texto

sera la métrica FLRW, la cual se discutird brevemente en la secciéon 2.1.3.
2.1.2. Expansion del Universo y la constante cosmoldgica.

En la década de 1920, el astronomo estadounidense Edwin Hubble, en su estudio de galaxias,
descubrid observacionalmente que estas se estaban alejando de la Via Lactea, y alejandose
entre si. Adicionalmente, noté que cuanto mayor era la distancia entre una galaxia y la Via
Lactea, mayor era su velocidad de alejamiento (Kragh & Smith, 2003); la interpretacién de este
descubrimiento fue que el Universo se estaba expandiendo, y seglin observaciones actuales,

lo esta haciendo a un ritmo acelerado (Astier & Pain, 2012).

Una medida del ritmo de expansiéon del Universo es el pardmetro de Hubble, dado por:

O)

~a(t) )

En donde a(t) es el factor de escala, que relaciona la distancia fisica con la distancia comévil,

y a(t) es su derivada temporal (Riddle, 2001).

Las mediciones actuales de la constante de Hubble Hy, = H(t,) (pardmetro de Hubble
evaluado en la época actual) se basan en dos métodos principales, que histéricamente fueron
reduciendo su barra de error, pero no convergen en el mismo valor (dicha discrepancia se

conoce como la “tension de Hubble”). Los métodos se basan en:

13
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e La medicién de anisotropias del fondo césmico de microondas (CMB), realizada por la
colaboracién Planck, combinando informacion de temperatura, mapas de polarizacion
y lensing reconstruction. Asumiendo el modelo ACDM, el valor obtenido fue de H, =
67.4 4+ 0.5 km s™*Mpc~! (Planck Colaboration, 2020).

e Por observacién de supernovas tipo la y cefeidas, combinando los datos del Hubble
Space Telescope (HST) con estudios anteriores, se obtuvo un valor de Hy, = 74.03 +

1.42 km s~ Mpc™1! (Riess, et. al., 2019).

Recientemente se ha propuesto un tercer método, independiente de los citados
anteriormente, basado en ondas gravitacionales con los datos obtenidos por LIGO y VIRGO
(Abbott, et. al., 2021), pero como la cantidad de datos todavia no es suficiente para hacer un
estudio estadistico robusto, las barras de error son ain mejorables. Sin embargo, el valor de

la constante de Hubble reportado por los autores es de Hy = 69117 km s™*Mpc 1.

La expansién del Universo se tiene en cuenta en la ecuacién (4) en el término A, la constante
cosmolégica. Es una constante real, originalmente introducida por Einstein en sus ecuaciones
para permitir la descripcién de un universo finito, cerrado y estatico, en el cual, la geometria
estd determinada solo por la densidad de energia de la materia contenida en él

(Padmanabhan, 2003).

Actualmente, en lugar de describir un universo con las caracteristicas citadas anteriormente,
se utiliza la constante cosmoldgica para describir un universo en expansion, causada por la

llamada energia oscura o energia de vacio, de naturaleza ain desconocida.

Un tratamiento bastante completo acerca de la constante cosmoldgica se puede encontrar en
la revisiéon hecha por Padmanabhan (2003), en donde el autor define una “constante
cosmoldgica efectiva” en funcién a un potencial V(®) como Agrp = A + 81G V(P i), acota

suvalor en A ¢ < 107°¢ cm?, y escribe lo siguiente:

“Si las observaciones son correctas, entonces A.¢y €s una constante muy pequefia, no

nula, y su valor estd extremadamente bien ajustado sin razdn aparente”.

En el presente trabajo, se analiza una propuesta alternativa al modelo estandar de
Cosmologia, reemplazando el término Ag,, en las ecuaciones de campo por un término al
que se le pueda atribuir un significado fisico que tiene que ver con la disipacion de la energia

durante la expansion.

14
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2.1.3. La métrica FLRW

Una métrica que describa el Universo, debe reunir caracteristicas de homogeneidad e
isotropia, como sugieren las observaciones actuales (Secrest, et. al., 2022). Segun Janssen
(2013), la invariancia bajo traslaciones en el espacio, es decir, 7 — 7 + 7, implica que no existe
un punto especial en el espacio, pudiéndose elegir el origen del sistema de coordenadas
arbitrariamente, y esto se conoce como homogeneidad del espacio. Asi también, segun el
mismo autor, el hecho de que todas las direcciones del espacio sean equivalentes y en

consecuencia que no exista una direccion privilegiada, se conoce como isotropia del espacio.

Como se comentd en la seccion 2.1.1, una de las soluciones dadas a la ecuacion (4) es la
métrica que se atribuye (en su version final) a Friedman, Lemaitre, Robertson y Walker (por
las iniciales de los autores, es conocida como la métrica FLRW). Siendo a(t) el factor de escala
definido en la seccién 2.1.2, y k la constante de curvatura del Universo, la métrica FLRW viene

dada por:

2

dr
ds? = —dt? + az(t) <m

+ 1r2d6? + r?sin? @ dq)z) (6)

Esta métrica describe superficies maximalmente simétricas, con curvatura constante vy
secciones espaciales homogéneas e isétropas en todo momento. Todas las direcciones
espaciales evolucionan de la misma manera y, por lo tanto, estan multiplicadas por el mismo
factor de escala, reproduciendo las caracteristicas demandadas de un universo homogéneo e

isdtropo (Janssen, 2013).

En la ecuacién (6), el término k describe la curvatura en un espacio tridimensional en un
instante particular de tiempo. El valor k = 0 corresponde a un modelo de espacio plano,
mientras que k = +1 (curvatura positiva) corresponde a un modelo de universo cerrado y el
valorde k = —1 (curvatura negativa) corresponde a un modelo de universo abierto (Dalarsson

& Dalarsson, 2015).
2.1.4. Ecuaciones de Friedman

Un esbozo de la derivacion de las ecuaciones de Friedman consiste en (i) calcular los simbolos
de Christoffel, el tensor de Ricci y el escalar de curvatura a partir de la métrica (6), (ii) calcular

el tensor energia-momento en coordenadas comoviles y (iii) reemplazar los resultados,
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componente a componente, en las ecuaciones de campo (4). La deduccidon completa se puede
encontrar en Arnau Romeu (2014). En los siguientes parrafos se presentan los resultados

finales.

Al reemplazar la componente tt de cada tensor, se obtiene la primera ecuacidn de Friedman®:

. 2
(O -ttt
En donde se considera que el Universo esta formado por un fluido en equilibrio térmico de
densidad p(t) y presidon p(t); ambas variables son funciones del tiempo (Weinberg, 2008).
Analogamente, si se reemplazan las componentes 7,060 y @@, reproducen en los tres casos
exactamente la misma ecuacion (lo cual evidencia la isotropia espacial), conocida como la

segunda ecuacion de Friedman’:

i 4nG

A
a—T(p+3p)+§ (8)

Las demds componentes, de indices uv para u # v, reproducen soluciones triviales.

El sistema de ecuaciones (7) y (8) contienen tres funciones: a(t), p(t) y p(t), y para resolverlas
se necesita una tercera ecuacion, particularmente una ecuacién de fluido que relacione la
densidad con la presidn. Uzan y Lehoucq (2001) obtienen y analizan soluciones para distintos
escenarios, como los universos EdS (universo plano sin constante cosmoldgica), AdS (universo
plano con constante cosmoldgica positiva) y el de Milne (universo con curvatura hiperbdlica

sin constante cosmoldgica).
2.2. Modelo de expansion del Universo con un modelo no conservativo

El fundamento tedrico que da origen a las ecuaciones de campo que se utilizaran en los
siguientes apartados es el principio variacional de Herglotz, para una revisién se puede

consultar Gaset, et. al. (2022).

8mG Ac? c?

N\ 2
.« . .z . . . a
® La forma tradicional de expresar la ecuacion de Friedman, sin asumir que ¢ = 1, es (g) =P + 5 k=

- . . . . i _ 47mG 3
7 La forma tradicional de expresar la segunda ecuacién de Friedman, sin asumirque ¢ = 1, es = (p + C—Z) +
Ac?
3
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El presente trabajo esta inspirado en el articulo publicado por Paiva, et. al. (2022). Los autores
presentan una aplicacidon cosmoldgica del modelo variacional de Herglotz, en donde la funcién

lagrangiana L es dependiente de la propia accién S(t).

En su versién mecanica, el problema consiste en determinar una curva x(t) que extremice el

valor de la accién S(x) dada por:

b
S(b) = f £(t,x(0), %(6), S(O)dt 9)

a

Donde a < b, aplicando las siguientes condiciones de frontera:
x(a) =x, x(b) =x, (10)

Recalcando que S(x) es un funcional, dependiente de la funcién x(t). La solucién debe

satisfacer la ecuacion generalizada de Euler-Lagrange:

0L d oL 9LIL

T 11
9% dtox | 9S 9% (11)

En el caso de que el langrangiano no dependa de la accién, las ecuaciones (9) y (11) recuperan

la formulacion hamiltoniana clasica.

En la versidn del principio variacional de Herglotz aplicada a teoria de campos, el lagrangiano
pasa a ser funcidn de las coordenadas (como el caso mecdnico), pero también de la métrica 'y

sus derivadas, y tiene la forma:
L=Ly;+P,sY (12)
Donde:
Ly (x*, 9apr 0uGap 040v9ap) = 9" Ruy (13)

Los autores mencionan que, debido a que L; es un invariante (densidad escalar), las
ecuaciones de campo resultantes estaran dadas por una ecuacion tensorial, a la cual no serd

necesaria asociarle un sistema de coordenadas preferencial.
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Para un espacio-tiempo de n dimensiones definido por la variedad suave M, se puede
considerar un subespacio V de frontera (), siendo esta frontera una superficie de Jordan con

vectores normales n,,. Entonces, andlogamente a la ecuacion (9), la accion adquiere la forma:

S(Q) =f nus”wllhld"‘lxzf V,std™x (14)
Q v
Cumpliéndose que:

V”S” = L(xv'gaﬁf avgaﬁfsv) (15)

En donde s es un campo vectorial diferenciable correspondiente a la densidad de la accion y
h es la métrica inducida. Ademas, los autores mencionan que, debido a que £, es funcion de
las segundas derivadas de la métrica, serd necesario imponer otras condiciones de frontera,
ademads de las mencionadas en la ecuacién (10). Dichas condiciones quedan implicitas en la
ecuacion (15), y consisten en que tanto la métrica g, como sus derivadas 9, g,p queden

restringidas a ().

Calculando la variacién de S e igualdndola a cero para cualquier V, es decir, 65(Q)) = 0, se

obtienen las ecuaciones de campo generalizadas:

1 F
Ry — Eng + = ETW (16)

En donde F = F(x). Para el caso de las ecuaciones de campo dadas por (4), F = 167G,
expresion que se utilizara en este trabajo, pero permitiendo que G varie arbitrariamente con

las coordenadas. El tensor de disipacion J,,, es definido como:

];w = q”uv - guvlp (17)

Siendo W, un tensor simétrico dado por:

1
qj;w = E (vvl/)u + Vul/)v) - lpul/)v (18)

De traza ¥ = W = g,

18



Alberto Daniel Fernandez
Modelo disipativo de la expansion del Universo: influencia del término de curvatura

Siguiendo un proceso analogo al descrito en la seccién 2.1.4, se obtienen las ecuaciones de
Friedman modificadas para un espacio plano (k = 0). Siendo ¥, = (¢(t),0,0,0), en la

coordenada temporal, la primera ecuacidon de Friedman modificada es:

()

Para las tres coordenadas espaciales se obtiene el mismo resultado, recalcando que la

2 .
a
- 3E¢ = 8nGp (19)

variedad es espacialmente isotropa. El resultado es la segunda ecuacion de Friedman
modificada:

2

i (a a ,
ZE+(E) —25¢+¢2—¢=—8n6p (20)

Tomando como punto de partida la ecuacién (16), en el presente trabajo se busca derivar

nuevas versiones de las ecuaciones (19) y (20), que contengan un término de curvatura k,

evitando restringirlas a k = 0, para luego evaluar su comportamiento.
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3. Objetivos de la investigacion

Los objetivos generales del trabajo son dos: el primero es derivar la versién modificada de las
ecuaciones de Friedman que incluyan el término de curvatura, y el segundo es realizar una

interpretacion fisica de las mismas.
Para ello, se establecen los siguientes objetivos especificos:

e Reproducir los célculos de relatividad general, referentes tanto a la parte geométrica
como a la parte del contenido de materia y energia del modelo estudiado.

e Deducir las componentes del tensor de disipacion, generalizados para un término de
curvatura genérico.

e Deducir las ecuaciones de Friedman modificadas, para un término de curvatura
genérico, mediante el uso de las ecuaciones de campo.

e Realizar, analitica y graficamente, el estudio del comportamiento de las funciones
obtenidas.

e Asociar los resultados a distintos escenarios posibles del Universo.
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4. Derivacion de tensores comunes al modelo clasico

Los calculos para obtener las ecuaciones de Friedman modificadas seran divididos en dos
apartados. En este apartado se hard la derivacién de los tensores que aparecen tanto en el
modelo estdndar como en el modelo modificado, reproduciendo cdlculos clasicos de
relatividad general, obteniendo expresiones para todos los tensores de la ecuacién de campo
(16), excepto el tensor de disipacién. En el siguiente apartado se llevara a cabo la derivacion
de la contribucidn relacionada con la disipaciéon de energia, llegando finalmente a las

ecuaciones modificadas de Friedman.
4.1. Calculos a partir de la métrica

En este apartado se hard la derivacién de la parte de la ecuacién (16) relacionada con la
geometria del espacio-tiempo. La métrica (6) da informacién de las componentes del tensor
métrico, y a partir de estas componentes, se calcularan las componentes del tensor de Ricci y

el escalar de curvatura.
4.1.1. Componentes covariantes y contravariantes del tensor métrico

Debido a que la métrica (6) esta escrita de la forma ds? = Juvdxtdx" y no existen términos
cruzados (por ejemplo, términos del tipo dtdr), se deduce que las componentes covariantes

del tensor métrico son:

Jee = —1 (21.1) Jog = a’r? (21.3)

a2

=T (21.2) 9pp = a*r?sin? 6 (21.4)

gT‘T

Donde, por simplicidad, el factor de escala a(t) se denoté como a. Debido a que el tensor
métrico se puede representar como una matriz diagonal, las componentes contravariantes,
qgue responden a la inversa de dicha matriz, se obtienen simplemente de la inversa de cada
componente, es decir, para cada componente g,,, la componente contravariante

correspondiente es:

1
W= — (22)
I Iuv
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Explicitamente, las componentes son:

1
66 _
gtt — 1 (23.1) g’ = 2272 (23.3)
1—kr? 23.2 oo L
gTT = — ( : ) g - azrz Sinz 9 (234)

a?

4.1.2. Simbolos de Christoffel

Los simbolos de Christoffel se calculan a partir de las componentes de la métrica, siguiendo la

expresion general:

1
va =59 (3y9p1+ 0295y — Opgya) (24)

Asumiendo que cada componente F)f‘l es simétrica respecto a los indices inferiores y y 4, es

decir, F]f‘l = Fg'j. Como ejemplo, para calcular el simbolo T, en la ecuacién (24), se reemplaza

a=ryy =A=r,quedando:

1
Frtr = Egtﬁ(argﬁr + argﬁr - aﬁgrr) (25)

Para que gtﬁ sea no nula, se debe cumplir que B = t, pues g'* es la Gnica componente no
nula de la métrica (6) con al menos un indice igual a t. Luego, ya que g*¢ es constante (ecuacidn
(23.1)), su derivada respecto a cualquier coordenada son cero, lo cual anula los primeros dos

términos de la ecuacidn. La ecuacién (25) queda reducida a:

1
Frgr = Egtt(_atgrr) (26)

Y, reemplazando los valores de las componentes del tensor métrico dados por (23.1) y (21.2)

en la ecuacion (26), se sigue que:

It = 1(—1) [—at <a—2>l (27)
™2 1—kr2
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Desarrollando la derivada temporal y reduciendo los términos se llega a:

aa

Un calculo detallado de todos los simbolos de Christoffel se muestra en el Anexo A, donde se
observa que la mayoria de las componentes son nulas. A continuacion, se resumen los

valores de las componentes no nulas de los simbolos de Christoffel:

e Componentes que poseen indice superior t:

aa ) . .
It = T2 (29.1) [y = aar? (29.2) T}, =aar®sin®6  (29.3)

e Componentes que poseen indice superior r:
rr=rr =2 (30.1) Ige = —r(1—kr?) (30.3)
a

Ir. = % (30.2) [pp =—T1 sin? 8 (1 — kr?) (30.4)

e Componentes que poseen indice superior 9:

a 1 .
=T =— (11 MY =T§ =~ (31.2) T§, =—sinfcosf (31.3)

e Componentes que poseen indice superior ¢:

a 1 cos @
o _pe = o _pre __ o _pre _
Ty = Tg = - (32.1) Ly, =Ty = - (32.2) 15, =T, = e (32.3)
4.1.3. Tensor de Ricci
Las componentes del tensor de Ricci se calculan a partir de los simbolos de Christoffel
siguiendo la expresién:
Rap = 02T ag — 0pT3y + Tagly — Toalls (33)
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El mismo es simétrico respecto a los indices inferiores, es decir, Ryg = Rp, (Dalarsson &
Dalarsson, 2015). Un célculo detallado de todas las componentes se da en el Anexo B. Las

componentes Rqp con a # 8 son nulas.

Como ejemplo, se muestra el calculo de la componente Ry, para la cual, la ecuacién (33)

adquiere la forma:
Ry = 6,1[‘{} - 6tFt’}1 + Fg/tn}/l - ttlrmft (34)

Ningun simbolo de Christoffel no nulo (resultados de la seccién 4.1.2) tiene componentes
inferiores tt, por lo que el primer término y el tercer término de la ecuacién son nulos,

independientemente de los valores de A y v. Para el segundo término, los términos no nulos

de la forma F{}L correspondena A = (1,0, @), por lo que:
MG =T4 +T% + T (35)

Segun los resultados de la seccion 4.1.2, I}, = T = Ft‘ﬁ) = a/a, por lo tanto, para la ecuacién

(35) se cumple que:
a
rA = 3~ (36)

En cuanto al ultimo término de la ecuacion (34), las componentes que cumplen las condiciones
para los indices libres A y v son los que tienen la forma Ft’} endonde A = (1,6, @), por lo que

dicho término queda reducido a:
2 2
ol = ()% + (15)" + (T,) (37)

Donde, segun lo mencionado anteriormente, I}, = Ft% = Ft‘fp =a/a, y la ecuacion (37)

gueda:

a2
F&Fft= (E) (38)

24



Alberto Daniel Fernandez
Modelo disipativo de la expansion del Universo: influencia del término de curvatura

Introduciendo los resultados de las ecuaciones (36) y (38) en la ecuacion (34):

2

Ry = —30, (g) -3 (9) (39)

a

Finalmente, desarrollando la derivada temporal y reduciendo los términos, se llega a que

Rtf = _3 d/a.

Las componentes no nulas del tensor de Ricci se resumen a continuacioén:
a
Ry = —3-— (40.1) Rgg =1%(24% + ad + 2k) (40.3)
a

2a% + ad + 2k
= 1 — kr?

(40.2) Ry, =r?sin*6(2a® + ad + 2k)  (40.4)

4.1.4. Escalar de curvatura

La expresion general del escalar de curvatura es (Dalarsson & Dalarsson, 2015):
R = g""Ry, (41)

Donde las componentes del tensor de Ricci son dadas en (40), y las componentes
contravariantes del tensor métrico se obtienen de las ecuaciones (23). Desarrollando la

ecuacion anterior (41) componente a componente, se obtiene:
R=g"Ri + g Rer + 9% Rog + 99" Ry (42)

Donde, reemplazando los valores anteriormente mencionados:

d 1—kr?(2a%+ ad + 2k 1 o2 .
R=3—+ -r%(2a% + ad + 2k)
a a? 1—kr? r2a?
(43)
1
2 . 2 .2 .o
mr sin“ 6 (2a + aa + Zk)
Finalmente, reduciendo los términos, se obtiene:
. .2
a a k
R=6—+6(—> +6— (44)
a a a
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4.2. Tensor energia-momento
En la seccidn anterior se obtuvieron ecuaciones para la parte geométrica del espacio-tiempo.
Ahora se revisara la parte que responde a la causante de la curvatura de dicha geometria: el

contenido de materia y energia, reflejado en el tensor energia-momento. La expresidén general

del tensor energia-momento viene dada por (Weinberg, 2008):
T,LLV = (P + p)uuuv + P9 (45)

En donde p representa la densidad, p la presion y u, las componentes de la cuadrivelocidad.
Tomando un sistema de referencia comovil, las componentes del vector u, valen (Dalarsson

& Dalarsson, 2015):
u, =(1,0,0,0) (46)

Debido a que, segun la ecuacion anterior, u, = uy = u, = 0, el primer término de la ecuacion

(45) se anula en estas coordenadas. Para la componente temporal Ty, se tiene que:

Tee = (p + Pugue + PYGee (47)

En tanto que, las expresiones para las componentes espaciales se reducen a:

Tha = pgar (48)

Donde A = (1,6,¢). El siguiente paso es introducir, componente a componente, las
ecuaciones (21) y (46) en las expresiones (46) y (47). Finalmente, las componentes del tensor

T,y vienen dadas por:

Ty =p (49.1) Tyo = pa’r? (49.3)

2

T, = Pz (49.2) Tpp = Pa’r?sin® 0 (49.4)

En el siguiente apartado se necesitara tener disponible las expresiones para el tensor energia-
momento expresado como un tensor del tipo [1,1], es decir, de la forma T,}’. Para subiruno de
los indices, se usan las componentes contravariantes del tensor métrico, dados por las

ecuaciones (23), mediante la operacién:
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T;Y = g"Tyy (50)

Como ambos tensores son tales que sus Unicos términos no nulos cumplen que 4 = v = a en

la ecuacién (50), las componentes buscadas se reducen a T,{'l = gMTy, con 1 = (t,1,0, ).

Entonces, para la parte temporal se tiene que:
Tt =—p (51)
Mientras que, para las componentes espaciales:

TF=T§ =TS =p (52)

Todas las ecuaciones obtenidas en este apartado serdn utilizadas en el siguiente para evaluar

las ecuaciones de campo (16).
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5. Derivacion de las nuevas ecuaciones cosmologicas

En la primera parte de este apartado, se calculara la parte no conservativa de las ecuaciones
de campo (16). Utilizando estos resultados junto con los del apartado anterior, en la segunda

parte, se obtendran las ecuaciones modificadas de Friedman.
5.1. Términos de disipacion

Se procedera en orden inverso al orden de presentacién de las ecuaciones en la secciéon 2.2,
calculando primero las derivadas covariantes de la 1-forma i,, para luego calcular las

componentes del tensor ¥,,,,, su traza ¥ y finalmente el tensor de disipacion k,,,,.
5.1.1. Derivadas covariantes de ¥,

Segun lo expresado en la seccion 2.2, la 1-forma i, sigue la expresion:

Y, = (¢(t),0,0,0) (53)

Serd necesario aplicar la derivada covariante sobre la ecuacion (53). Para una 1-forma, esta se

calcula por:

vvlpu = avl/),u - F;%vlp)l (54)

De acuerdo a (53), para que el primer término no se anule, tanto 4 como v deberan ser iguales
a t, puesto que la unica componente no nula de 1, es la temporal, que a su vez es funcion
exclusiva del tiempo. En cuanto al segundo término, este no se anula soloen el casode A = t,
por lo que el simbolo de Christoffel debe tener la forma F‘fv. De acuerdo a lo expuesto en la
seccion 4.1.2, los simbolos que cumplen esa condicion son Ty, Ty y T,. Por lo tanto, las

Unicas componentes no nulas de la ecuacidn (54) seran aquellas en que u = v.

Segun lo expuesto en el parrafo anterior, la componente temporal tiene la forma V¢, =
0.y — T, en donde T = 0, mientras que las componentes espaciales tienen la forma
Voo = 0y — TEa:, en donde 0,4y, =0, para a = (r,0,¢). Por lo tanto, las

componentes no nulas obtenidas de la ecuacién (54) son:
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Ve = ¢ (55.1) Vopg = —aar?¢ (55.3)
V4, = —1_a—ir2¢ (55.2) Vo, = —aar?sin®6 ¢ (55.4)

5.1.2. Calculo del tensor ¥,

Con base en el resultado de la seccion anterior, las componentes no nulas de la ecuacién (18)
aparecen cuando u = v, puesto que, parau # v, se deduce que V,,3p,, = 0, asicomo para u #

tov # t, por la ecuacion (53), Y, = ¥, = 0. La componente temporal del tensor ¥,,,, es:

R (56)

En tanto que las componentes espaciales se reducen a:

Woa = Vathg (57)

Paraa = (1,0, ¢). Por lo tanto, las componentes no nulas del tensor ‘PW son:

Wy = ¢ — ¢? (58.1) Yoo = —aariep (58.3)
aa . .
Y = —mcp (58.2) ¥Y,, = —aar®sin® 6 ¢ (58.4)

Al igual que ocurria con el tensor energia-momento, se necesitara expresar el tensor en su
forma ‘P,ﬁ‘. Para subir uno de los indices del tensor y expresarlo de la forma [1,1], se utilizan

las componentes contravariantes de la métrica, dadas por las ecuaciones dadas en (23):
yit = ghayg (59)

Donde, de nuevo, solo se encuentran componentes no nulas cuando y = v = . Para la

coordenada espacial se tiene que:
W = ¢? — ¢ (60)

En tanto que para las coordenadas espaciales:

Yr=yf =yl =_—¢ (61)
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5.1.3. Calculo del escalar ¥

Segun lo expresado en la seccion 2.2, a la traza del tensor ¥, se la conoce como W. Esta se

calcula con las componentes contravariantes del tensor métrico, dadas por (23), mediante la

relacion:

Y=Y =gy, (62)
Desarrollando el sumatorio:
Y = g Wy + g7 + g9 + 9P Wy, (63)
Se reemplazan las funciones:
. 1 —kr? aa 1 ,
¥=(D(0-9¢7)+ a? <_ 1—kr? ¢> * a?r? (-adr®¢)
(64)
g (~air?sin? 6.9)
azrzsinzg - oo S ¢
Para finalmente obtener:
, a
V=9¢"-¢-3-¢ (65)

5.1.4. Tensor de disipacion

A partir de la ecuacion (17) se obtienen las componentes del tensor J,;,,, teniendo en cuenta
que si u # v, tanto g,, como ¥, son nulos, y por lo tanto la componente j,, es nula. La

expresion para las componentes no nulas se reduce a J;; = W33 — g W, parad = (t,7,6, ).

Por lo tanto, utilizando los valores obtenidos en las ecuaciones (58), (21) y (65) para evaluar
la ecuacidn (17), componente a componente, se deduce que las componentes no nulas del

tensor de disipacién son:

Joo = _33‘1’ _ _3%(]5 66.1)  Joo =7?(2ad—a?¢? +a?9) (66.3)

B (2aa — a?¢? + a?¢)
B 1 — kr?

(66.2) Jop =77sin*0 (2aa — a®¢? + a*p)  (66.4)

]TT
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5.2. Ecuaciones modificadas de Friedman

Para evaluar la ecuacidn (16), se utilizaran los siguientes resultados, obtenidos en secciones

anteriores:

e Componentes del tensor de Ricci, de la seccion 4.1.3

e Escalar de curvatura, de la seccion 4.1.4

e Componentes covariantes del tensor métrico, secciéon 4.1.1
e Componentes del tensor de disipacién, seccién 5.1.4

e Componentes del tensor energia-momento, seccion 4.2

También se utilizara el hecho de que F = 161G, recordando que, a lo largo de todo el trabajo,
se estd adoptando que ¢ = 1. Se evaluaran por separado la coordenada temporal y las
coordenadas espaciales. Las Unicas soluciones no triviales ocurren cuando los indices sean

iguales, puesto que, para u # v, tanto Ry, g,v, /v cOmo Ty, son nulos.
5.2.1. Solucion para la coordenada temporal

Evaluando la ecuacion (16) para u = v = t, esta se reduce a:

1
Ryt — EgttR + Jie = 810G Tyt (67)

Introduciendo los términos mencionados en la introduccién a esta seccion, resulta que:
Bd 1( 1) 6d+6<d)2+6k 3a = 8nG (68)
a 2 a a a? ad) - onbp

Y reduciendo los términos, se llega a:

.. 2 .

a k a

i ~ _3-¢ = (69)
3(a> +3a2 3a¢ 8nGp

La cual constituye la primera ecuacidn de Friedman, en su version modificada, la cual incluye
el término de disipacion ¢ y el término de curvatura k. Las funciones desconocidas en esta

ecuacion son el factor de escala a, el término de disipacién ¢, la funcién G8 y la densidad p.

8 Segun lo expresado en la seccién 2.2, G es, en principio, una funcién de las coordenadas.

31



Alberto Daniel Fernandez
Modelo disipativo de la expansion del Universo: influencia del término de curvatura

5.2.2. Solucién para las coordenadas espaciales

A modo de ejemplo, para la coordenada r, se tiene que la ecuacion (16) adopta la forma:

1 8nG
Ry — EgrrR + = 7Trr (70)

E introduciendo los resultados de las secciones mencionadas anteriormente, se tiene que:

22 +ad+2k 1( a2 i a2 k
— = 6—+6(—> +6—
a a a

1— kr? 2\1— kr?
(71)
. 2 42 2 i az
+1_kr2(2aaq.')—a ¢o°+a ¢)—8nGp1_kr2
Reduciendo los términos en la expresion anterior:
2d+<a)2+k zd + ¢ — ¢ =-8nG (72)
ctlg) tgz 2,9 +¢"—¢=-8nGp

La cual representa la segunda ecuacién de Friedman, en su version modificada, que incluye

los términos de disipacién ¢ y curvatura k. Las funciones desconocidas en esta ecuacién son

el factor de escala a, el término de disipacion ¢, la funcién Gy la presién p.

Se puede comprobar que la coordenada 0 reproduzce también la ecuacién (72) notando que
las componentes de los tensores implicados en las ecuaciones de campo cumplen las

siguientes relaciones:
Rog = r2(1 — kr®)R,., (73.1) Joo =172(1 — kr?)],, (73.3)
Joo =121 — kr?)g,, (73.2) Tog = r2(1 — kr?®)T,, (73.4)
Analogamente, para la coordenada ¢ se puede demostrar que:
Ry =12sin® 0 (1 — kr®)R,, (74.1) Jop =1%sin® 6 (1 — kr?)],, (74.3)

Gpp =7%sin? 0 (1 —kr?)g,,  (74.2) Tpp = 1%sin® 6 (1 — kr?)T,, (74.4)

9 Segun lo expresado en la seccién 2.2, G es, en principio, una funcién de las coordenadas.
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La proporcionalidad entre las componentes hace que las coordenadas espaciales 8 y ¢
también reproduzcan la ecuacion (72), y esto se explica debido a que el espacio-tiempo
considerado cumple las condiciones de isotropia, es decir, sus caracteristicas son

independientes de la direccidon de observacién.
5.3. Identidad de Bianchi

El tensor de Ricci y el escalar de curvatura tienen la propiedad de que sus derivadas
covariantes valen cero. Aplicando la derivada covariante a ambos lados de las ecuaciones de

campo (16), tal como se observa en Paiva, et. al. (2022), se obtiene la identidad de Bianchi:
Lo (FTY) = v, WY — 670 (75)
EVV(FT,J =V, ¥y —5Y0,¥

Desarrollando el lado izquierdo de la ecuacidn:

v,(FTY) =TYd,F + FV, T (76)

En donde la derivada covariante del tensor energia momento es V,T) = 9,T) + [/, T; —

FfvT[}’. Tomando u = t, la ecuacién (76) queda:

V,(FTY) = TY0,F + F[0,T¢ + I3, T¢ — T4 T}] (77)

En esta Ultima ecuacion se puede notar que:

e Los términos TYd,F y 0, T no seran nulos solosiv = t.
e Paraque el término [}, T, se debe cumplir que o = t, pero se deja un indice libre v.
Revisando los valores de los simbolos de Christoffel en la secciéon 4.1.2, las

componentes no nulas de la forma I}, son I, Fteg y Ft‘fo.

B

e Enel término I}, T4, la componente del tensor energia-momento no seré nula siv =

B. Imponiendo esto sobre el simbolo de Christoffel, se encuentra de nuevo la
necesidad de utilizar los componentes de la forma [, mencionados en el punto

anterior.

Escribiendo la ecuacién (77) tal que solo aparezcan las componentes no nulas, se tiene que:

33



Alberto Daniel Fernandez
Modelo disipativo de la expansion del Universo: influencia del término de curvatura

V,(FTY) = TY0,F + F[0,Tf + T(TY, + TS + rgg,) — (TL.TF + T4TE + r;pr;”)] (78)

Introduciendo en la ecuacion (78): (i) los valores de los simbolos de Christoffel (seccion 4.1.2),
(ii) las componentes del tensor energia-momento dadas por las ecuaciones (51) y (52), y (iii)

admitiendo que F = 161G, la expresion resultante simplificada queda:
. a
V,(FTY) = —16nGp — 167G [p +3 E(p + p) (79)

En cuanto al lado derecho de la ecuacién (75), y aplicando la derivada covariante sobre ¥/, se

tiene:
VWY — 810, = 0,W) + TYWI — Th Wy — 870, (80)

Se toma también u = t, y se realiza un razonamiento parecido al hecho anteriormente para

descartar las componentes nulas. La expresion queda expandida de la siguiente forma:

VWY = 80,9 = 0,W + WE(T + T + T7)) — (TLW + THWE + T wy) — 6f0, ¥ (81)

Introduciendo los simbolos de Christoffel (seccidon 4.1.2) correspondientes, asi como las
componentes del tensor W}, obtenidas de las ecuaciones (60) y (61), y utilizando la expresién

(65), se evalua la ecuacidon (81). La expresién simplificada resultante es:
a a
VWY — 6Y0,W =3 (E + E(])) ¢ (82)

Igualando los resultados obtenidos en las ecuaciones (79) y (82), y reordenando la expresion,

se sigue que:
i a . a
3<E+E¢)¢+8n6p=—8ﬂ0 p+3—(p+p) (83)

En donde el término entre corchetes representa la derivada covariante del tensor energia-

momento, por lo que la ecuacién anterior se puede escribir como:

i a .
3 (E + E(p) ¢ + 8nGp = —8nGV, Ty (84)
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5.4. Forma final de las ecuaciones modificadas de Friedman

Recuperando los resultados de la seccion anterior, se repiten a continuacion las versiones

modificadas de las ecuaciones de Friedman:

Primera ecuacion de Friedman modificada, ecuacion (69):

3(&) +3%-3%p — o
a a? aqb_ Tup

Segunda ecuacion de Friedman modificada, ecuacion (72):

a a
el
a a

Estas ecuaciones son los resultados mds importantes de este trabajo, la primera ecuacién se

2

kK _a ,
+5=2-¢ +¢* — = —8uGp

utilizara para obtener una funcién de densidad respecto al tiempo, mientras que de la segunda
se obtendra una funcién de la presién respecto al tiempo. En el siguiente apartado se realizard

un estudio cualitativo en distintos escenarios de dichas ecuaciones.
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6. Interpretacion fisica

De acuerdo con Paiva, et. al. (2022), en un sistema se puede conservar el tensor energia-
momento, aun cuando exista disipacién de energia. Esta condiciéon se impondrd mediante la
condicién V, T/ = 0. Si ademds se considera que el pardmetro G es constante, la ecuacién

(84) tiene la forma:

3(§+g¢)¢=0 (85)

En donde, aislando ¢, se tienen dos soluciones. La primera es la solucion trivial, ¢ = 0. La

segunda, que es la que se utilizard en los subapartados siguientes, esta dada por:

i
—_Z 86
¢=—= (86)
Cuya derivada de primer orden es:

(3) . Py

. a?a—a
p=——" (87)

a

En donde a® es la derivada de tercer orden del factor de escala.

En este apartado se pondrd a prueba el modelo derivado en el apartado anterior. Lo primero
sera ver como responde la ecuacién (69) a un modelo de universo cuyo Unico componente es
la curvatura, y en la segunda parte de este apartado se agregara un segundo componente: la

materia.
6.1. Primera ecuacion de Friedman modificada en un universo solo con curvatura

Para un universo cuyo Unico componente es la curvatura, en la ecuacion (69) se considera el

valor de p = 0. Entonces:

(E) _ ke, (88)

a

Esta ecuacion tiene dos parametros libres, ¢ y el factor de escala. Para tener una solucién
analitica se debe imponer una ecuacidén mas, y sera la dada por la ecuacién (86). El resultado

de hacer esto es:
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o5t

Si ademas se asume que el factor de escala sigue una ley de potencias, en donde a(t,) = a,,

siendo t, el tiempo presente, se tiene que:

a(t) = aq (é)a (90)

Cuya derivada de primer orden es:
a (91)

Y la de segundo orden:

a=#a (92)

Calcular la derivada de tercer orden también sera de utilidad en la siguiente seccidn, la misma

viene dada por:

o = 8@ 123(“ ~2, (93)

Introduciendo las expresiones dadas por (90), (91) y (92) en la ecuacién (89), se deduce que:
(94)

Para estimar un valor de a se consideraran tres casos, de acuerdo al valor que pueda tener el

parametro k:
6.1.1. Universo plano, k =0

Imponiendo en la ecuacion (94) el valor de k = 0, se tiene:

“_2 — _M (95)
t2 t2

37



Alberto Daniel Fernandez
Modelo disipativo de la expansion del Universo: influencia del término de curvatura

En donde, para cualquier valor de t, se tienen dos soluciones para a: la primera implica que
a = 0, es decir, a = a,; representa un universo estatico, sin expansion, resultado légico tras
hacer cero su Unica componente, la curvatura, no existe causa que haga que se acelere. La

segunda solucién estd dada por @ = 1/2. La ecuacidn del factor de escala viene dada por:

1
a(t) = ag (é) & (96)
Si se considera una ecuacion de estado genéricap = wp, paraa = 1/2, el valor que adquiere
el pardmetro de la ecuacién de estado w es 1/3, valor tipico de la radiacién (Riddle, 2001). Se
tiene un universo plano sin materia, pero con disipacion. La interpretacion de este resultado
es que la expansidn de este universo, causada por la disipacidn, posee un comportamiento

equivalente al de un universo cuyo Unico componente es la radiacion.
6.1.2. Universo cerrado, k = +1

Imponiendo en la ecuacién (94) el valor de k = +1, y tomando a, = 1, se tiene:

a? t\ %% al(a—1
¢ __ <_) _ae—D (97)
t? to t?
En donde, reordenando los términos:
9.2 2a
a—2a” " (98)

t2 - tZ(Z

Si ambas expresiones son iguales, al hacer una comparacion del orden de cada miembro para
t, se tiene que t? « t?%, es decir, « = 1. Como condicién adicional, tg"‘ debe ser positivo
(exponente par), por lo tanto, la expresién a — 2a? también debe serlo, lo cual se cumple
para 0 < a < 1/2. Esto es una contradiccién para @ = 1, y no se analizard esta solucion.
Acorde con Steigman & Turner (1983), un universo con curvatura positiva no estarad en
expansion, y se necesita la presencia de otro componente. Se ha identificado la primera

limitacion del modelo.
6.1.3. Universo abierto, k = —1

En ese caso se impone en la ecuacioén (94) el valor de k = —1, con ay = 1, se tiene:
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2 t -2a -1
() a(a—1) (99)
t? to t?
Reordenando:
2 2a
2a° —a_ & (100)

t2 _tZ_a’

Andlogamente al caso anterior, si ambas expresiones son iguales, t? o t?%, y a = 1. En este
caso, la condicién de que t2% sea positivo, conduce a que 2a? — a debe ser positivo, y por lo
tanto que a debe ser mayor a 1/2, lo cual es coherente con el resultado anterior de a = 1.

Bajo esta condicidn, se tiene que:

a=a (é) (101)

Se trata de un universo cuya expansién ocurre a rapidez constante, sin acelerarse ni frenarse.

Los tres resultados obtenidos en esta seccidn coinciden con los obtenidos en un modelo que
no considera disipacion en las mismas condiciones, reproduciendo el modelo de Milne (E.,

1935).

A falta de una descripcion mas amplia, en el siguiente apartado se considera un modelo de

universo con disipacion, curvatura y materia.
6.2. Modelo con disipacion, curvatura y materia sujeta a una ley de potencias

Volviendo a las ecuaciones de Friedman modificadas, en la ecuacidn (69) se reemplazan la
expresion de ¢ dada por las ecuaciones (86), obteniendo:

2 ..
k

+3E+3_E (102)
a a

a
8nGp =3 (E)
La cual es una expresion de la densidad en funcion del factor de escala y sus derivadas. Si se
tiene una funcién explicita del factor de escala, se podria expresar la evolucién de la densidad
con el tiempo. Se opta, de nuevo, por expresar el factor de escala como una ley de potencias
delaformaa(t) = ay(t/ty)%, en donde a(t,) = a,. Reemplazando las expresiones (90), (91)

y (92) en la ecuacién (102) y simplificando, se obtiene:
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8nGp(t) =

3a(2a — 1) N %< t )-2“ (103)

t2 a3 \t,

Definiendo el parametro adimensional { = t/t,, cuya evolucidn es idéntica a la evolucién del

tiempo coordenado, la expresidn anterior se convierte en:

3a(2a—1) 3k

e +— {7 (104)

8nGp({) = —
Qo
En este caso, { representaria la fraccion de la edad del universo, respecto a su edad actual. Si

t =ty, { = 1. Por ejemplo, { = 0.5 representa a un universo que tiene la mitad de la edad

gue el actual. El comportamiento de la ecuacidn (104) se estudiard en las secciones siguientes.

Para obtener la evolucién temporal de la presiéon, en la ecuacién (72) se impone también la

condicién (86), que junto con la ecuacién (87), dan las expresiones para ¢ y ¢. La expresion

simplificada viene dada por:
3) . .. 2
a a [a k
8nGp(t) = —|—+4—+ <—) +— (105)
a a \a a
Y, de nuevo, imponiendo que el factor de escala siga una ley exponencial, se utilizan las

ecuaciones (90), (91), (92) y (93) para expresar la presidn, dada por la ecuacién anterior, como

funcién explicita del tiempo:

a(7—6a)—2 Kk [t\%®
8rGp(t) = —-— (—) 106
nGp(t) > 2 \ig (106)
Introduciendo también el parametro ¢, se obtiene:
a(7—6a)—2 k
BuGp(q) = L 002 X o (107)

272
to¢ Qo
Cuyo comportamiento también se analizara en las secciones siguientes.

Argumentando de nuevo que la componente dominante del universo sigue una ecuacién de
estado de laformap = wp, la expresion de w, teniendo en cuenta las ecuaciones (104) y (107)

sera:
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a(7-6a)—2 k1

_ tgzz a(Z) {205
w({) = 3a(2a-1) _ 3k 1 (108)
tgcz a(Z) Cza

Donde, por conveniencia, el término { 2% se expresé como (1/)%%.
6.2.1. Condicién de densidad positiva

Se considera que la densidad, por motivos fisicos, solo admite valores positivos, pues nunca
se ha observado densidades negativas. Por la forma de la ecuacién (104), analiticamente se
espera un cambio de signo en la densidad, por lo tanto, existe un valor critico de { en donde

se observa dicho cambio. Imponiendo la condicién p = 0 en dicha ecuacion, resulta:

_r

2 2(a+1)

%)

o (109)
kt?

Cerie = I a(l— za)l

Que el signo de la densidad pase de positivo a negativo o viceversa en { = (.., dependera
del valor de a considerado en la ecuaciéon (104). Por ejemplo, para k = +1 y a = 0.410, se
observa que la densidad pasa de un valor negativo a un valor positivo en { = 0.12, como se
muestra en la Figura 1. Por lo mencionado antes, dicho comportamiento no es el esperado

para la densidad.

Dos ejemplos en donde |la densidad admite solo valores positivos se muestran en la Figura 2,
correspondientes a k = 0y k = +1, respectivamente. La disminucidn de la densidad con el
tiempo (representado por {) también parece ldgica (Jones, 2017). Para k = —1, la densidad

posee valores negativos, por lo menos en algin tramo del dominio de a.

10 para los graficos mostrados en el trabajo, se asumieron los valores de a, = 1y t, = 1.
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1.2 383 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 1. Comportamiento de la densidad respecto a {, para k = +1y a = 0.4. Fuente:

elaboracidn propia.
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Figura 2. Evolucion de la densidad respecto al pardmetro { para (a) k =0,a = 2/3 vy (b)
k = +1,a = 2.Se observan solo valores positivos de p, asi como una disminuciéon respecto
a (. Fuente: elaboracién propia.

Por lo tanto, la condicién de densidad positiva seran aquellos valores de a para los cuales la
ecuacion (109) reproduzca analiticamente un valor de {,..;+ < 0, o bien para los cuales no
tenga un valor posible de {.,;;. El analisis detallado de dichos valores queda fuera del alcance
de este trabajo. Sin embargo, en las secciones siguientes, se evaluaran los valores asintéticos
gue puedan tener las funciones de densidad, presién y el pardmetro de ecuaciéon de estado

.
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6.2.2. Valores asintéticos de la densidad
Para determinar los valores asintdticos de la ecuacidn (104), el analisis matematico se hard

sobre sus dos términos por separado, y de acuerdo al valor de la curvatura k, se sumaran

dichos términos.

Debido a larelacion entre { y t definida al inicio de esta seccidn, se puede concluir que, cuando
t = 0, ¢ también lo hace, asi como cuando t — o, { = oo. Por lo tanto, si una funcidn se

puede expresar tanto como f(t) y g({), se cumple que, cuando t = 0:

lim £(8) = limg($) (110)
Y, analogamente, cuando t — oo, se cumple que:

lim f(&) = lim g(¢) (111)

En este caso, f(t) representa a la ecuacidn (103) y g({) a la ecuacién (104).

6.2.2.1. Limite cuandot — 0

Bajo la condicion (81), se aplica el limite cuando { = 0 sobre la ecuacién (104):

_ . [3aQa—-1) 3k _,

lim8nGp = lim |———+— (¢ (112)

¢-0 ¢-0 {2t ag
En cuanto al primer término de la expresion, el signo del numerador determinara si el
resultado del limite es +00 0 —oo. Para que el numerador sea positivo, se debe cumplir que
3a y 2a — 1 sean del mismo signo. Si ambas expresiones son positivas, se requiere que a >
1/2, en cambio, si ambas expresiones son negativas, la condicion necesaria es que a < 0.
Paralosvaloresde @ = 0y a = 1/2 la expresion 3a(2a — 1) es exactamente 0, por lo que el

valor del limite también es 0 en dichos casos. Tras aplicar el limite con estas observaciones, se

obtiene que:
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o0 si—,o<a<0
0 sia=0
3a(2a—1 — si0<a<l
lim(—2)= - . 2 (113)
-0 (2ty 1
0 sia = -
2
.1
oo 5|5<a<oo

En cuanto al segundo término, el valor del limite dependera del signo del exponente —2a. El

cambio de signo se da en @ = 0, donde el valor del limite es 3k /a2. Al aplicar el limite:

si—o<a<0

li 3K r-2a _ 3k ia=0 114
{1_r>13agf = ag sia = (114)
[e's) si0<a <o

Para un universo plano, k = 0, y el segundo término desaparece; por lo tanto, el limite sobre

la densidad serd el mismo que el obtenido en el primer término:

0 si—,o< a<0
0 sia=0
— o si0<a <=
1{1_r>r(1)8nGp= < 2 (115)

0 sia=l

2

1

oo 5|5<a<oo

Donde se evidencia otra debilidad del modelo, al reproducir densidades negativas.

Para un universo de curvatura positiva, se tiene que k = +1. Aplicando las propiedades de los

limites sobre la ecuacién (112):

_ o [Ba(2a—1)
lim8nGp = lim [————
{—0 {—0

3
720 +lim —Zc-ml , k=1 (116)

{=0]ag

Y, por lo tanto, se deduce que el limite de la densidad estara dado por las contribuciones de

los resultados (113) y (114). Analizando la funcién por tramos, los resultados se resumen en

la Tabla 1.
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Tabla 1. Resumen de los resultados al evaluar los limites de densidad cuando{ - Oy k = +1

en las ecuaciones (114) y (115), para distintos rangos de a

1 1
Intervalo —o<a<0 a=0 O<a<-= a== —-<a< o
2 2 2
Contribucién del
o0 0 —00 0 fo'e}
primer término
Contribucién del 3
0 — 00 00 00
segundo término ag

Fuente: elaboracidn propia.

Para levantar la discontinuidad del tipo oo — oo del intervalo 0 < @ < 1/2, se multiplica la

ecuacion (112) por {2 /?, obteniendo:

306(2‘:-1) n z_’;cz(l—a)
lim 8nGp = lim —> . (117)
=0 {0 {2
Tras aplicar la regla de L’Hopital y reducir los términos, se llega a:
lim 8nGp = limi (1-a){ %@ (118)
{0 ¢~o0ag

El Unico término susceptible de ser negativo en la expresién es (1 — «), el cual para los valores
considerados de a, no lo es. Asi también, el exponente —2a es siempre negativo para el

intervalo considerado. Se deduce entonces que, para 0 < a < 1/2:

lzin(l)SnGp:OO , 0<a<1/2 (119)

Entonces, para un universo de curvatura positiva, se deduce que:

1) si—o<a<0

lim 8wGp = 3 ia=0

e Rl P sia = (120)
Io'e) si0<a <o

Considerando que en un universo temprano toda la materia estaba concentrada en un espacio

reducido, con densidades estimadas en el orden de 10?7 g/cm3 (Jones, 2017), el resultado
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parece logico. También se reafirma lo mencionado en la seccién 6.1.2, que un universo
cerrado en expansion necesita al menos un componente mas para reproducir un modelo de
expansion dindmico (en este caso, la materia y la disipacién). El Unico caso en donde no se

encuentra un limite infinito de densidad en el caso de un universo estatico, es decir, @ = 0.

Para un universo abierto, k = —1. Se seguird un procedimiento andlogo, aplicando
propiedades de limites a la ecuacion (112):
3a(2a—1) _ I

lim 8nGp = lim I— + lim
¢-0 ¢-0

3

a

Las contribuciones de los dos términos se resumen en la Tabla 2.

Tabla 2. Resumen de los resultados al evaluar los limites de densidad cuando{ - 0y k = —1

en la ecuacion (121), para distintos rangos de a

1 1 1
Intervalo —o<a<0 a=20 O<a<-— a=-=- - <a< oo
2 2 2
Contribucion del
0o 0 —00 0 oo
primer término
Contribucidn del 3
0 - —00 —c0 —o0
segundo término ag

Fuente: elaboracidn propia

En este caso, la discontinuidad se presenta en @ > 1/2. La expresion que se obtiene luego de

levantar la indeterminacién en la ecuacién (121) por un procedimiento andlogo al anterior es:

3
. T _ —2a
l{l_r)% 8nGp = %1_r)r(1) _ag (1-a) (122)

El término (1 — a) introduce un cambio de signo en @ = 1, asi como un valor del limite igual
a 0 en dicho punto, por lo tanto, resolviendo la ecuacion anterior, se obtiene, para el intervalo

considerado:
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—oo siz<a<1

. 3 _ .

151_1:% l—a—g(l —a){ 2“] = 0 sia=1 (123)
00 sil<a< o

Reuniendo la informacién de la Tabla 2 y la ecuacién (123), se concluye que:

B 00 si—o0o<a<0
3
_a_% sia=0
P—%SHG'D: ] —00 si0<a<1 (124)
0 sia=1
o sil<a<oo

Donde, de nuevo, el modelo reproduce densidades negativas.

6.2.2.2. Limite cuandot — o

Ahora se evalla el siguiente limite para la ecuacion (104):

3a(2a — 1) N 3k
§2t3 ag

{lim 8nGp = (lim [ {‘Zal (125)

La cual, al igual que en el caso anterior, utilizando propiedades de los limites, se puede escribir

como:

8aa -V %(—2“ (126)
g2th ¢~e | ag

{—-0

lim 8mGp = lim
{—)00
En este caso, el primer término de la funcidon no presenta discontinuidades, entonces:

Ya (127)

Il
o

lim

{—-

3a(2a — 1)
e

En cuanto al segundo término, en a = 0 el valor del limite tiende a 3k/a(2) cuando { = oo,

Luego, el valor del limite depende del signo de a:
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si—,o<a<0
lim %(‘2“l= n % sia=0 (128)
{~o | ag ag
0 si0<a<oo

Para un universo plano (k = 0), el valor del limite de densidad obedece exactamente al limite

del primer término, entonces:
Jim 8nGp = 0 Va (129)

Se observa que a medida que transcurre el tiempo, la densidad va reduciéndose,
entendiéndose como que la misma cantidad de materia se diluye en un espacio-tiempo que

va expandiéndose, haciendo tender la densidad a cero.

Para el caso de un universo cerrado (k = +1), el limite se calcula sumando las contribuciones
de las ecuaciones (127) y (128). Debido a que la primera de las ecuaciones es siempre O, el

resultado serd idéntico a la segunda contribucién, generando los siguientes valores:

%) si—co<a<0

, _ 3

6122087TG'0_ — sia =0 (130)
Qg
0 si0<a <o

Para un a > 0, se podria inferir una conclusién similar al caso anterior, sin embargo, para
valores negativos de «a, lo cual representaria un universo en contraccién, se observa que el
espacio-tiempo se comprime, haciendo que el contenido de materia colapse hasta que la
densidad se haga infinitall. Esta contraccidn va en desacuerdo a las observaciones actuales
(Astier & Pain, 2012). También se observa que para un universo estatico (&« = 0), el valor limite

de la densidad depende de a;.

Por ultimo, para un universo abierto (k = —1), las contribuciones se obtienen restando los

resultados obtenidos en las ecuaciones (127) y (128), resultando en:

11 Mateméaticamente esto es coherente, sin embargo, como se menciond, esto contradice las observaciones.
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—o0 si—o<a<0
. B 3
gl_r)glo 8nGp = - sia =0 (131)
Qo
0 si0<a <o

Se obtienen valores légicos para a > 0, pudiendo llegar a una conclusién similar a la de los
casos anteriores. De nuevo, para a < 0, se tiene un universo en contraccién, sin embargo, en
este caso la densidad disminuye indefinidamente, tomando valores negativos, los cuales no

son posibles. Para un universo estatico (¢ = 0), la densidad limite también resulta negativa.
6.2.3. Valores asintéticos de la presion

Andlogamente al procedimiento de la seccion anterior, se evaluaran los limites cuandot — 0
y t — oo para la ecuacién (107), haciendo consideraciones similares a las expresadas en las

igualdades (110) y (111): cuando t tiende a alguno de estos dos valores, { también lo hace.

6.2.3.1. Limite cuandot — 0

Aplicando el limite a la ecuacién (107):

a(7—6a)—2 k .
' = li - —{" 132
1{1_r)ré 8mGp %1_r>r(1) [ e p { (132)
Y utilizando las propiedades de los limites, se tiene que:
lim 82Gp = lim |20 = 2| i [- £ -2 (133)
¢ TP = G t2q> ¢~0| ad

En donde el segundo término mantuvo el signo negativo dentro del limite, para facilitar el

analisis posterior.

En cuanto al primer término, se obtiene un valor de 0 si a adquiere los valoresdea = 1/2 o
a=2/3y {— 0. Para el resto del dominio, el valor del limite depende del signo del

numerador, el cual es positivosi 1/2 < a < 2/3. Entonces:
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—oo si—00<a<%
o1
0 sia = -
o |a(7—6a) -2 1 2
l{l_r)%l 202 l: o0 si-<a<g (134)
o2
0 sia =2
.2
i —00 SI§<6¥<00

En cuanto al segundo término, el signo del exponente —2a determinara el valor del limite,

obteniéndose el valor de — k /a2 cuando @ = 0y { = 0. Entonces:

0 si—oo<a<0
li K o2 K ia=0 (135)
zl_r)r(l) —a(z)( = P sia =

—o0 si0<a <o

Se analizardn de nuevo los tres casos, de acuerdo a los valores posibles de la curvatura k:

Para un universo plano (k = 0), el segundo término se anula, y el limite estard dado

exclusivamente por el primer término, es decir:

= 5|—00<oc<%
. 1
0 st = -
lim 8nGp = - o0 sit<a<? (136)
¢-0 2 3
. 2
0 sia =<
.2
—00 5|§<a<oo

Los valores negativos de presidn se suelen atribuir a la presencia de la energia de vacio,
responsable de la expansion acelerada del Universo (Padmanabhan, 2003), sin embargo, no

resulta légico que esta domine cuando { — 0.

Para un universo cerrado (k = +1), el limite se calcula sumando las contribuciones dados por

(134) y (135). Los valores de estas contribuciones se resumen en la Tabla 3.
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Tabla 3. Resumen de los resultados al evaluar los limites de presiéon cuando{ - 0y k = +1

en las ecuaciones (134) y (135), para distintos rangos de a

Intervalo <0 0 0<a< ! ! L <a< 2 2 <
a a = —_ = — — a — a=— — a
<721 %772 |2 3 3
Contribucion del
—00 —o00 —o00 0 [e'e] 0 —o00
primer término
Contribucién del 1
0 - —00 —00 —00 —00 —00
segundo término ag

Fuente: elaboracidn propia.

Donde la indeterminacion a levantar queda en el intervalo 1/2 < a < 2/3. Para ello, en la

ecuacion (132) se sustituye k = +1 y se multiplica por {?/?, obteniendo:

a(7-6a)-2 _ 1 2(1-a)
a? ¢

. o ts (137)
%1_r)r(1) 8nGp = %1_1:[(1) e
La cual, resolviendo por la regla de L'Hbpital y reduciendo los términos, queda:
lim 87Gp = lim (- =% ¢-2¢ (138)
im8nGp = lim | —
¢ TP = a3

Para el intervalo considerado, a solo adquiere valores positivos, por lo que el resultado del

limite es:

lim 8nG — _ 1 2

o b = 0o si - <a< 3 (139)
Resumiendo los resultados de la Tabla 3 y la ecuacién (139) se tiene que, para k = +1:

y_{% 8nGp = —00 Va (140)

Este ultimo resultado muestra que la presion adquiere valores arbitrariamente pequefios
cuando ¢ = 0. No parece légico bajo la suposicion de que un universo temprano se

encontraba tan comprimido en épocas tempranas (Jones, 2017).

Para un universo abierto (k = —1), se suman las contribuciones de lo obtenido en (134) y el

negativo de los resultados obtenidos en (135); se presenta un resumen en la Tabla 4.
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Tabla 4. Resumen de los resultados al evaluar los limites de presion cuando (= 0 en la

ecuacion (134) y el negativo de la ecuacién (135), para distintos rangos de a.

Intervalo <0 0 0<ac< ! L L <a< 2 2 <

a a = —_ = — — a — a=— — a

<2 %772 |2 3 3
Contribucion del
—00 —o00 —o00 0 [e'e] 0 —o00

primer término
Contribucién del 1
negativo del 0 p o oo oo © o
segundo término 0

Fuente: elaboracidn propia.

Donde se observan indeterminaciones del tipo oo — oo paralosrangos 0 < a < 1/2y 2/3 <
a < oo, Tras operar la ecuacién (132) reemplazando el valor de k = —1, multiplicando por

{?/7? y aplicando L’Hdpital, se tiene:

lim 87Gp = lim (=% -2« (141)
imoncp = iy (%<

La cual, para el intervalo 0 < @ < 1/2 es siempre positiva, puesto que (1 — a) es positivo en

ese intervalo. Entonces:

l1-«a . 1
lim el 0 si0<a<- (142)
{—0 aO 2

No obstante, el intervalo 2/3 < a < o presenta el valor de 0 cuandoa =1y { - 0, lo cual

induce un cambio de signo en el valor del limite:

o) si % <a<l1
l1—«a .
lim — (720 | = 1 0 sia =1 (143)
=0\ ag
— sil<a<o
Reuniendo los resultados de la Tabla 4 y las ecuaciones (142) y (143), el limite cuando k = —1

viene dado por:
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—00 si—o<a<0
) 0 si0<a<1
lim 8nGp = — (144)
¢-0 0 sia=1

—0 sil<a <o

—

Para un universo temprano tan comprimido (Jones, 2017), los resultados en el intervalo 0 <

a < 1, parecen logicos.

6.2.3.2. Limite cuandot — oo

Como se mencioné al inicio de la seccidn, el limite t — oo es equivalente a { = . Tomando

este ultimo limite a la ecuacién (107):

lim 812Gy a(7—6a)—2 k _,. (145)
SR A
Y aplicando propiedades de limites:
lim 876Gp = lim |27 =P =2 | i [ £ -2e (146)
im 8mGp = lim im |[——
{00 p {—>oo tg{z {00 ag

Donde, de nuevo, el signo negativo se conservo en el segundo término, para un mejor analisis

posterior.

Para el primer término no se tendra en cuenta el cambio de signo, pues el limite en todo

dominio es cero; entonces:

= 0 Va (147)

o Ja(7—6a) —2
[

272
t5¢
En cuanto al segundo término, se encuentra el valor de — k /a3 en @ = 0 cuando { — o, asi

como un cambio de signo del exponente alrededor de este valor, entonces:

—00 si—o<a<0
k k
lim [-— {72 = -— sia =0 (148)
(—)Oo aO a’O
0 si0<a <o

De nuevo, el andlisis se realizara de acuerdo al valor de k.
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Un universo plano (k = 0), anula el segundo término, y sigue la tendencia del primer término:
{lijg 8nGp = 0 Va (149)

Modela un universo que presenta una presion nula para tiempos arbitrariamente grandes. El
contenido de este universo estara distribuido en espacio-tiempo tan grande, que la presién

que ejerza sera despreciable.

Para un universo cerrado (k = +1), se suman las contribuciones de ambos términos, dadas

por las ecuaciones (147) y (148), dando como resultado:

—00 si—,o<a<0
. 1
(ll_)rg 8nGp = - sia =0 (150)
ap
0 si0<a<oo

Lo cual describe, para tiempos grandes, una presién arbitrariamente pequefia para un
universo en contraccion, una presién limite de — 1/a(2) para un universo estatico y una presién

nula para un universo en expansion.

Finalmente, para un universo abierto (k = —1), se suma la contribucién de los valores dados

por (147) y el negativo de los dados por (148), resultando en:

o0 si—,o<a<0

. 1

le_>r£1087tGp = — sia =0 (151)
ap
0 si0<a <o

Para un universo en contraccion (o < 0), este se compacta tanto que al final la presién que se
ejerce es infinita, para un universo con estéatico, la presién limite es 1/a3, y para un universo

en expansion, la presion se anula en tiempos grandes.
6.2.4. Valores asintéticos de w

El andlisis de las asintotas de la ecuacién (108) se encara de la siguiente forma: { aparece con
dos exponentes, {2 y {72%, entonces, el valor de a determinard qué término cambia con
mayor rapidez. Para a = 1, ambos términos varian del mismo modo, y dicha ecuacién se

simplifica a:
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w(() = —% , a=1 (152)

Este valor es independiente de { y k, y ambos limites, tanto cuando { = 0 como cuando { —
oo, convergena w = — 1/3. Un universo con expansion lineal (¢ = 1) se comporta de manera

equivalente a uno dominado por curvatura.

Para valores de «a distintos a 1, el andlisis se hara por inspeccion, puesto que, al hacerlo
analiticamente, todos los casos conducen a un mismo asintético, y esta situacion no se ve
reflejada en las graficas que se mostraran posteriormente. Cada andlisis considerara primero
un universo plano (k = 0), luego se analizaran los universos abierto y cerrado (k = +1)

conjuntamente.

6.2.4.1. Primercaso:a <1

Al sustituir el valor de k = 0 en la ecuacién (108), se observa que desaparece la dependencia

con (:

_a(7—6a)—2

- - 153
©=Ze@a-1n o F7° (153)

Por lo tanto, para cada «, el valor de w sera constante. Al calcular los limites, como es de

esperarse, se obtiene que:

a(7 —6a) —2
3a(2a—1) °

%i_r}(l) w(l) = }Ln(:no w(Q) = k=0 (154)

Lo cual reproduce los resultados de Paiva, et. al. (2022). Con los resultados que seran
obtenidos en las siguientes ecuaciones, se enunciara una conclusién general que incluya lo

obtenido en la ecuacién (154).

En cuanto a los valores de k = +1, al tomar el limite cuando { — 0 en la ecuacion (108):

a(7-6a)—-2 k 1

lim () = lim ——2o a ¢ (155)
@) =l sagan 3 T
tSZZ a% (20.'
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Se observa que, para un valor pequefio de {, cuando a < 1, se cumple que {2 > {72¢,
haciendo que, tanto en el numerador como en el denominador, el primer término predomine
sobre el segundo. Realizando sobre el numerador la siguiente aproximacion, para valores

pequefios de {:

a(7—-6a)—2 k 1 a(7 —6a) —2 .
(22 - a—gﬁ ~ (22 , { pequeno (156)
Mientras que en el denominador:
3a(2a—1) 3k 1 3a(2a—1) .
—t§{2 + a_g(z_a =~ —tng , { pequeio (157)
El limite se puede aproximar por:
a(7 —6a) —2
li = , k=+1 158
Mm@ == e -1 * (158)

Esto hace que el limite se haga independiente de k pero dependiente de a, y coincide con el

resultado de la ecuacion (154).

Esto implica que tanto si el universo es plano, abierto o cerrado, el limite para w cuando { —
0 viene dado por la ecuacién (158). Segun este modelo, si se conoce el ritmo de expansion del
universo, dado por «a, se podrd determinar cudl es el componente dominante cuando este

tenia una edad temprana.

Por otro lado, al tomar el limite cuando { = oo en la ecuacién (108):

a(7-6a)-2 k 1

. Y t5¢? ag g2«
Jim w({) = im w25 3 1 (159)
tgzz a(Z) (Z(x

Se observa el comportamiento inverso: para valores grandes de {, se tiene que {72 < {72¢%,y
ahora es el segundo término el que gana importancia, tanto en el numerador como en el

denominador. La aproximacién que se hace para el numerador es:

, d 160
tg(Z ag (Za a(ZJ (Za (gran e ( )
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Mientras que para el denominador:

3aa—1) 3k 1 3k 1

—_— == , rande 161
tng a(Z) (Za a% {Zaf (g ( )
Por lo tanto, el valor del limite se aproxima por:
) 1
glm w(Q) = -3 , k=+1 (162)

El resultado es independiente tanto de k (siempre que k + 0) y de . En este caso, el resultado

difiere del dado por un universo plano.

Para el modelo de este trabajo se cumple que, tanto si el universo es cerrado como si es
abierto, independientemente de su ritmo de expansion, tendra un valor limitede w = —1/3
para valores grandes del tiempo coordenado. Dicho valor de w corresponde a la componente
de curvatura (Jones, 2017), la cual serda la componente dominante en las condiciones

mencionadas.

En la Figura 3 se muestra el comportamiento del parametro w respecto a { para distintos
valores del ritmo de expansion a. En cada grafico, se observa el primer valor asintético comun
para cada valor de curvatura k, cuando { = 0, como lo predice la ecuacién (158). El valor
limite depende de a, aumentando cada vez mds hasta @ = —1 cuando |a| aumenta (es decir,

cuando a se hace mas negativo).

En la misma figura, para k = 0 (linea roja), se puede observar que w tiene un valor constante.
Para k = +1, se observa una regién de transiciéon entre uno y otro componente dominante,
en donde, si el ritmo de expansién a se hace mas negativo, esta transicién ocurre mas
rapidamente. Para k = +1 (linea azul) se observa una transicidon suave, mientras que para

k = —1 (linea verde), esta transicidon se traduce en una discontinuidad.

Finalmente, también en la Figura 3, cuando { — o, se observa que si k =0, w sigue
manteniendo su valor constante, mientras que cuando k = +1, w tiende a —1/3, como

predice la ecuacién (162).
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z W
1
W
1
0 4
1 L 2 3
0 4
1 3
1
1
(a) (b)
W W
1 1
0 S o G

(c) (d)

Figura 3. Evolucion del pardmetro w respecto a { para (a) a = =2, (b) a = =5, (c) a =
—20y (d) a = —60. Linea roja: k = 0, linea azul: kK = +1, linea verde: k = —1. Fuente:
elaboracién propia.

6.2.4.2. Segundocaso:a > 1

Para un universo plano (k = 0) con a > 1, el resultado es exactamente el mismo que el que
se muestra en la ecuacioén (154), debido a que también se cancelan los términos que incluyen
a ¢. De nuevo se concluye que, en un universo plano, w es constante en el tiempo si a es
conocida. Se recupera el resultado de Paiva, et. al. (2022), y se analizara este resultado en

conjunto con los siguientes.
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En cuanto a los universos con valores de k = +1, el andlisis es inverso al anterior, por un lado,

para valores pequefios de ¢, la funcién {2 es mayor que { ~2%, en la ecuacién (155) predomina

el segundo término, tanto en el numerador como en el denominador. La aproximacion que se

aplica para el numerador es:

a(7—6a)—2 k 1
RO e AT

En tanto que para el denominador:

3a(a—1) 3k 1 3k 1

2 2 2
tO {2 aO {Za aO ZZa

Por lo tanto, el valor del limite se aproxima por:

li =—=
qlgg)w(i) 3

)

)

¢ pequeiio

¢ pequefio

+1

(163)

(164)

(165)

En este caso, el resultado no depende de k (siempre que k # 0), ni del ritmo de expansion, y

es en este limite donde el comportamiento difiere al obtenido para un universo plano.

Segun este modelo, el término de curvatura (w = —1/3) es el predominante en edades

tempranas del Universo, tanto si este es geométricamente abierto o cerrado, siempre que se

cumplaque a > 1.

Por otro lado, tomando el limite cuando { = oo para las condiciones estudiadas, de nuevo la

funciéon (=2 es mayor que {72%, y en la ecuacién (155) predomina el primer término, tanto en

el numerador como en el denominador, la aproximacidn que se aplica para el numerador es:

a(7—6a)—2 k 1 a(7 —6a) —2

342 a ¢ t2¢2

En tanto que para el denominador:

3a(2a—1) 3k 1 3a(2a — 1)

TGN Y 1€

)

)

¢ grande

¢ grande

(166)

(167)
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Por lo tanto, el valor del limite se aproxima por:

k=+1 (168)

El resultado es independiente de k, incluso si el universo es plano, puesto que coincide con el
obtenido en la ecuacién (154). Por lo tanto, acorde con este modelo, si el ritmo de expansién
a es mayor que 1, el componente dominante en edades grandes del universo viene
determinado matematicamente por el ritmo de expansion. Si se puede determinar el valor de

a, se podra determinar el respectivo w correspondiente al componente dominante en estas

condiciones.
W W
[4 [4
0 1 0 1
-1 1
(a) (b)
w w
0 G 0 g

-1

J | \
\

y {t

(c) (d)
Figura 4. Evolucion del pardmetro w respectoa { para(a)a =2, (b)a =5, (c)a =20y
(d) « = 60. Linearoja: k = 0, lineaazul: k = +1, lineaverde: k = —1. Fuente: elaboracién
propia.
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En la Figura 4 se muestra el comportamiento del pardmetro w respecto a { para a > 1. En
cada gréfico, se observa que para k = 0 (curva roja), el valor de w permanece constante si se
fija a, tal como lo predice la ecuacién (154). Cuando { — 0, se observaque w = — 1/3 cuando

k = +1 (curva azul) y cuando k = —1 (curva verde), como lo predice la ecuacién (165).

Tal como ocurriaen el casode a < 0, se observa una region de transicionen k = +1, y cuando
a adquiere valores cada vez mayores, el tiempo que demora esta transicién se hace menor.
También se observa que para k = +1 esta transicion es suave, mientras que para k = —1, se

detecta una discontinuidad.

Cuando { — oo, también en la Figura 4, se observa un valor limite comun para los tres valores
de k, que depende de a, como se predijo en la ecuacion (168). Para valores de a cada vez

mayores, el valor de este limite disminuye, acercandose aa = —1.

61



Alberto Daniel Fernandez
Modelo disipativo de la expansion del Universo: influencia del término de curvatura

7. Conclusiones finales y trabajo futuro

En concordancia con los objetivos planteados en el apartado 3, se realizé la derivacion de las
ecuaciones modificadas de Friedman, las cuales describen la evolucion de la densidad y la
presién en un universo en expansiéon con disipacién de energia, que posee curvatura y
materia. La deduccién fue realizada de manera rigurosa utilizando las ecuaciones de campo
de Einstein, andlogamente a como se dedujeron las ecuaciones (originales) de Friedman. En
la versiéon modificada de las ecuaciones, se agrega un término ¢, el cual representa la

disipacién en el modelo propuesto.

Ademas de lo mencionado en el parrafo anterior, en el apartado 6 se pudo realizar un estudio
cualitativo, para distintos escenarios, del comportamiento de las funciones de presién,
densidad y pardmetro de estado w imponiendo la conservacidn del tensor energia-momento
y asumiendo que la constante de gravitacién G no sea funcidn de las coordenadas, puesto

qgue, en la derivacion original, se permitia esta variacién.

La principal limitaciéon del modelo descrito en este trabajo, es exigir que el factor de escala
siga un monomio fijo expresado como una ley de potencias, a = ay(t/t,)%, forzando a las
ecuaciones de densidad, presién y pardmetro de estado w a que respondan en funcion a esta

forma de la ecuacidn y reproduciendo, en ciertos casos, resultados ildgicos.

Unido con lo anterior, la otra limitacién del modelo es que arroja densidades negativas,
independientemente del valor asumido de la curvatura k. Un modelo realista arrojaria valores

de densidad siempre positivos, decreciendo con el tiempo de acuerdo al ritmo de expansion.

También se puede mencionar que en los limitesdet = 0 y t = oo, los valores asintdticos de
w que son dependientes del ritmo de expansion a, no responden a cantidades conocidas en
todos los casos, por ejemplo, no se detectaron facilmente valores de w = 0 (correspondiente

al dominio de materia fria) (Jones, 2017).

Una fortaleza del modelo propuesto es que, de cierta forma, describe cualitativamente una
transicién adecuada en el dominio de un primer componente dominante en tiempos cercanos
al origen del Universo, y el de un segundo componente para valores grandes de tiempo.
También, para ciertos valores del ritmo de expansién, la densidad, la presion y el parametro

de estado w se comportan de forma esperada.
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Como trabajo futuro se plantea buscar una forma mas general de la funcidén ¢, a partir de la
derivada de Lie, lo cual permitira resolver el sistema de una forma mas completa. Asi también,
se podria buscar resolver de ecuaciones de densidad y presidn, junto con una ecuacion de
estado genérica, para encontrar una funcion del factor de escala, evitando asi imponer una
forma determinada a dicho factor. Una vez obtenidas estas expresiones, una aplicaciéon
interesante seria derivarlas en funcién al redshift, para asi poder tener una forma de

contrastar las predicciones con las mediciones observacionales.
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ANEXO A.CALCULO DE LOS SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL.

Los simbolos de Christoffel que presentan a la coordenada t en el indice superior se calculan

a continuacion:
1
T = ng(atgﬁt + 0:9p: — aﬁgtt) =0
t ¢ _ 1 tB
I =1 = Eg (atgﬁr + argﬁt - aﬁgtr) =0
t ¢ 1 tB
I =T = 59 (0:980 + 0098t — pgre) = 0
t t 1 tB
l—‘t<p = l—‘<pt = Eg (atgﬁq) + a(pgﬁt - aﬁgup) =0

1 1 1 a?
[‘fr = Egtﬁ(argﬂr + argﬁr - aﬁgrr) = Egtt(_atgrr) - E (_1) [_at <1 — kT2>l

_ aa
1 — kr?

1
o = T5r = Egtﬁ(argﬁe + 09gpr — Opgre) = 0
¢ t 1 tB
l—‘r<p = F(pr = Eg (argﬁgo + a(pg[)’r - aﬁgmp) =0
t 1 tp 1 tt 1 2..2 )
oo =59 (06980 + 009p0 — Opges) = 59 (—0:990) = E(_l)[_at(a r?)] = aar

1
Tsp =T = Egtﬁ(aegmp + 0,980 — 9p90p) = 0

1 1 1 _
Ff/txp = Egtﬁ(aqogﬁso +0p9pp — aﬁgqofp) = Egtt(_atgw) =35 (=D[-0.(a*r?sin” §)]

= aar?sin® 0

Los simbolos de Christoffel que presentan a la coordenada r en el indice superior se calculan

a continuacion:

1
If = Egrﬁ(atgﬁt + 0:9p: — aﬁgtt) =0
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1 1
I =TI = Egrﬁ (0:98r + 0rgpr — 0 9er) = 59" (0egrr)

1 1 — kr? 5 a? _a
2 a? ‘\1—krz)| a

1
to =T =5 9""(0:9p0 + 09 gpe — Op3ee) = 0

1
Iy = Tpe = E‘grﬁ(at«gﬁw + 0p9pt — aﬁgtw) =0

1 1 1(1—kr? a*
= Egrﬁ(argﬁr + 0, 9pr — aﬁgrr) = Egrr(argrr) = E( a2 > [07” <1 — kr2>l

_ kr
1 — kr2

1
o = Tgr = Egrﬂ(argﬁe + 099pr — 0pgre) = 0

1
Frrfp = Fé;r = Egrﬁ(arg/ﬂp + a(pgﬁr - aﬁgrgo) =0

1 1 1/1—kr?
oo = Egrﬂ(aegﬁe + 099pe — 9pJes) = Egrr(—argee) = E( = > [—0,(a?r?)]

= —r(1—kr?
1
Ty =Tpe = Egrﬁ(a&gﬁgo + 0,980 — 0pGey) = 0

1 1
Lo = Egrﬁ(asogﬁq) +0,9p0 ~ 9p9p0) = Egrr(_argw)
1 <1 — kr?

2

p ) [0, (a?r?sin? §)] = —rsin? 0 (1 — kr?)

Los simbolos de Christoffel que presentan a la coordenada 6 en el indice superior se calculan

a continuacion:
] 1 op
[t = X (atgﬁt + 0:9p: — aﬁgtt) =0
o _ro _ 1 ap
[ =T = Eg (atgﬁr + argﬁf - aﬁg“’) =0

1 1 1/ 1 a
I =Tg = Egeﬁ(atgﬁe + 0pgpe — O 9c0) = 5999 (0:900) = E(W) [0,(a®r?)] = =
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1
ng = th = Eggﬁ(atg/ﬂp +0p9pt — aﬁgup) =0

1
Fra;‘ = Ege'g(argﬁr + arg[)’r - aﬁgrr) =0

I =Ts = %ggﬁ(argﬁe + 099pr — OpGre) = %gee (0rgee) = %(#) [0, (a?r?)] = %
[y = [y = 507 (31950 + %05 — Ipdry) = 0

T5o = %geﬁ(aegﬁe + 9 gpe — Opgee) = 0

Fgw = Fgf) = %ggﬁ(aegﬁw +0p9p0 — aﬁg&p) =0

Loy = %ggﬁ(@pgﬁtp + 0989 — 0 Gpe) = %999 (—06900)

1/ 1
= > (=52) 1-96(a?r? sin? 0)] = — sin 0 cos 0

Los simbolos de Christoffel que presentan a la coordenada ¢ en el indice superior se calculan

a continuacion:

1
tht) = Eg(pﬁ(atgﬁt +0:9p: — aﬁgtt) =0
o _ro_1 »B
Ftr - Frt = Eg (at.gﬁr + argﬁt - aﬁgtr) =0
Y =r? = 1 B (9 0 9 _
to = ‘ot = 59 ( t9po t+ 0pgpt — Bgte) =0
o _ro _ L o _1 e
FUP - F‘Pt - Eg (atgﬁ‘ﬂ + a¢gﬁt - aﬁgﬂp) - Eg (atg<p(p)
1 1 a
e S | 2,2 cin2 _¢
2(a2r2 sin? 6)[ dc(a®r*sin® 6)] a

1
Fﬁ;ﬂ = Eg(pﬁ(argﬁr + arg[)’r - aﬁgrr) =0

1
LY =Ty = ng(argﬁe + 099pr — 9pgre) = 0
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1 1
o = Tor = 59%(0:9pp + 99 9pr — 99rp) = 59%%(3:94p)

1 1 1
Y 2.2 2 9] — &
_Z(azrz sin2 6) (9 (a®r* sin® )] r

1
Tgp = Eg‘pﬁ(aegﬁe + d9gpe — 9pgee) = 0

1 1
Fg)(p = F(p(pe = ng?(aggﬁ(p + a(pgﬁg — aﬁge(p) = Eg(p(p(aeg[)’(p)
1 1 cos @
e I — 2,2 cin2 —
2 (azrz sin? 6) 99 (a”r®sin” 6)] sin @

1
¢ _ -
Fop = Eg(pﬁ(aqrg&p +0,9pp — 9p90p) =0
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ANEXO B.COMPONENTES DEL TENSOR DE RICCI

Las componentes de la forma R;,, paraa = (t,1, 60, ), se calculan a continuacion:

- - - - 2 2
Ry = 0;T}, — 0,I; + TRT), = TT), = —0,If, — 0,If — 0., — (T5)? — (T%) " — (1)

a a\? i
o (8)-a(E) =%
a a a

Riy = Rye = 9T}, — 0./, + T/T), = T5T,,. =0

Reg = Ry = 0,1}y — 0T/, + THT), —TEL)y = 0

— —a.r/ J prJj prj _—

Las componentes de la forma R,.,, paraa = (1,8, @) se calculan a continuacion:

Ry = 0,1}, — 0.T), + TLT) = TV,

= 9,I} — 8,T% — —0,I%, + L5 (% + %) + 1. (08 + r;’;,) — 7T
2 2
- (r%) - (%)

—6( aa ) 24 <1>+ aa 2(1+ kr 2 a aa 2
Ut "\r) 1—kr?2 "a 1—kr2r al—kr?2 r2

1—kr2
_2a2+ad+2k
N 1 — kr?

Ry = Roy = 3;T)g — 8,T), + TE,[). —TPT) = 0

Rrp = Ror = 0;T7y — awr‘?{j + Fﬁprzgj N Ffjl",f(p =0
Las componentes de la forma Ry, para @ = (6, ¢) se calculan a continuacion:
— J J D rJ prJ

= 0,T4p + 0,19 — 60F5p<p + Tgo (T + Ft(i)) + Tgo(TFr + T%,) — T6aTH

— 3ol — (F(;p(p)z

cos @ a
=at(adr2)+6r[—r(1—kr2)]—69( : )+adr2-2—
sin @ a
kr 1 a 1 cos?#
(1 — 2( _>_ 2 (] ) o
r( kr?) 1—kr2+r aar a+r( kr)r s

=1r2(2a% + ad + 2k)
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= — .1/ J prJ pr/ —

Finalmente, la componente R, se calcula por:
Rpp = 0 F«iw — 0y Féj + F£¢F,fj - Frzp)j F;f«p
= 0Ty + 0, Tpg + 06Ty + TpyTie, + Too Ity — Tou T,
= 0,(aar?sin?0) + 9,[—rsin? 6 (1 — kr?)] + 0¢(—sin B cos B)
kr sin @ cos? 6
1— kr? * sin@

a
+ aar?sin? 6 - oo sin? 6 (1 — kr?)

=r?sin? 0 (24% + ad + 2k)
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