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Resumen

El propésito principal de este trabajo es introducir una nueva aproximacién para resol-
ver el problema de las autointersecciones en ray tracing mediante métodos de Montecarlo.
Los métodos més avanzados para tratar estos problemas, provocados por la falta de pre-
cisién al calcular puntos de interseccién, son eficientes pero dependen de la escena, lo que
puede causar igualmente artefactos en la imagen final renderizada.

Mediante la introduccién de nuevos algoritmos basados en la generacién de ntimeros
aleatorios, podemos desarrollar nuevos métodos capaces de adaptarse a la escena por
si mismos, obteniendo como resultado una mayor flexibilidad a la hora de ajustar los
parametros e imagenes con un mejor aspecto.

Introducimos dos algoritmos que implementan este nuevo enfoque del problema de la
autointerseccién: uno de ellos basado en la generacion de niimeros uniformemente distribui-
dos, y otro basado en la generacién de valores de una distribucién normal. Los resultados
muestran que, con pocas iteraciones de cualquiera de estos métodos de Montecarlo, pode-
mos renderizar una imagen con menos puntos de autointerseccion de los que conseguiriamos
utilizando la técnica méas popular hoy en dia para este propdsito.

Palabras Clave: ray tracing, autointerseccién, Montecarlo, renderizado, Python.
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Abstract

This work’s main purpose is to introduce a new Monte Carlo approach for solving
the self-intersection problem in ray tracing. State-of-the-art methods dealing with these
issues, caused by the lack of precision when computing intersection points, are efficient but
scene-dependent, which can still lead to some artifacts on the resulting rendered image.

By introducing new algorithms based on the generation of random numbers, we can
develop new methods capable of adapting to the scene by themselves, which can result in
more flexibility when tweaking parameters and better-looking frames.

We introduce two algorithms implementing this new approach to the self-intersection
problem: one of them based on the generation of uniformly distributed numbers, and the
other based on generating values of a normal distribution. Results show that, with a few
iterations of any of these Monte Carlo methods, we can render a picture with less self-
intersection points than we would get by using today’s most popular technique for this
purpose.

Keywords: ray tracing, self-intersection, Monte Carlo, rendering, Python.
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Capitulo 1

Introduccion

La computacion grafica es una disciplina cientifica dedicada a la generacién, ma-
nipulacién y almacenamiento de datos graficos digitales, incluyendo imégenes estaticas
(tanto en 2D como en 3D), graficos animados e imégenes interactivas (Salomon, 2011). A
la hora de generar estas imagenes por ordenador, se han puesto en practica multitud de
técnicas y algoritmos, cada uno con sus ventajas e inconvenientes.

Un término fundamental dentro del campo de los graficos por ordenador es el ren-
derizado (en inglés, rendering), que hace referencia al proceso por el cual se representa
sobre una salida bidimensional (por ejemplo, una pantalla) una escena formada por obje-
tos sélidos tridimensionales (Salomon, 2011). Segin los objetivos del renderizado, podemos

distinguir entre dos grandes categorias:

= Se habla de prerrenderizado (offline rendering) cuando el proceso de generacién de
la imagen puede ser muy largo (del orden de varias horas) debido al uso de algoritmos
que priorizan la calidad de la imagen final frente al tiempo de renderizado. Estas
técnicas se suelen usar para imagenes estaticas o peliculas, donde se busca conseguir

el maximo grado de realismo.

» Por otro lado, el renderizado en tiempo real (online rendering) prioriza el ren-
dimiento, de manera que las imdgenes (llamadas fotogramas en este contexto) se
generen en pocos milisegundos, a una frecuencia suficiente como para transmitir
sensacién de movimiento y fluidez. Estas técnicas son la base de los videojuegos,
donde cada fotograma se debe crear en respuesta casi instantanea a las acciones del

jugador.

Una de las multiples técnicas de renderizado que existen es el ray tracing. El origen
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de la idea de este algoritmo, segin Hofmann (1990), se atribuye al matemético y pintor
renacentista Albrecht Diirer, en el siglo XVI. En uno de sus libros, muestra la imagen de
un artista pintando el retrato de una persona. Para hacerlo de forma precisa, sitiia una
rejilla justo en el plano de proyeccién, y la utiliza como referencia para copiar lo que ve en
otra rejilla idéntica situada en su lienzo. Asi, la primera rejilla seria el equivalente a una
pantalla dividida en pixeles, y la idea de trazar una linea de visién a través de cada pixel

es el fundamento del algoritmo.

Figura 1.1: Tlustracion de la idea del ray tracing. Fuente: Underweysung der Messung

(Albrecht Diirer).

Segin Freniere y Tourtellott (1997), la primera referencia documentada sobre el uso
de ray tracing para la sintesis de imagenes se atribuye a Arthur Appel en su articulo
Some techniques for shading machine renderings of solids, publicado en 1968. En él, el
autor trata de determinar la visibilidad de los puntos de la escena trazando rectas entre
el punto, la fuente de luz y el observador, lo que podremos identificar con el concepto
de rayo, que introduciremos en una seccién posterior de este trabajo. En dicho articulo
se destaca el alto coste computacional de estos cédlculos, que el autor describe como la
busqueda de una correspondencia punto a punto entre la escena y el plano sobre el que se

proyecta.

Este coste computacional tan elevado pone de manifiesto una necesidad de aumentar
la eficiencia del algoritmo de ray tracing, sin renunciar por ello a las imagenes fotorrea-
listas que este es capaz de generar. Un recurso muy frecuente para tratar problemas con
calculos muy complejos consiste en el uso de métodos de Montecarlo, que se basan
en la generacion de ntimeros aleatorios para hallar soluciones aproximadas de un cierto

problema. Algunas de las aplicaciones de estos métodos sobre el algoritmo de ray tracing

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing 2
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tienen que ver con el célculo de integrales, técnicas de muestreo o toma de decisiones (por
ejemplo, la direccién en la que se genera un nuevo rayo).

La aplicaciéon de estos métodos ha demostrado su eficacia para tratar algunos de los
problemas ligados al uso de este algoritmo. Sin embargo, tras una consulta de los estudios
existentes en relacién con el problema que se tratard en este trabajo, todavia no se han
aplicado métodos de Montecarlo en este campo. En particular, se explicard el problema de
la autointerseccion, vinculado a los errores de precision cometidos durante la ejecucién
del algoritmo de ray tracing, y cuya consecuencia es la aparicién de imperfecciones en la

imagen final.

1.1. Justificacion

El algoritmo de ray tracing es un método de renderizado en auge, especialmente en los
ultimos anos, con la introduccién de técnicas que permiten su ejecucion incluso en tiempo
real. Por ello, se espera que tenga una presencia cada vez mayor, acompanada de avances
en cuanto a la eficiencia y la calidad del algoritmo.

Uno de estos problemas que pueden afectar negativamente a la calidad final es la
presencia de autointersecciones, como consecuencia de la precision limitada en los cédlculos.
Varios autores han tratado de buscar vias alternativas para solventar estas limitaciones vy,
aunque algunas funcionan muy bien en la préactica, todavia pueden ser problematicas en
ciertas situaciones, por lo que existe un cierto margen de mejora en este campo. Wachter y
Binder (2019), ademas de introducir una posible nueva solucién a este problema, presentan
también un ilustrativo estado del arte que recopila algunas de las técnicas ya estudiadas
por otros investigadores, y que ha sido la principal fuente de inspiracién de este trabajo.

El propésito de esta memoria es dar un pequeno paso en estas lineas de investigacién,
tratando el problema de las autointersecciones desde el punto de vista de los métodos de
Montecarlo, y abriendo una posible linea de investigacién futura para tratar de mejorar la

calidad final de las imagenes.

1.2. Planteamiento del problema y objetivos del trabajo

El problema central que trataremos en este trabajo es el de la autointerseccién. Bre-

vemente, podemos resumirlo como el error cometido al calcular intersecciones entre rectas

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing 3
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y objetos solidos. Hasta ahora, se han propuesto métodos deterministas para tratar de co-
rregir los célculos. Frente a esto, se propone en este trabajo el uso de métodos estocésticos.

En particular, introducimos este nuevo enfoque mostrando dos métodos de Montecarlo
para afrontar el problema: el primero de ellos basado en la generacién de nimeros aleato-
rios uniformes, y el segundo utilizando valores de una distribucién normal. Se explicaran
formalmente ambos métodos, se hard una implementacién de los mismos en un ray tracer
escrito en Python, y se pondran a prueba renderizando dos escenas y comparando los

resultados con los que se obtendrian con el método usual para corregir autointersecciones.

1.3. Estructura de la memoria

Esta memoria se dividird en dos bloques principales.

El primero de ellos abarca todo el En él, se dedicard la a
explicar fundamentos tedricos relacionados con el ray tracing y el problema de la auto-
interseccién que queremos tratar, mientras que la recopilara las soluciones
utilizadas habitualmente para tratar este mismo problema.

El separa los dos bloques principales, y el él se desglosan los objetivos

generales y especificos del trabajo, antes de pasar al desarrollo central.

El segundo bloque de esta memoria abarca el (Capitulo 4]y el [Capitulo 5| En el primero

de ellos se desarrolla paso a paso la contribucion, presentando la nueva solucién propuesta
para tratar el problema de las autointersecciones y estudiando su rendimiento a la hora
de renderizar dos escenas de ejemplo. Finalmente, en el segundo capitulo de este bloque
se recogen las conclusiones extraidas de los resultados del capitulo anterior, explicando

también aquellos puntos cuyo estudio queda abierto para futuras investigaciones.

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing 4



Capitulo 2

Contexto y Estado del Arte

2.1. Fundamentos teoricos

2.1.1. El algoritmo de ray tracing

El trazado de rayos (en inglés, ray tracing) es un algoritmo que permite generar
imagenes con un alto nivel de fotorrealismo simulando el recorrido de los rayos de luz en
una escena. Como su nombre indica, el elemento principal en este método serd el rayo,

que se define del siguiente modo:

gty =o+td (2.1)

donde o es el origen, d un vector unitario en la direccién del rayo, y t el pardmetro que
nos da la distancia a lo largo del rayo (Akenine-Moller et al., 2018). La interpretacién
geométrica de t como la distancia se debe a que hemos definido d tal que ||d]| = 1. Es facil
de ver que un rayo no es mas que un vector situado en un punto del espacio tridimensional
que llamamos origen.

Otro elemento importante para poder explicar el algoritmo es la escena. Se trata de
una estructura de datos que describe geométricamente todos los objetos que se encuen-
tran dentro de la imagen, incluyendo también una cdmara que representa al observador
(Moncada et al., p. 1). Para cada uno de los objetos en la escena se describen también sus
correspondientes propiedades (refraccién, reflexién, etc.), que nos permitirdn estudiar la
trayectoria de los rayos de luz que inciden sobre ellos.

El propdsito de los diferentes métodos de renderizado es generar una imagen bidimen-

sional, correspondiente a la visién que tendria un espectador de la escena a través de una
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pantalla dividida en pixeles. El color final de cada pixel queda determinado por la luz
que pasa a través de él, ya sea directamente o reflejada por objetos de la escena.

Una primera e intuitiva aproximacion a este problema consiste en trazar los rayos con
origen en las fuentes de luz, calcular los rebotes de los rayos contra los diferentes objetos
de la escena, y colorear cada pixel en funcién de los rayos que lleguen a él. Sin embargo, el
ray tracing lo aborda desde una perspectiva distinta: la mayoria de los rayos que podemos
generar partiendo de las fuentes de luz no llegaran al observador; por lo tanto, podemos
prescindir de sus calculos, ya que no aportan informacion util. En el algoritmo de ray

tracing:

= Se genera un rayo primario con origen en el observador y direccién apuntando

hacia un pixel de la pantalla.

= Se calcula el punto de interseccién del rayo primario con el objeto (opaco) de la

escena mas cercano al observador.

= Se genera un rayo de sombra con origen en el punto de interseccién calculado y en

direccién a una fuente de luz.

Si el rayo de sombra corta a un objeto que estd més cerca que la fuente de luz,

significa que el punto de interseccién sobre el objeto no recibe luz de dicha fuente.

Si el rayo de sombra no encuentra obstaculos en el camino a la fuente de luz,

entonces el punto de interseccién estd iluminado por dicha fuente.

De esta forma, se computan unicamente aquellos rayos cuya trayectoria afecta direc-
tamente a la visién del observador, evitando calculos innecesarios.
La muestra un esquema con los elementos descritos hasta ahora, y donde

se muestra el funcionamiento del algoritmo:

2.1.2. El problema de la autointerseccién

Como se ha visto en la seccién anterior, el algoritmo de ray tracing se basa en ideas
intuitivas y es sencillo de entender e implementar. Sin embargo, en la préactica surgen varios
problemas que es necesario tratar. Aunque el primero del que se suele hablar es el alto coste
computacional del método, este trabajo se centrara en el problema de la autointerseccién,

que describiremos en esta seccién.

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing 6
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camera

ray pixel grid

Figura 2.1: Representacién de los elementos fundamentales que nos permiten describir el

algoritmo de ray tracing. Fuente: Akenine-Moller et al., 2018.

Buena parte del coste computacional se debe al cdlculo de las intersecciones de los
rayos con los objetos de la escena. Ademads, dichos cdlculos no estdn exentos de errores,
que pueden provocar la aparicién de artefactos (del inglés artifacts) en la imagen final.
Esto es lo que conocemos como el error de truncamiento, y se debe a que un ordenador
solo puede trabajar con un conjunto finito de niimeros.

Como consecuencia de este hecho, el punto de interseccion que calcula el algoritmo de
ray tracing no tiene por qué coincidir exactamente con el punto de interseccién real. Sean,
respectivamente, X y X los dos puntos mencionados, y supongamos que X estd situado
dentro de un objeto de la escena. Si generamos ahora un rayo de sombra con origen en
X y en direccién a una fuente de luz que ilumina X, se ve inmediatamente que el rayo
de sombra corta de nuevo al objeto en cuestién, de manera que el algoritmo interpreta
erréneamente que hay un obstdculo entre el objeto y la fuente de luz. La consecuencia de
este hecho es que el punto X, que en realidad estd iluminado, se representara erréneamente
como un punto de sombra en la imagen final (lo que se conoce en inglés como surface acne).

Por su naturaleza, este problema recibe el nombre de autointerseccién, y sera el que
trataremos fundamentalmente en este trabajo.

Dado que la causa es la precision finita de los cédlculos, conviene identificar en qué
situaciones puede aparecer este problema. El estdndar més extendido hoy en dia es IEEE
754 (aritmética en punto flotante), donde la distancia entre nimeros consecutivos repre-
sentados por ordenador aumenta con la escala. Esto significa que los errores de célculo

seran mas frecuentes cuando trabajemos con nimeros muy grandes; en nuestro caso, en-
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Figura 2.2: Ejemplo de surface acne en la superficie iluminada de las esferas. Fuente:

Heisler, B. (2017).

contraremos este problema al trabajar con las distancias del origen a ciertos puntos de

interseccién, y el tamano de algunos objetos.

2.1.3. Representacion de nimeros en un ordenador

Como las autointersecciones son consecuencia de la precision finita de los ordenadores,
conviene entender cémo se representan internamente los niimeros en un procesador, ya
que encontramos aqui la causa del problema que queremos afrontar.

Existen diferentes formas en que los ordenadores trabajan con ntimeros, pero las mas
habituales son las aritméticas de punto fijo y de punto flotante, asi que nos centraremos
en estos dos tipos.

Es sabido que los ordenadores trabajan con una representacién binaria de los ntimeros.

Supongamos un numero representado por 8 digitos binarios (bits):

bab3bab1bob_1b_2b_3

Como b; = {0,1},i € {—3,—2,...,4}, es inmediato que el total de combinaciones posibles
es 28. En general, podemos decir que con N digitos binarios somos capaces de representar
un subconjunto de Z de tamaiio 2. Obsérvese que estamos trabajando en todo momento
en un contexto de nimeros enteros.

Para extender estas representaciones a un subconjunto de Q (es decir, representar
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numeros con decimales), basta con determinar la posicién del punto decimal. Es aqui
donde entran en juego las dos representaciones que vamos a explicar.

La aritmética en punto fijo, como su nombre indica, determina una posicién estati-
ca para el punto decimal, de modo que todos los nimeros representados en el sistema
tienen siempre el mismo nimero de digitos a cada lado del punto. Esto se puede conseguir
aplicando un cierto factor de escalado a un nimero entero (Heinly et al., 2009).

Una de las ventajas de esta representacién numérica es que todos los nimeros se
encuentran igualmente distribuidos. Asi, la precision que se tiene cerca del origen se tiene
también en cualquier lugar del espacio, esto es, la precision es un invariante por traslaciones
si trabajamos con aritmética de punto fijo. Ademds, los cambios de escala se pueden
hacer con un simple desplazamiento de bits, logrando una mayor eficiencia en este tipo
de célculos. Por otro lado, el uso de este sistema de representacién exige un compromiso
entre el rango de numeros representables y la precisién (Heinly et al., 2009). En efecto:
si queremos ganar decimales de precisién, necesariamente tenemos que reducir el nimero
de bits de la parte entera, por lo que la amplitud del intervalo de niimeros representables
sera menor.

Como alternativa surge la aritmética en punto flotante, donde el punto decimal
ya no ocupa una posicién fija. La representacién de un nimero real en este formato viene
dada por una terna (signo, exponente, parte significativa); dado r € R y una base b (en

binario, b = 2), entonces (Institute of Electrical and Electronics Engineers, 2008):

7= (—1)%9"0 x peEPonente o parte significativa

Ademads de estos nimeros, también hay representaciones para +oo, por lo que la es-
tructura subyacente a esta representacién numeérica es en realidad R u {£oo} (Institute of
Electrical and Electronics Engineers, 2008).

La aritmética en punto flotante sigue unas normas establecidas por el Institute of Elec-
trical and Electronics Engineers (IEEE). Actualmente, el estdndar utilizado es IEEE 754,
segun el cual un niimero en punto flotante codificado en 32 bits utiliza un bit para el signo
(s), 8 para el exponente (e) y 23 para la parte significativa (m). Con esta estructura, es
facil ver que los exponentes estdn entre 0 (= 2° — 1) y 255 (= 2% — 1), todos no negati-
vos. Por lo tanto, para poder representar exponentes negativos, calculamos el exponente

verdadero e, a partir de e como (Pharr et al., 2017):
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e, =e— 127

Debido a esta representacion numérica, se tiene que el espacio entre niimeros en punto
flotante sucesivos en el intervalo [2¢,2°T!) toma el valor 26723 (Pharr et al., 2017). De
aqui se sigue que la distribucién de los nuimeros en punto flotante es uniforme en un
intervalo de potencias de 2 consecutivas, pero no lo es en todo el rango de representacion;
de hecho, a medida que aumenta el exponente e, aumenta también la distancia entre
nimeros consecutivos.

Esta es la causa del problema de la autointerseccion: si la distancia entre ntimeros en
punto flotante consecutivos es muy grande, entonces existe un amplio rango de nimeros
reales no representables en punto flotante, lo que implica un inevitable error de trunca-
miento al efectuar calculos con dichos nimeros. En nuestro caso, los calculos problematicos
aparecen al operar con grandes distancias para calcular intersecciones, de manera que estos

errores de célculo se traducen en puntos indebidamente sombreados en la imagen final.

2.1.4. Algunos ejemplos de calculo de intersecciones

En adelanto de las implementaciones en Python que mostraremos en el |Capitulo 4
del trabajo, dedicaremos esta seccién a explicar los métodos que usaremos para el cdlculo
de intersecciones. En particular, desarrollaremos un cédigo que nos permita representar

esferas, planos, tridngulos y rectangulos dando sus correspondientes atributos.

Interseccién rayo-esfera

Se trata de uno de los casos mas intuitivos de calculo de intersecciones. Tomaremos
como referencia las explicaciones dadas por Rueckert (2002).

Como sabemos, una esfera queda determinada dados su centro (cuyo vector de posicién
denotaremos py) y su radio r. Entonces, un punto ¢ se encuentra en la esfera si verifica la

ecuacion:

7—p:|* —1* =0 (2.2)

donde ¢ denota el vector de posiciéon del punto q.
Supongamos un rayo de ecuacién pg + /LCZ Calcular los puntos de interseccion del rayo

con la esfera es lo mismo que decir que buscamos aquellos puntos del rayo que estédn en la
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esfera y, por lo tanto, verifican la ecuacion anterior. Si sustituimos la expresién del rayo

en la ecuacion de la esfera, obtenemos:

196 + pd — pif> = 1% = 0 (2.3)

donde pg es el vector de posicién del origen del rayo.

Si resolvemos la ecuacién anterior para p, pueden darse los siguientes casos:

= Si no tiene solucién, el rayo no corta a la esfera.

» Si tiene dos soluciones p; y po (supongamos que py < p2), entonces p; nos da el
punto de entrada del rayo en la esfera; por lo tanto, es el valor que nos interesa tomar

para calcular el punto de interseccién.

= Si obtenemos soluciones negativas, significa que los puntos de interseccion estan
por detras del origen del rayo. Si se trata de un rayo primario, entendemos que la
esfera esta por detras del observador y, por lo tanto, no nos interesa ese punto de

interseccion.

Interseccion rayo-plano

El segundo objeto cuya interseccion queremos describir es el plano. Es importante, ya
que estos calculos se pueden utilizar para la representacion de cualquier figura plana, como
explicaremos mas adelante. Nuevamente, tomaremos como referencia las explicaciones de
Rueckert (2002).

La idea fundamental para este cdlculo es que todo vector ¢ contenido en el plano es,
por definicién, ortogonal al vector normal 77 y, por lo tanto, se cumple que ¢- 7 = 0. Igual
que antes, si sustituimos la expresién de un rayo en la ecuacién del plano obtenemos lo

siguiente:

(6 + pd) — pi) -7 =0 (24)
donde p; es un punto arbitrario del plano. Si resolvemos la ecuacién anterior para pu,
obtendremos el punto del rayo que estd en el plano; por lo tanto, es inmediato que el

-

vector (py + pd) — pi estd en el plano y la expresién anterior tiene sentido.
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Interseccion con un poligono plano convexo

FEl calculo de la interseccién de un rayo y un plano se puede extender a la interseccion del
rayo con cualquier poligono plano convexo. Esto se puede efectuar en dos pasos: primero
se calcula el punto de interseccién con el plano que contiene al poligono, y después se
comprueba si el punto de interseccion esta dentro del poligono.

Para hacer esta tltima comprobacién es muy importante el orden en que definimos los
vértices del poligono, ya que esto afectard a la orientacién de los productos vectoriales (in-
cluyendo el calculo del vector normal como producto vectorial de dos lados consecutivos).
Por defecto, definiremos siempre los vértices en sentido antihorario.

Introducimos ahora el método explicado en Scratchapixel (s. f.). Supongamos que ¢
es el punto de interseccién del rayo con el plano que contiene al poligono. Sean vy y
v1 dos vértices consecutivos del poligono definidos en sentido antihorario, como hemos
indicado anteriormente; por lo tanto, el vector vgty se corresponde con un lado. El test
consiste en calcular el producto vectorial vt x vgq, de donde se pueden sacar las siguientes

conclusiones:

= Si el producto vectorial nos da un vector con el mismo sentido que el normal del
plano, entonces el punto estd dentro del poligono. Esto se puede determinar con el

signo del producto interior (vob1 X voq) - 7.

= En caso contrario, el punto estara fuera del poligono y, por lo tanto, el rayo no lo

corta.

Si interpretamos geométricamente estos resultados, lo que ocurre es que, tal y como he-
mos definido los vértices, el vector vgg se obtiene girando el lado vg?; en sentido antihorario
si, y solo si, el punto g estd en el interior del poligono.

Los célculos descritos se repiten para cada uno de los lados del poligono. Por lo tan-
to, este método nos servird para la implementacién tanto de los tridngulos como de los

rectangulos, variando Unicamente el nimero de lados para los que hay que efectuar el test.

2.2. Soluciones habituales al problema

Existen diferentes formas de minimizar el problema de la autointerseccién, aunque
ninguna de ellas es perfecta, y el problema puede seguir presente en ciertas escenas. Ex-

pondremos los métodos mas habituales hoy en dia.
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2.2.1. Identificacion de primitivas

El alto coste computacional del ray tracing deriva fundamentalmente del calculo de
intersecciones. Para simplificar este problema, lo habitual es representar los objetos de
la escena a través de figuras geométricas mas simples, que llamamos primitivas. Este
proceso es el que se conoce como teselado (en inglés, tessellation). De esta forma, se
puede reducir la busqueda de algoritmos eficientes de cdlculo de intersecciones a aquellas
en las que intervienen las primitivas. El ejemplo més destacado de primitiva es el tridngulo,
el poligono mas utilizado para el renderizado en tiempo real.

Como resultado del teselado, en la escena tenemos objetos representados como con-
juntos de poligonos (tridngulos), y el algoritmo de ray tracing busca la interseccién de los
rayos con alguno de dichos tridngulos. Ademas, cada primitiva cuenta con una ID, y de este
hecho surge el método que presentamos a continuacion para prevenir autointersecciones.

La idea de este método consiste en descartar una interseccién si las IDs de las dos
primitivas coinciden, lo que seria un claro indicio de autointersecciéon. Sin embargo, este

método presenta dos problemas claros en la practica (Wéachter y Binder, 2019):

= Si generamos un rayo de sombra en un dngulo rasante, puede ocurrir que la distancia
al mismo objeto no supere el valor minimo de la aritmética en punto flotante (es decir,
se considera que la distancia es cero); ademds, dado que nos hemos desplazado sobre
la superficie, el nuevo punto se encontrard en otra primitiva, por lo que las IDs no

coinciden y la interseccién se da por valida.

= Si el origen del rayo de sombra estd muy cerca del borde de una primitiva, es posible
que al generarlo corte a la primitiva adyacente, con lo que la interseccién se dard por

valida.

La |Figura 2.3|ilustra estos dos casos de error.

2.2.2. Ray tracing en aritmética de punto fijo

Entre las soluciones propuestas para evitar autointersecciones, casi siempre estd pre-
sente un valor que llamamos epsilon (g), que representa una distancia que desplazamos
un punto de interseccién calculado en una cierta direccién, con el fin de evitar que el rayo
de sombra con origen en ese punto corte a la misma superficie.

Con esto en mente, algunos autores trataron de implementar software de ray tracing

en sistemas que utilizan aritmética de punto fijo. Uno de los problemas maés recurrentes
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Figura 2.3: Problemas con la exclusién por ID de primitivas. Fuente: Wachter y Binder,

2019.

en el contexto de las autointersecciones es la eleccién del mejor valor de épsilon, que
habitualmente depende en gran medida de la escena con la que se esté trabajando. En
efecto, los objetos més distantes estan sujetos a mayores errores de calculo, por lo que el
valor de épsilon ha de ser mayor; por contrapartida, un valor demasiado grande provocara
incoherencias en objetos cercanos, como sombras separadas del objeto que las produce.

En la se muestra un ejemplo de este hecho. En la imagen de la izquierda,
un valor de ¢ = 107° es suficiente para producir una imagen correcta; por el contrario,
en la imagen de la derecha se usa un valor de ¢ = 10~!, que es demasiado grande para la
escena en cuestién, provocando desplazamientos en sombras y reflejos. El desplazamiento
de las sombras se ve claramente en la sombra de la esfera roja, que se sale del marco de la
imagen. Ademads, en la esfera verde se aprecia que, lo que antes era el hemisferio del lado
opuesto a la fuente de luz, ahora tiene una tonalidad incorrecta, debida al desplazamiento
de los reflejos. Observando atentamente, se puede ver este mismo defecto visual en las
otras dos esferas.

Como hemos indicado anteriormente, la causa subyacente a este hecho es la distribucion
de los nimeros en punto flotante, ya que la distancia entre ntimeros consecutivos aumenta
a medida que lo hace su valor absoluto. Frente a esto, la aritmética en punto fijo se puede
entender como una malla de nodos equidistantes, por lo que la resolucién de una distancia
medida sobre un rayo es la misma que la de los vértices de los objetos, evitando asi la

dependencia de la escena para fijar €. Con estos razonamientos, Hanika y Keller (2007)

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing 14



Enrique Cardero Riveiro Master en Ingenieria Matematica y Computacién

e=1le—5H e=1le—1

Figura 2.4: Efectos de distintos valores de € en una misma escena. Fuente: elaboracién

propia.

proponen una implementacién del algoritmo de ray tracing para sistemas que trabajan con
aritmética entera, y que permite tomar en el peor de los casos un valor de € = 2.
Posteriormente, Heinly et al. (2009) desarrollaron una versién adaptada del algoritmo
de ray tracing para sistemas que no trabajan con el estandar IEEE 754 para aritmética
en punto flotante, que es el mas extendido hoy en dia. En su lugar, existen todavia pro-
cesadores més especializados que no utilizan internamente esta representacion numérica,
por lo que se trata de una alternativa a tener en cuenta para trasladar el ray tracing a
estos sistemas. Nuevamente, en este método el valor de € no depende de la escena, aunque
frente al valor de ¢ = 2 dado por Hanika y Keller, los ejemplos de Heinly et al. exigieron

tomar al menos € = 6.

2.2.3. Calculo de intersecciones en el espacio de objetos

Se trata de una alternativa propuesta por Dammertz y Keller (2006) para corregir los
errores de precisién en el calculo de intersecciones. Por ello, trata de corregir también las
autointersecciones, aunque no se limita a resolver este problema.

El enfoque tradicional consiste en calcular a qué distancia se encuentra el punto de
interseccion del origen del rayo. Cuando esta distancia es muy grande, la aritmética en
punto flotante de los ordenadores no es capaz de calcularla exactamente, lo que se traduce
en artefactos en la imagen final. Como alternativa, se propone calcular los puntos de
interseccién directamente sobre el espacio de objetos, evitando las grandes distancias que
puede alcanzar un rayo.

La idea del método consiste en aproximar la posiciéon del punto de interseccién dando un
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intervalo tridimensional que lo contenga. Es decir, dado el punto de interseccién verdadero
X, el algoritmo busca un bloque B = [a1,b1] x [a2,b2] x [a3,b3] = R? tal que X € B.
Esencialmente, estamos buscando una caja alineada con los ejes que contenga a X.

El algoritmo comienza con una caja determinada por los extremos del objeto. A partir
de dicha caja inicial, comienza un proceso de subdivisién que se repite hasta que no
hay cambios entre iterados consecutivos. Esto ocurrird cuando no existan ntimeros en
punto flotante para efectuar la subdivision. Para realizar este proceso se utiliza el valor
de parametro 0,5, es decir, dividimos los intervalos originales por la mitad. Esto asegura
que no existan fisuras entre los bloques resultantes de una subdivisién, ya que multiplicar
por 0,5 equivale a restar una unidad al exponente del niimero en punto flotante, evitando
posibles errores de truncamiento (excepto en el caso de un underflow numérico).

Para evitar el problema de la autointerseccion, lo que se hace es tomar como punto de
origen del rayo de sombra la esquina mas alejada en la direccién del vector normal de la
superficie, como se muestra en la De todas formas, no es un método infalible:
sigue siendo necesario un tamano minimo del bloque para poder evitar autointersecciones
cuando el rayo de sombra estd muy cerca de ser tangente, especialmente en geometrias no

convexas.

o

Figura 2.5: Eleccién del origen del rayo de sombra. Fuente: Dammertz y Keller, 2006.

2.2.4. Desplazamiento de la posicion del observador

Este enfoque planteado por Kim et al. (2016) parte del hecho de que la aritmética en
punto flotante es mas imprecisa cuanto mas lejos se estd del origen. Por lo tanto, la idea
de este método consiste en desplazar la caAmara al origen, y aplicar la misma traslacién a
los objetos de la escena. De esta forma, los calculos se hardan con niimeros més cercanos a
cero, y por tanto, la precision en punto flotante es mayor.

En la préactica, existen dos casos en los que este método puede ser problemaético:
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= Sila caAmara ya se encuentra muy cerca del origen, la ventaja del método es practica-
mente nula. Si existe autointerseccién en un objeto lejano, el algoritmo no es capaz

de solucionarlo.

= Si un objeto estd muy cerca del origen y la cAmara muy lejos, al efectuar el despla-
zamiento, el objeto se alejara del origen, y el problema de autointersecciéon puede

persistir.

2.2.5. Cota inferior de la distancia

Las autointersecciones se producen cuando el rayo de sombra corta a la misma super-
ficie. En tal caso, lo habitual es que la distancia del origen del rayo de sombra al punto
de corte con la superficie tome un valor muy pequeno. Partiendo de esta idea, podemos
sugerir una cota inferior (¢,,;,) para la distancia medida sobre el rayo de sombra. De esta
forma, si el punto de corte se encuentra a una distancia menor que t,,;, del origen del rayo,
consideraremos que es un punto de autointerseccién, y lo obviamos en nuestros calculos.

A pesar de que esta solucién es sencilla y eficiente (no incrementa el coste computacio-
nal), el valor de t,,;,, depende en buena parte de la escena con la que se estd trabajando.
Esto es especialmente problemético cuando el rayo de sombra se genera en un angulo ra-
sante, o cuando se salta una interseccion valida por tratar de respetar la distancia minima

definida (Wéchter y Binder, 2019). Estos dos casos de error se ilustran en la [Figura 2.6

La dependencia de t,,;,, de la escena la describen Pharr et al. (2017) del siguiente modo:

= Cuando el rayo de sombra es casi tangente a la superficie, se necesita un valor de
tmin grande para evitar una interseccién incorrecta, producida porque la distancia
a la superficie puede seguir siendo 0 en puntos muy alejados del origen del rayo de

sombra.

= Un valor de t,,;, excesivamente grande puede provocar saltos de intersecciones vali-

das, perdiendo detalles finos en sombras y reflejos.

2.2.6. Correccién por desplazamiento

Este método consiste en desplazar ligeramente el punto de interseccién calculado para

que aproxime mejor a la interseccion verdadera. Para ello, es necesario responder dos
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Figura 2.6: Problemas al limitar la distancia sobre el rayo de sombra. Fuente: Wéchter y

Binder, 2019.

cuestiones: a lo largo de qué vector lo desplazamos, y qué valor (offset) usamos para medir

la distancia.

Direccién de desplazamiento

Como lo que queremos es evitar que un rayo de sombra corte de nuevo a la superficie,
tiene sentido pensar en un vector orientado hacia el exterior del objeto. Wachter y Binder

(2019) exponen los siguientes casos:

= Desplazamiento en la direccion del rayo primario. En efecto, una primera idea con-
siste en retroceder en la direccién del rayo que se interseca con la superficie. Aunque

intuitivo, presenta los mismos problemas que otros métodos.

» Desplazamiento en la direccién del vector normal de sombreado (shading normal). Un
modelo poliédrico para representar un objeto tridimensional solamente proporciona
los vectores normales en los vértices, pero esta informacién se necesita en todo punto
del modelo para representar las propiedades especulares del objeto; por ello, Phong
(1975) propone una aproximacién del vector normal en cada punto de la superficie
que se calcula mediante interpolacién. Este vector es el que llamamos shading normal

y no coincide necesariamente con el normal geométrico.
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= Desplazamiento en la direccion del vector normal geométrico: como este vector es
ortogonal a la superficie por definicién, entonces serd el que nos permita tomar un
offset menor, por lo que es la eleccion mas apropiada. De hecho, este se trata del

método mas utilizado hoy en dia para la correccién de autointersecciones.

Eleccién del offset

Como ya se ha visto en secciones anteriores, el valor del offset depende directamente
de la distancia a la que se encuentre el punto de interseccién del origen del rayo. Cuanto
mayor sea esa distancia, mayor sera el error cometido por la falta de precisién; por lo
tanto, el desplazamiento requerido para corregir la posicién del punto de intersecciéon serd
mayor.

Indirectamente, la eleccién de este offset es uno de los principales problemas que surgen
al aplicar cualquiera de las soluciones expuestas hasta ahora. Al ser un valor dependiente
de la escena, es imposible hacer una eleccién robusta, que sea efectiva para una escena
arbitraria. Frente a esta situacion, Wéchter y Binder (2019) trataron de dar una respuesta
empirica a esta cuestién.

El experimento consiste en generar 10 millones de tridngulos aleatorios, cuyos lados

miden entre 2716 y 222

, v estudiar las diferencias que existen entre el punto de intersec-
cién calculado y el punto de interseccién real en cada caso. Con estos valores obtenidos
empiricamente, se han calculado las distancias medias y las distancias maximas, para pos-
teriormente representarlas en funcién de la distancia al origen, como se puede ver en la

Para que el offset elegido sea suficientemente robusto, este ha de ser al menos tan
grande como el error maximo cometido durante el experimento; en caso contrario, podria
ocurrir que la correccién del punto de interseccion calculado no sea suficiente para evitar
la autointerseccion.

Se trata de un método que funciona muy bien en la practica, pero también existen si-
tuaciones en las que da problemas. Al igual que ocurria al acotar inferiormente la distancia
sobre el rayo de sombra, la eleccién de un offset grande para intersecciones muy alejadas
del origen puede dar problemas con detalles geométricos muy finos, por ejemplo, pequenas
hendiduras. El punto de interseccién desplazado podria situarse de nuevo detras de la su-

perficie; de esta forma, se produce autointersecciéon en un nuevo punto, como muestra la
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Figura 2.7: Error medio y maximo en funcién de la distancia al origen. Fuente: Wachter y

Binder, 2019.

o
~

Figura 2.8: Pequena hendidura en la que se produce una nueva autointersecciéon. Fuente:

Waichter y Binder, 2019.
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Capitulo 3

Objetivos

3.1. Objetivo general

Desarrollar un método de Montecarlo que logre reducir el niimero de autointersecciones

con respecto a los métodos utilizados en la actualidad.

3.2. Objetivos especificos

= Descripcion tedrica del método, basado en la generacion de niimeros aleatorios de

una distribucion uniforme.

= Implementacion de un ray tracer sencillo en Python que permita aplicar el método
usual de desplazamiento en la direccién del vector normal mediante una distancia

fija.

= Modificacién del ray tracer anterior para anadir la posibilidad de aplicar el nuevo

método de Montecarlo como variante.

= Comparativa visual entre el método original y la variante de Montecarlo para ren-

derizar dos escenas.

= Estudio del tiempo de renderizado del método de Montecarlo en funciéon del nimero

de iteraciones.

= Desarrollo de una variante del método de Montecarlo que sustituya el generador
de valores uniformes por un generador de valores aleatorios segin una distribucién

normal.
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= Implementacion de la nueva variante del método de Montecarlo en el ray tracer.

= Comparativa visual entre el método original y esta nueva variante del método de

Montecarlo.

» Estudio del tiempo de renderizado del nuevo método de Montecarlo en funcién del

numero de iteraciones.

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing 22



Capitulo 4

Desarrollo del trabajo

4.1. Idea del método a desarrollar: caso uniforme

El propésito de este trabajo es desarrollar un método de Montecarlo que sea capaz
de afrontar el problema de la autointerseccion. Actualmente, el método mas utilizado en
la practica de entre todos los presentados en la es el desplazamiento en la
direccién del vector normal geométrico de la superficie. Por lo tanto, tomaremos como
referencia un ray tracer que implemente dicho método, para desarrollar a partir de este la
variante de Montecarlo.

Se ha hablado de que uno de los pasos més importantes es la eleccién del valor de
épsilon (¢), ya que este depende de la escena que se quiere renderizar. Cuanto mayor sea
la distancia del observador al punto de interseccién, mayor serd el error cometido, y se
requerird un valor de € mas grande; a su vez, un € excesivamente grande provocara efectos
no deseados en la imagen final.

Nuestro nuevo método permitird una mayor versatilidad en cuanto a la eleccién de
g, y al mismo tiempo mejorar los resultados de la imagen final. Para ello, tomaremos un
e que corrija la mayor cantidad posible de autointersecciones (por ejemplo, los méximos
obtenidos empiricamente por Wachter y Binder, . Posteriormente, para evitar
una correccién excesiva del punto de autointerseccion, o problemas como el descrito en la
lo que haremos serd generar valores aleatorios de una distribucién uniforme
continua en el intervalo [0, 1], que jugardn el papel de factor de escalado de . De esta
forma, mediante la generacién de estos valores aleatorios (Montecarlo) podremos hacer
una eleccion de € mas adecuada a la escena, sin necesidad de buscar un valor apropiado

de forma tan exhaustiva.
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Los pasos a seguir en este nuevo método son los siguientes:

4.2.

Se fija un valor inicial de &, que denotamos g, que no sea excesivamente grande. Se
corresponde con el valor que utilizariamos con el método habitual de desplazamiento

por el vector normal.

Si llamamos gg al punto de interseccién calculado inicialmente, definimos g = ¢gg+¢o7,

donde 77 es el vector normal de la superficie.
Se genera de un rayo de sombra con origen en g y se comprueba si existe algin objeto
de la escena en su trayectoria hacia la fuente de luz.

Si no hay ningin objeto en el camino, no es necesario aplicar el método de

Montecarlo y el proceso de renderizado continiia con normalidad.
En caso contrario, supondremos que se trata de un problema de autointerseccién,

y efectuamos el test de Montecarlo para comprobarlo.

Se fija un valor 1 tal que €1 = €p. A continuacién, generamos n valores aleatorios
de una distribucién uniforme continua en [0, 1], que denotamos 71, rg, ..., 7. Supon-

gamos que estdn en orden creciente (1] < ro < ... < 1p).

A partir de los niimeros aleatorios generados, definimos las distancias Ax = rpeq, k =

1,...,n.
A partir de las distancias anteriores, definimos los puntos ¢ = qo+Ax7, k=1, ...,n.

Comenzando por k =1 (bucle), generamos un rayo de sombra con origen en gy.

Si el rayo de sombra encuentra un objeto de la escena en su trayectoria hacia
la fuente de luz, pasamos a la siguiente iteracién, en la que generaremos un rayo de

sombra con origen en q41.

En caso contrario, consideramos que g es nuestra mejor aproximacién al punto

de interseccion real.

Implementaciéon de un ray tracer basico orientado a ob-

jetos en Python

El primer paso de este trabajo consiste en implementar en Python un ray tracer basico

que usaremos como referencia para desarrollar el nuevo algoritmo. Tomamos como base

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing
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el codigo desarrollado por Aflak (2020), que nos permite renderizar una escena sencilla
cuyos objetos son esferas. En este caso, el codigo utiliza el desplazamiento en la direccién
del vector normal con un offset fijo (10~°) para evitar las autointersecciones; como hemos
dicho, este es el método mas usado habitualmente. Se adjunta el codigo completo en el
A 5énd A

Lo primero que haremos serd reescribir el c6digo para facilitar la adicién de nuevos tipos
de objetos a la escena y la edicién de sus propiedades. Para ello, seguiremos un paradigma
de programacién orientada a objetos, donde cada elemento de la escena se corresponderd

con una clase, que recoge aquellas caracteristicas que nos permiten definirlo.

4.2.1. Clases de objetos
Surface

Para evitar sobrecargar en exceso las clases, definimos primero una superclase de la
que se heredaran los atributos comunes, que son aquellos relacionados con las propiedades
de los materiales para calcular la iluminacién (ambient, diffuse, specular, shininess 'y re-
flection). También definimos dos métodos abstractos que cada clase deberd implementar:
un método que devuelva el vector normal del objeto en un cierto punto (normal), y un
método que devuelva la distancia del origen del rayo al punto en que corta al objeto, si
lo corta (intersect). De esta forma, al llamar al método desde una instancia de una cierta
clase, se ejecutara el cédigo correspondiente a dicha clase, lo que permitird utilizar una
nomenclatura tnica para simplificar la escritura del cédigo principal del ray tracer. A esta

superclase la llamaremos Surface, y la definimos como se muestra a continuacién.

1 import numpy as np
2| from abc import ABC, abstractmethod #Para definir la clase

abstracta

4| class Surface (ABC):

ot

6 def __init__(self,ambient,diffuse,specular ,shininess,reflection
):

7 self .ambient = ambient

8 self .diffuse = diffuse

9 self .specular = specular
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10 self .shininess = shininess

11 self .reflection = reflection
12

13 @abstractmethod

14 def intersect(self):

15 pass

16

17 @abstractmethod

18 def normal (self):

19 pass

Ahora, para definir un nuevo tipo de objeto, bastard con crear una clase que herede
de Surface, anadir los atributos propios del objeto, e implementar los métodos intersect y

normal.

Sphere

El primer objeto de la escena que implementaremos sera una esfera, ya que se trata del
caso mas intuitivo. En primer lugar, los atributos que permiten definir geométricamente
la esfera son el centro (center) y el radio (radius). Para calcular el vector normal en un
punto, basta con tomar la diferencia entre los vectores de posicion del punto y de la esfera.
Finalmente, para implementar el cdlculo del punto de interseccién aprovechamos la funcién

sphere_intersect definida por Aflak (2020), que se basa en la misma idea expuesta en la

[Subseccion 2.1.4] El cédigo correspondiente a la clase Sphere se muestra a continuacion.

1 import numpy as np

2| from Surface import *

4| class Sphere(Surface):

6 def __init__(self,6center ,radius,ambient,diffuse,specular,
shininess ,reflection):

7 Surface.__init__(self ,ambient ,diffuse,specular,shininess,
reflection)

8 self.center = center

9 self.radius = radius

10
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11 def intersect(self, ray_origin, ray_direction):

12 b = 2 * np.dot(ray_direction, ray_origin - self.center)

13 ¢ = np.linalg.norm(ray_origin - self.center) ** 2 - self.
radius **x 2

14 delta = b **x 2 - 4 * c

15 if delta > O:

16 tl = (-b + np.sqrt(delta)) / 2

17 t2 = (-b - np.sqrt(delta)) / 2

18 if t1 > 0 and t2 > O:

19 return min(tl, t2)

20 return None

21

22 def normal (self,point):

23 return (point - self.center)/np.linalg.norm(point - self.
center)

Plane

Implementaremos también una clase correspondiente a un plano. El interés de esta
clase se encuentra fundamentalmente en el cdlculo del punto de intersecciéon, ya que es una
operacion que utilizaremos para la representacién de cualquier poligono convexo, como es
el caso de los tridngulos y rectangulos que mostraremos a continuacion.

Los atributos fundamentales que nos permiten definir un plano son un punto y el
vector normal. Para implementar el calculo de la interseccién, basta con escribir la expre-
sién resultante de despejar p en la ecuacién (2.4). A continuacién se muestra el c6digo

correspondiente a la clase Plane.

1| import numpy as np

2| from Surface import *
4 class Plane(Surface):

6 def __init__(self,point ,normal, ambient ,diffuse,specular,
shininess ,reflection):
7 Surface.__init__(self ,ambient ,diffuse,specular,shininess,

reflection)
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10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

def

def

Quad

self .point = point

self .normal_vec = normal / np.linalg.norm(normal)

intersect(self, ray_origin, ray_direction):

mu = -np.dot(ray_origin - self.point,self.normal_vec) / np.
dot (ray_direction,self.normal_vec)

if mu>0:
return mu

else:

return None

normal (self ,point):

return self.normal_vec

Explicamos ahora la implementacion de la clase correspondiente a los rectangulos,

que nos servira para definir, por ejemplo, los cuadrados que constituyen cada una de las

caras de un cubo. Ademds, veremos que la implementacién de la clase Triangle se sigue

inmediatamente eliminando uno de los vértices, sin afectar a los procesos de calculo.

Como se ha explicado en la[Subseccion 2.1.4] el primer paso para calcular la interseccion

con un poligono plano convexo consiste en considerar inicamente el plano que lo contiene.

Una vez hecho esto, se comprueba que el punto calculado estd en el interior del poligono.

El test de interseccién es el mismo para cada lado del poligono, cambiando inicamente

la correspondiente nomenclatura para adaptarla al mayor o menor niimero de lados (en

este caso, se efectia la comprobacién para los cuatro lados). El cédigo resultante de la

clase Quad se muestra a continuacion.

import numpy as np

from Surface import x*

class Quad(Surface):

def

__init__(self ,vertex0,vertexl ,vertex2,vertex3,ambient,

diffuse,specular ,shininess,reflection):

Surface.__init__(self ,ambient ,diffuse,specular,shininess,
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def

reflection)

self.

self.

self.

self.

self.

/ np.linalg.norm(np.cross(vertex2-vertexl ,vertex0-

vertex0 vertexO
vertexl vertexl
vertex2 vertex2
vertex3 vertex3
normal_vec = np.cross(vertex2-vertexl,vertexO-vertexl)

vertexl))

intersect (self ,ray_origin,ray_direction):

mu =

np.dot(ray_direction,self.normal_vec)

-np.dot(ray_origin - self.vertexO,self.normal_vec) /

if mu>0:

P

#Comprobamos que el punto esta dentro del poligono

#

)

= ray_origin + mu*ray_direction #Punto de
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interseccion

Lado O

ide0 =

vp0 = p

N

= np.cross(side0O,vp0)

self.vertexl -

self.vertexO

self .vertexO

if (np.dot (N, self.normal_vec)<0):

#

S

return None

Lado 1

idel =

vpl = p

N

= np.cross(sidel ,vpl)

self.vertex2 -

self.vertexl

self .vertexl

if (np.dot (N, self.normal_vec)<0):

#

S

return None

Lado 2

ide2 =

vp2 = p

N

= np.cross(side2,vp2)

self.vertex3 -

self.vertex2

self .vertex2
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40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

if (np.dot (N, self.normal_vec)<0):

return None

#Lado 3
side3

self .vertex0 - self.vertex3
vp3 = p - self.vertex3

N = np.cross(side3,vp3)

if (np.dot (N, self.normal_vec)<0):

return None

return mu
else:

return None

def normal (self,point):

return self.normal_vec

Aunque en este caso seria recomendable incluir una comprobacion de que los vértices
dados son coplanarios, omitiremos esta prueba para acortar el cédigo. Nuestro propédsito
es poder definir escenas para poner a prueba el método de Montecarlo, por lo que la

introduccién de datos correctos hace que esta comprobacién sea prescindible.

Triangle

Los triangulos, como ya hemos explicado, son fundamentales para el proceso de tese-
lado. La capacidad de representar tridngulos nos permitird desarrollar aproximaciones de
figuras geométricas muy complejas, y de ahi su importancia.

Un tridngulo queda determinado dando sus tres vértices (vertex0, vertexl, vertex2). A
diferencia de lo que ocurre con poligonos méas complejos, no es necesario hacer ninguna

comprobacién adicional, ya que tres puntos en el espacio son siempre coplanarios.

A partir de la clase Quad, la implementacién de esta clase es inmediata; es suficiente
con eliminar la comprobacién hecha para el cuarto lado, que en este caso ya no lo tenemos,
asi como eliminar las referencias al cuarto vértice. Se adjunta el cédigo de esta clase en el

anexo.
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Light

Aunque la fuente de luz no es un elemento tan importante en nuestro estudio, crearemos
una clase independiente para uniformizar el codigo del programa principal. A continuacion,

se adjunta el cédigo correspondiente a la clase Light.

1| class Light:

2

3 def __init__(self ,position,ambient,diffuse,specular):
4 self .position = position

5 self .ambient = ambient

6 self .diffuse = diffuse

7 self .specular = specular

4.2.2. Programa principal del ray tracer

Dedicamos esta seccion a describir brevemente el funcionamiento del ray tracer, basado
en el cédigo desarrollado por Aflak (2020) al que le hemos introducido las modificaciones
necesarias para trabajar con un paradigma de programacién orientada a objetos.

Podemos dividir todo el cédigo en dos secciones. En la primera se definen algunas de

las funciones necesarias para los célculos:

= normalize: devuelve un vector normalizado (es decir, dividido entre su norma para

obtener un vector unitario con la misma direccién y sentido).

= reflected: recibe como argumentos de entrada un vector y un eje, y devuelve el resul-

tado de reflejar el vector de entrada con respecto al eje especificado.

= nearest_intersected_object: es una de las funciones mas importantes del ray tracer.
Recibe como argumentos de entrada una lista con los objetos que constituyen la
escena, y un rayo (su origen y su direccién). La funcién busca entre todos los objetos
de la escena aquel al que el rayo corta primero, si lo corta. Como resultado, nos
devuelve tanto el objeto intersecado como la distancia del punto de interseccion al
origen del rayo. Cabe destacar que, si el vector director del rayo es unitario, podemos
conocer las coordenadas del punto de interseccién simplemente tomando ¢ = O + ud_;
donde q es la interseccion, O el origen del rayo, u la distancia que devuelve la funcién

y d la direccién normalizada del rayo.
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Ademads de las funciones que acabamos de introducir, se definen también otros elemen-

tos importantes:

» width, height: pardmetros de la resolucién de la imagen de salida.

= maz_depth: grado de recursién del calculo. Si tomamos max_depth = 1, solo se cal-
culan los rayos primarios. Por defecto, fijaremos maxz_depth = 3 porque es suficiente

para generar buenos reflejos.

= camera: el punto en el que se encuentra el observador de la escena. Por defecto,

consideraremos que el observador estd situado en el punto (0,0, 1).

= ratio, screen: la pantalla a través de la cual el observador ve la escena. Se divide en

una cantidad de pixeles definida mediante los pardametros width y height.

= [ight: la fuente de luz de la escena. Consideraremos que es una fuente puntual, por
lo que basta con dar un punto para determinar su posicién. Supondremos también

que es una luz blanca.

La segunda seccion del cédigo es un bucle que determina el color de cada pixel de la
imagen final. Por defecto, un pixel serd de color negro (color = (0,0, 0)) hasta que se vayan
sumando las contribuciones de los rayos reflejados por cada objeto que pasen por el pixel
en cuestion. Se implementa el modelo de iluminacién de Blinn-Phong.

Hasta aqui hemos presentado los elementos fundamentales que constituyen el ray tracer
desarrollado por Aflak (2020), y que tomaremos como punto de partida. A continuacién,
presentamos a grandes rasgos los cambios que hemos hecho sobre el cédigo original para

adaptarlo a un paradigma de programaciéon orientada a objetos:

= Fn el programa original se representan uinicamente esferas. Cada esfera se define me-
diante un diccionario de Python, donde las claves son las que identifican el atributo
que se esta definiendo (por ejemplo, la clave center almacena las coordenadas del
centro de la esfera). Asi, se define un vector objects que en cada componente con-
tiene un diccionario, correspondiente a una esfera. En su lugar, nuestro ray tracer
conservara el vector objects, pero ahora cada componente es una nueva instancia de

la clase correspondiente al objeto que queremos representar.
= Al estar usando clases externas, tenemos que importarlas al principio del cédigo.

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing
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= Tanto en la funcion nearest_intersected_object como en los bucles, sustituimos todas
las claves de diccionarios por las referencias a los correspondientes atributos de cada

objeto.

= En particular, en la funcién nearest_intersected_object, el cambio anterior va ligado al
uso del polimorfismo. En vez de identificar el centro y el radio de una esfera mediante
la correspondiente clave del diccionario como en el programa original, lo que tenemos
ahora es una llamada al método intersect, que recordemos que nos devuelve el valor
necesario para calcular el punto de interseccién sustituyendo el valor de salida (u) en
la ecuacién de un rayo. Como ahora tenemos distintos tipos de objetos, y cada uno
implementa el método intersect (introducido en la superclase Surface) de una forma
distinta, podemos utilizar una tnica llamada para todo tipo de objetos: o.intersect,
donde o es cualquier objeto de la escena (equivalentemente, cualquier componente

del vector objects).

= Mediante la libreria time se introducen los elementos necesarios para medir el tiem-
po de ejecucién del programa. Esto serd ttil para las medidas de rendimiento que

estudiaremos en el

= Antes de definir el vector de objetos, definimos matrices de rotacién (giro_x, giro_y,
giro_z), vectores de traslacion (loc) y factores de escalado (scale) que nos permitirdan

modificar algunas escenas con més facilidad. En particular, los utilizaremos para

definir la escena mostrada en la [Seccidn 4.4.2]

El cédigo del programa principal, a excepcion del contenido del vector objects, se mues-
tra en el anexo. En la mostraremos ejemplos de escenas renderizadas mediante
la ejecucion de dicho cédigo; junto a cada escena, se adjuntardn también las lineas de
codigo que nos permitiran obtener las imédgenes mostradas, simplemente introduciendo el

codigo correspondiente en la definicién del vector objects, dentro del programa principal.

4.3. Implementacién del método de Montecarlo

En la [Seccion 4.1] se ha introducido paso a paso el método que queremos desarrollar.
En esta seccion, trataremos su implementacién de forma més detallada, y explicaremos

las ideas que se han tenido en cuenta para desarrollarlo.
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En el ray tracer propuesto por Aflak (2020) se define una pantalla de resolucién confi-
gurable (width x height), de manera que en cada iteracién del bucle se determina el color
de un pixel. Cada color se define en el modelo RGB (siglas de red, green, blue) mediante un
vector de tres componentes, donde cada componente indica la contribucién de cada color
primario. La escala utilizada habitualmente para estos valores numéricos va del 0 al 255,

aunque nosotros trabajaremos con una escala normalizada (de 0 a 1).

Lo que ocurre cuando se produce una autointerseccién es que se representan como
sombreados puntos que en realidad deberian estar iluminados (es decir, la salida de color
para ciertos pixeles es, erréneamente, el vector (0,0,0), correspondiente al color negro).
Como hemos explicado anteriormente, esto se debe a los errores cometidos por la falta
de precisiéon numérica. Como consecuencia, los puntos de interseccién calculados por el

algoritmo no se correspondan con los reales.

Asi, la idea subyacente al método de Montecarlo que queremos implementar consiste en
generar puntos aleatorios en un entorno del punto de interseccién calculado. De esta forma,
podremos conocer un poco mejor la geometria de las regiones préximas a la interseccién
real, y en funcién de los resultados obtenidos, establecer un criterio que decida si la luz

alcanza o no al punto en cuestion, para obtener resultados mas cercanos a la realidad.

Como punto de partida para la implementacion, utilizaremos el método de desplaza-
miento en la direccién del vector normal de la superficie, multiplicado por un offset fijo que
requiere un ajuste para adaptarse a la escena renderizada. Es el método mas utilizado por
ser fiable en la mayoria de situaciones y facil de implementar, pero hay casos en los que es
dificil encontrar el valor adecuado para una escena concreta, o simplemente no es posible
encontrar un valor que ofrezca resultados satisfactorios para todos los objetos presentes

en la imagen final.

Supongamos entonces que partimos de este método con un offset previamente fijado
(por ejemplo, g9 = 1077), con el que renderizamos una escena donde se producen autoin-
tersecciones claras en el objeto més lejano, como se muestra en la Las esferas
azul y verde se encuentran cerca del origen, por lo que los célculos de sus intersecciones
no son problemadticos. Sin embargo, la esfera roja es de gran tamano y se encuentra a

una distancia muy grande del origen (del orden de 10'%), lo que propicia la aparicién del

surface acne del que hemos hablado en la
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Figura 4.1: Esfera distante con problemas de autointerseccion. Fuente: Elaboracién propia.

Lo que ocurre es que el error cometido en el calculo es superior al valor de €y que hemos
considerado; por contrapartida, y como hemos explicado anteriormente, aumentar g9 en
exceso provocaria desplazamientos en las sombras y reflejos de otros objetos en la escena,
por lo que no es una solucién recomendable.

En su lugar, lo que vamos a intentar es encontrar una distancia de desplazamiento que
se adapte mejor a cada punto de interseccion, y que llamaremos A. Sea r un valor aleatorio

de una distribucién uniforme continua en el intervalo [0, 1], entonces definimos:

A =Ter (41)

donde €1 serd una cota superior de la distancia de desplazamiento tal que 1 = gg. El
hecho de tomar €7 mayor que €p hace posible que A sea mayor o menor que gp, por lo
que generar varios valores distintos de A (generando distintos nimeros aleatorios) nos
permitirda estudiar puntos mas alejados o mas cercanos al punto de interseccién original
que con el método de partida.

Por lo tanto, nuestro método de Montecarlo consistird en generar n valores aleatorios 7y,
donde n es un parametro configurable del programa. Como resultado, obtenemos también

n distancias, que denotamos A, = rie1 o, equivalentemente, n puntos pi de la forma:
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pr = q+ Agti (4.2)

donde ¢ es el punto de interseccién calculado inicialmente, sin correcciéon, y 7 es el vector
normal geométrico de la superficie.

Una vez generados estos puntos, lo que haremos sera tomarlos como origen de los rayos
de sombra, para comprobar si encuentran algin objeto de la escena en su trayectoria. Es
necesario definir también los criterios que utilizaremos para elegir el mejor de esos puntos
(el que se acerque mas al punto de interseccién real y, por tanto, ofrezca una imagen final

mas libre de autointersecciones).

4.3.1. Criterios de eleccién del mejor punto

Si recordamos la causa de las autointersecciones, en general ocurre que el punto de
interseccién calculado cae por debajo de la superficie, de forma que al generar el rayo de
sombra, corta al mismo objeto. Entonces, lo que haremos serd desplazar el punto calculado
en la direccién del vector normal. Para hacerlo progresivamente, almacenaremos los ntime-
ros aleatorios generados en un vector, y una vez generados todos, los ordenamos en orden
creciente. De esta forma, saltaremos de punto en punto hasta alcanzar el méas apropiado.

Para identificar el punto correcto, tenemos que buscar el primero de ellos que no en-
cuentre obstaculos en su trayectoria, ya que eso significa que es el punto mas cercano a la
superficie real pero sin estar por detras de esta.

Relacionado con lo anterior, hay que tener en cuenta una condicién importante que
caracteriza aquellos puntos donde se produce una autointerseccién: si se genera un rayo de
sombra con origen en dichos puntos, existe un objeto de la escena que se encuentra en la
trayectoria entre el objeto intersecado y la fuente de luz. Por lo tanto, definiremos en nues-
tro programa una variable légica (is_shadowed) que servird para identificar aquellos puntos
que son susceptibles a tener autointersecciones. De esta forma, el método de Montecar-
lo se aplicard solamente a aquellos puntos que verifiquen la condicién is_shadowed="True,
reduciendo también el coste computacional del programa.

Entre los puntos que verifican la condicién anterior, encontraremos dos situaciones:

= Si un punto estd correctamente sombreado, no a causa de una autointerseccion, nues-

tro método de Montecarlo no encontrara ningin punto pg tal que is_shadowed=Fulse.
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= Si un punto debe estar iluminado pero no lo estd a causa de una autointerseccion, se
intentard buscar el p, mas cercano al punto de interseccién calculado inicialmente,

q, tal que is_shadowed=UFulse.

4.3.2. Implementacion en Python

Ahora que hemos explicado el funcionamiento del método, ya podemos transcribirlo a
c6digo de Python. Se trata de una idea conceptualmente sencilla, y que por lo tanto no
ofrece grandes complicaciones en cuanto a su programacion. Se muestra a continuacion el

codigo resultante:

#METOD0O DE MONTECARLO
iteraciones = 3 #Numero de iteraciones del metodo de Montecarlo

nalea = 0

while is_shadowed and nalea<iteraciones:

#Genero numeros aleatorios
aleatorios = np.random.uniform(size=iteraciones, )

np.sort(aleatorios)

shifted_point = intersection + aleatorios[naleal] * 1e-3 x*
normal _to_surface #offsetting
intersection_to_light = normalize(light.position -

shifted_point) #Direccion del rayo de sombra

_, min_distance = nearest_intersected_object (objects,
shifted_point, intersection_to_light)
intersection_to_light_distance = np.linalg.norm(light.position

- intersection)

is_shadowed = min_distance < intersection_to_light_distance

nalea+=1

Como observacion, trabajamos con un generador de valores aleatorios uniformes en
(0,1), aunque también se pueden generar directamente valores en (0,e1) utilizando el

argumento de entrada high = 1. En tal caso, se eliminaria la multiplicacién por €; en la
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linea de definicion de shifted_point.

4.4. Comparativa visual de los métodos

En las secciones anteriores de este trabajo hemos implementado dos ray tracers en un
paradigma orientado a objetos: uno de ellos utilizando el método habitual de desplaza-
miento en la direccién del vector normal con un offset fijo, basado en el cédigo de Aflak
(2020), y otro con el procedimiento de Montecarlo que acabamos de presentar. En es-
ta seccién, mostraremos los resultados de renderizar algunas imégenes con cada uno de
estos dos métodos, estableciendo una comparativa visual y destacando algunos aspectos

importantes que se puedan observar.

4.4.1. Render 1

Comenzaremos con la misma imagen de la que presentaba autointerseccio-
nes en la esfera de color rojo. El siguiente bloque de cédigo nos permitira generar dicha

escena si lo pegamos dentro del vector objects del programa principal.

1| #1light = Light(np.array ([0, 1, 0]), np.array([1, 1, 1]), np.array
(f1, 1, 11), np.array([1, 1, 1]1))

3 Sphere(np.array ([0, 0, -2%1e10]), 0.5%*1e10, np.array([0.1, 0, 0]),
np.array ([1, 0, 0]), np.array([1, 1, 1]), 100, 0.5),

4| Sphere(np.array([0.7, 0, -2]), 0.3, np.array([0.1, O, 0]), np.array
(fo, 1, 01), np.array(ft1, 1, 1]), 100, 0.5),

5| Sphere(np.array([-0.7, -0.5, -2]), 0.6, np.array([0.1, O, 0]), np.
array ([0, 1, 1]), np.array([1, 1, 1]), 100, 0.5),

Para el ray tracer normal, tomaremos un offset fijo de 107>, mientras que para nues-

tro método de Montecarlo tomaremos inicialmente g = 107, &y = 107* y n = 3. Los

resultados se muestran en la |[Figura 4.2 y la [Figura 4.3]
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Figura 4.2: Ray tracer original, ¢ = le — 5. Fuente: Elaboracién propia.

Figura 4.3: Ray tracer de Montecarlo, n = 3, g = le—5, €1 = le —4. Fuente: Elaboracién

propia.

Se observa que el ray tracer de Montecarlo ofrece una imagen final con un ntmero de
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autointersecciones muy reducido. Ademas, en un examen mas exhaustivo de la imagen no
se encuentran efectos inesperados en las dos esferas al frente ni en sus reflejos.

Un hecho a tener en cuenta es que, a diferencia del ray tracer de partida, ahora esta-
mos trabajando con un método estocastico, por lo que el resultado sera distinto en cada
ejecucion. De esta forma, si ejecutamos de nuevo el codigo que nos ha permitido generar
la obtendremos exactamente el mismo resultado, con los mismos puntos de au-
tointerseccion, al tratarse de un método determinista. Por otro lado, si hacemos lo mismo
con la escena de la[Figura 4.3] se obtendrd una imagen ligeramente distinta.

Para continuar con las pruebas de nuestro algoritmo, renderizaremos la escena con el
ray tracer de Montecarlo, pero tomando esta vez e; = 1073. Al hacer este cambio, estamos

permitiendo que A tome valores mayores que en el caso anterior, esperando asi que el

numero de autointersecciones sea menor. La imagen resultante es la que se muestra en la

Figura 4.4

Figura 4.4: Ray tracer de Montecarlo, g = le—5, €1 = le—3, n = 3. Fuente: Elaboracién

propia.

Como se esperaba, el nimero de autointersecciones es menor, ya que esta vez hemos
permitido la generacién de valores aleatorios més grandes capaces de corregir errores ma-

yores. Una observacion exhaustiva de la imagen no muestra defectos visuales en los demas
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objetos de la escena ni en los reflejos.

Probamos ahora tomando 1 = 107!, que es un valor relativamente grande. Se espera

que el numero de autointersecciones sea todavia menor, pero queremos ver si la eleccién

de un valor grande tiene un impacto negativo en la imagen final. El resultado se muestra

en la [Figura 4.5,

Figura 4.5: Ray tracer de Montecarlo, eg = le—5, €1 = le—1, n = 3. Fuente: Elaboracién

propia.

Nuevamente, se reduce la cantidad de autointersecciones en la esfera roja. Sin embargo,
observando cuidadosamente la imagen, se pueden apreciar contornos extranos en los reflejos
de las esferas azul y verde. Concluimos, por tanto, que existe también un compromiso entre
el nimero de autointersecciones y los efectos sobre el resto de la escena a la hora de elegir

un valor de €; mas o menos grande.

A pesar de la limitaciéon que acabamos de encontrar, los resultados para esta escena
siguen siendo mejores que los que se obtendrian con el método usual. Aun escogiendo un
valor grande como ¢ = 10~ !, los resultados con el método usual siguen mostrando muchas

autointersecciones, ademas de las incorrecciones en los reflejos cercanos, como se muestra

en 1 [Figtza 2.9
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Figura 4.6: Ray tracer original, €9 = le — 1. Fuente: Elaboracién propia.

Como se puede observar, la eleccién de un offset tan grande provoca desplazamientos
notables en reflejos y sombras cercanos, y ademads no es capaz de tratar adecuadamente
las autointersecciones de la esfera roja. Por ello, la principal ventaja del método expuesto
en este trabajo es que permite corregir autointersecciones a gran distancia del origen

minimizando el impacto de las correcciones sobre sombras y reflejos cercanos al observador.

Nos quedaremos entonces con el valor de e; = 1073, que no provocaba defectos en los
reflejos. Veremos ahora qué ocurre cuando aumentamos la cantidad de nimeros aleatorios
generados para nuestro experimento de Montecarlo (n = 10). Légicamente, aumenta el

coste computacional, pero esto lo veremos en la siguiente seccion; por ahora, nos centramos

unicamente en la calidad de la imagen resultante (Figura 4.7)).
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Figura 4.7: Ray tracer de Montecarlo, eg = 1le—5, €1 = le—3, n = 10. Fuente: Elaboracién

propia.

4.4.2. Render 2

Completaremos las pruebas de la calidad del método generando una escena inspirada
en la caja de Cornell (Cornell box). Desde su introduccién por parte de Goral et al. en 1984,
se ha convertido en un test muy popular para poner a prueba la precisiéon de un algoritmo
de renderizado. Lo que haremos ahora serda modificar los pardmetros de nuestro método
y ver el impacto que tienen estas variaciones en la imagen final. Recordemos que, por lo
visto en la seccion anterior, la eleccién de un offset inicial excesivamente grande provoca
defectos en reflejos y sombras cercanos, aunque en esta escena no tendremos objetos cerca
de la camara y, por lo tanto, este efecto no serd tan notorio.

Comenzamos mostrando la imagen inicial, renderizada con el ray tracer original toman-
do un valor de € = 1073, que no producia defectos en reflejos y sombras cercanos. Como
nuestra intencién es estudiar las autointersecciones, hemos definido la caja de Cornell a
una escala lo suficientemente grande como para que se presente este problema de precisién
en los calculos. Asi, la imagen resultante se muestra en la [Figura 4.8

En este caso, podemos probar también los efectos de utilizar un offset grande con el ray

tracer original, ya que no afectara tanto a la calidad de la imagen final como en el ejemplo
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Figura 4.8: Ray tracer original, ¢ = le — 3. Fuente: Elaboracién propia.

que hemos visto en la secciéon anterior. Por lo tanto, si tomamos un valor de ¢ = 0,5, el

resultado es el que se muestra en la

Figura 4.9: Ray tracer original, ¢ = 5e — 1. Fuente: Elaboracién propia.
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El ray tracer original presenta aqui un muy buen funcionamiento, aunque todavia no
es capaz de resolver todas las autointersecciones de la escena (se pueden apreciar en la

cara frontal del cubo azul).
Pasamos ahora a comprobar el desempeno del método de Montecarlo descrito. Como

la idea consiste en poder tomar valores de €; relativamente grandes sin que esto perjudique

excesivamente al resto de la escena, podemos comenzar probando con el valor de 1 = 0,5

que acabamos de utilizar, y ver qué tal funciona el método. Para la primera aproximacién
de la imagen tomamos £y = 1073, el mismo valor utilizado para generar la Tras
3 iteraciones, la imagen resultante se muestra en la [Figura 4.10]

Figura 4.10: Ray tracer de Montecarlo, g = le—3, €1 = be—1, n = 3. Fuente: Elaboracién

propia.

La reduccion en el nimero de autointersecciones con respecto a la imagen de referencia,
en este caso la[Figura 4.8] es notoria. Sin embargo, conviene hacer una observacién sobre
el impacto de este método en el resto de la escena. En las paredes de la caja de Cornell
podemos observar los reflejos de los objetos de la escena en mayor o menor medida. Al
estar trabajando con objetos a una escala muy grande, los reflejos que se ven en la imagen
son muy distantes, a diferencia de lo que velamos en la escena renderizada en la seccién

anterior. Mientras que el método de Montecarlo no mostraba grandes defectos en los reflejos
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cercanos, en la si que podemos ver colores extranos en el reflejo de la esfera

sobre la pared trasera de la caja. Este mismo defecto estd también presente en la

donde no se utilizaba el método de Montecarlo, pero si un valor de € pequeno.
Continuando con nuestro estudio, podemos mejorar la eliminacién de autointerseccio-

nes aumentando el nimero de iteraciones del método. Si probamos con n = 10, conservando

los valores anteriores de g y €1, obtenemos como resultado la |[Figura 4.11

Figura 4.11: Ray tracer de Montecarlo, ¢g = le — 3, €1 = 5e¢ — 1, n = 10. Fuente:

Elaboracién propia.

Se consigue finalmente una imagen con un nimero de autointersecciones muy reducido
con respecto a la imagen de referencia (Figura 4.8]), sin necesidad de corregir la posicién

de todos los puntos de interseccion computados inicialmente.

4.5. Comparativa de rendimiento

Aunque el método de Montecarlo se ha desarrollado principalmente enfocado a mejorar
el problema de las autointersecciones en el aspecto visual, también es interesante estable-
cer una comparativa de rendimiento entre los dos métodos presentados hasta ahora para
estimar el coste adicional del método de Montecarlo.

En esta seccién, lo que haremos serd renderizar varias veces la escena mostrada en la
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y medir el tiempo que tarda el algoritmo en renderizar la imagen completa.
Repetiremos la prueba para distinto niimero n de iteraciones, donde n = 0 se corresponde
con el tiempo que se tarda en renderizar la imagen con el método usual (desplazamiento
en la direccién del vector normal mediante una distancia previamente fijada).

Para la realizacion de las pruebas, se ha utilizado un equipo con las siguientes carac-

teristicas:

Procesador: Intel Core i5-6600K (OC 4.3 GHz).

Placa base: MSI Z170A Krait Gaming 3X.

RAM: GSkill Ripjaws V Red DDR4 2400 PC4 19200 16GB 2x8GB CL15.

GPU: Nvidia GeForce GTX 1060 6Gb.

SSD (S.0[1): Kingston HyperX Fury 128Gb SATA 3.

HDD: Samsung M3 Portable 1Th, Seagate Expansion Portable 4Tb.

Software:

Python 3.9.

IDE: Visual Studio Code 1.58.0.

Hay que tener en cuenta que este proceso de renderizado recae en el procesador utili-
zado, y no en la tarjeta grafica. Por ello, como trabajo futuro, seria interesante trasladar
la idea presentada en este trabajo a un entorno donde se aproveche el rendimiento extra
que puede ofrecer una GPU para el renderizado de imégenes.

La resolucién utilizada en este caso es 600x400. Los parametros tomados para el método
son €g = 10_5, g1 = 1073,

En la siguiente tabla se recogen algunos datos sobre las mediciones obtenidas. En
particular, para cada niimero de iteraciones del método de Montecarlo, se ha renderizado
la misma imagen diez veces, midiendo el tiempo (en segundos) de cada iteracién. Para
cada numero de iteraciones (i.e., para cada valor de n considerado), nos quedaremos con

el minimo, el maximo, y la media de los correspondientes diez tiempos de renderizado,

18.0: Sistema Operativo.

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing 47



Enrique Cardero Riveiro

con los que elaboraremos una representacién grafica que nos permita ver como aumenta

Master en Ingenieria Matemadtica y Computacion

el tiempo de renderizado en funcién de n.

Iteraciones Minimo Media Maximo
n=0 16,533546924591064 | 16,740593481063843 | 16,849934339523315
n = 50 17,175065040588379 | 17,441552448272706 | 17,530115604400635

n = 100 17,569011449813843 | 17,711868953704833 | 17,924062490463257
n = 150 17,757507324218750 | 17,885040783882140 | 18,095568180084229
n = 200 17,945006608963013 | 18,118329882621765 | 18,251708269119263
n = 250 18,269139289855957 | 18,458486533164979 | 18,592274665832520
n = 300 18,539416074752808 | 18,683304643630983 | 18,806701183319092
n = 350 18,808695554733276 | 18,923762655258180 | 19,115273952484131
n = 400 19,029104232788086 | 19,229239344596863 | 19,400114774703979
n = 450 19,372189044952393 | 19,568870139122009 | 19,696344614028931
n = 500 19,826972723007202 | 19,915269994735716 | 20,037410497665405
n =550 | 20,032423257827759 | 20,239146757125855 | 20,482220411300659
n =600 | 20,442327022552490 | 20,564965438842773 | 20,751500129699707
n =650 | 20,807350635528564 | 20,982527351379396 | 21,147441387176514
n =700 | 21,291056871414185 | 21,364660191535950 | 21,446640968322754
n =750 | 21,415724039077759 | 21,656736683845519 | 21,775760889053345
n =800 | 21,831611871719360 | 22,037361192703248 | 22,351221561431885
n =850 | 22,411061525344849 | 22,527659749984743 | 22,607536077499390
n =900 | 22,873824119567871 | 22,994201970100402 | 23,151081800460815
n =950 | 23,368500709533691 | 23,531365370750429 | 23,725546121597290
n = 1000 | 23,826276540756226 | 23,947409486770631 | 24,153401613235474

Tabla 4.1: Tiempos de renderizado con el método uniforme (en segundos).

A continuacién, la[Figura 4.12] muestra la representacion grafica de los valores minimos,

medios y méximos para cada valor de n considerado.
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Figura 4.12: Gréfica de rendimiento del método uniforme. Fuente: elaboracién propia.

Légicamente, al aumentar el nimero de iteraciones del método de Montecarlo, aumenta
también el coste computacional, por lo que el tiempo de renderizado es mayor. Ademés, se
puede ver que el coste aumenta mas rapidamente a medida que aumenta n; esto se debe a
que el método, aunque eficaz, no es capaz de resolver todas las autointersecciones porque
se limita a un cierto rango de valores de € que en la préctica no es capaz de afrontar
los errores cometidos de mayor magnitud. La consecuencia de esto es que el método de
Montecarlo se ejecuta exactamente n veces para esos puntos, mientras que para otros
puntos donde el error es pequeno el método puede concluir con una cantidad mucho menor

de comprobaciones.

4.6. Otra variante: numeros aleatorios de una normal

Hasta este punto, hemos desarrollado un ray tracer orientado a objetos en Python
que implementa un método de Montecarlo para mejorar la calidad de la imagen final.
Por defecto, hemos utilizado un generador de niimeros aleatorios uniformes, pero podemos
generar nuevas variantes del método planteando el uso de distribuciones distintas. En este

caso, lo que haremos serd proponer ahora el uso de ntimeros aleatorios de una distribucién
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normal, y ver qué tal se comporta esta nueva variante del método.

4.6.1. Idea general de la nueva variante

En el caso uniforme, el planteamiento del método se basaba en establecer una distancia
maxima para desplazar el punto de interseccién computado en la direcciéon del vector
normal de la superficie (77). Esta distancia maxima es lo que hemos llamado hasta ahora
€1, y el experimento de Montecarlo consistia en buscar mejores aproximaciones del punto
de interseccién real a una distancia menor que £ de la interseccién calculada inicialmente
(g). Al ser una cota que verifica €1 > ¢g, esto implica que los puntos resultantes del
desplazamiento podrian estar a una distancia de ¢ mayor o menor que .

Para incluir ahora una distribucién normal en nuestro problema, es necesario replan-
tearlo y adaptarlo a los nuevos parametros. Mientras que en el caso anterior bastaba con
definir la cota maxima de la distancia y generar un valor aleatorio uniforme en el intervalo
(0,€1), en este caso tendremos que determinar la media (p) y la desviacién tipica (o) de
la distribucién normal utilizada.

Légicamente, como resultado de esta nueva generacién de nimeros aleatorios, obten-
dremos valores mayores y menores que la media u, y cuya distancia a la media serd mayor
cuanto mayor sea la desviacién tipica o elegida. De esta forma, no tenemos tanta flexi-
bilidad con los parametros configurables del método como en el caso de la distribucién
uniforme, ya que antes nos limitdbamos a establecer una cota superior de las distancias
generadas; sin embargo, en este caso, necesariamente p debe ser una buena aproximacion
del error real cometido en el punto, y esa misma necesidad de adecuar el parametro a la
escena se extiende a la eleccion de o. Asi, como paso previo a la ejecucién de este algoritmo,
dedicaremos la siguiente seccién a comentar muy brevemente la eleccién de los pardmetros
adecuados para cada escena.

Desde otra perspectiva, podemos pensar que una buena elecciéon de p y o permitira
alcanzar rapidamente mejores aproximaciones de un punto de interseccién real; mientras
que con el generador de valores de una distribuciéon uniforme estamos asignando la misma
probabilidad a todos los puntos del intervalo (0,e1), con un generador de valores de una
normal estaremos concentrando los niimeros aleatorios en regiones més cercanas a la media,
y por lo tanto méas cercanas a la solucién de nuestro problema. De todas formas, y aunque
el enfoque principal de este trabajo consiste en eliminar autointersecciones, la cuestién

del rendimiento del método también es importante, y dedicaremos una pequena seccién a
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estudiar el impacto del método en el tiempo que se tarda en renderizar una determinada
escena con respecto al ray tracer original, sin aplicar ningiin método de Montecarlo.
Desarrollamos ahora la idea de este método desde un punto de vista mas formal.
Llamamos rx, k = 1,...,n, a n valores aleatorios generados segtin una distribucién normal
de media u y varianza o. De esta forma, el método de Montecarlo que queremos desarrollar

ahora consiste en estudiar la visibilidad de ciertos puntos definidos como sigue:

Pk =q+Tiil (4.3)

Obsérvese que, sin consideraciones adicionales, no existe ninguna restriccién que impida
la aparicién de valores aleatorios negativos. Sea r; para cierto i € {1, ..., n} un valor aleatorio
de una distribucién normal N(u, o) tal que r; < 0. Entonces, se tiene que el punto p; =
q+r;7 es el resultado de desplazar ¢ hacia el interior del objeto de la escena (ya que hemos
tomado 7 como el vector normal exterior por defecto). Esta situacién no nos interesa,
asi que lo que haremos es tomar el valor absoluto del valor aleatorio generado; es decir,

definimos:

PE = q + |rk|7, (4.4)

y esta definicion serd valida en cualquier caso para aplicar nuestro nuevo método.

Igual que haciamos con el método de Montecarlo con nimeros aleatorios uniformes,
lo que haremos ahora es ordenar los puntos p; en orden creciente segiin su distancia a
q; equivalentemente, consideramos que los nimeros aleatorios rj verifican la desigualdad
ry < Tpe1, kK =1,...,n — 1. Haciendo esto, podemos establecer como criterio de parada la
aparicién del primer punto tal que, si generamos un rayo de sombra con origen en dicho

punto, no corta a ningin objeto de la escena en su trayectoria hacia la fuente de luz.

4.6.2. Elecciéon de py o

Antes de poner a prueba el algoritmo de renderizado, debemos hacer una eleccion més
cuidadosa de los pardmetros p y o , a diferencia de lo que ocurria con la generaciéon de
valores aleatorios uniformes para nuestro experimento de Montecarlo.

Partiendo de una idea general del error cometido en las dos escenas que vamos a
renderizar (las tres esferas y la caja de Cornell), podemos definir la media p como un

valor préximo a dicho error, de manera que solo nos falta por determinar el valor de ¢ o,
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equivalentemente, el grado de dispersion de los valores aleatorios generados. Tenemos que

tener en cuenta que:

= Si el valor de o es demasiado pequeno, entonces todos los valores estaran muy proxi-
mos a la media, por lo que nuestro método diferirda muy poco del resultado obtenido

con un offset fijo en el ray tracer original.

= Si el valor de o es excesivamente grande, el rango de estudio de nuestro experimento
de Montecarlo serd muy disperso, por lo que se requeriria un ntimero de iteraciones
muy grande para alcanzar una solucién satisfactoria. Ademés, un valor de o grande
también provocara la aparicién de valores negativos, que en algunos casos podrian
aumentar la cantidad de valores ry tales que |r;| < p, y aumentar el tiempo que se

tarda en alcanzar la solucién del problema si el error cometido es mayor que pu.

Como preliminares de las pruebas de renderizado, utilizaremos Python para generar
1000 valores aleatorios con unos ciertos parametros, y estudiar los valores méximos y
minimos obtenidos para poder elegir p y o.

En el ejemplo de las esferas vimos con el generador de valores aleatorios uniformes que,
si establecemos el maximo en £; = 1073, se obtiene una imagen bastante limpia (Figural
, asi que podemos comenzar tomando p = 1073 y buscar ahora una buena eleccién de

g.

o Minimo Maximo

1075 | 0,0009642716529243515 | 0,0010394450472457507

10-3 | 1,3599500555611706¢ — 06 | 0,004180864660642991
10~ | 7,362576515667274e — 05 0,3075887400843039
1 0,0004982044139689941 3,5155883019256704

Tabla 4.2: Valores méximos y minimos con p = 1073,

A la vista de los resultados obtenidos, podemos extraer las siguientes conclusiones:

= Para 0 = 107°, el rango de valores es muy pequeiio, y el resultado final no serfa el

mejor que podemos conseguir con este método.

» Para 0 € 1073107, parece que tenemos un rango de valores adecuado, que nos

proporciona puntos a una cierta distancia de la media.
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11
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» Para o = 1 aparecen valores muy grandes que pueden ser problematicos; el rango en

este caso es demasiado amplio.

Con estas consideraciones, ya tenemos un punto de partida para poder poner a prueba
el algoritmo en la préxima seccién.

Realizamos un estudio similar para la escena de la caja de Cornell, donde podriamos
tomar un valor entre 0,1 y 0,5. Como un cambio en la media no es mas que un cambio
de localizacién, la tabla anterior nos sirve también como estudio de la dispersién en este
caso, de manera que los valores de 0 = 1073 y ¢ = 10! parecen apropiados para llevarlos

a la practica.

4.6.3. Implementaciéon del método: caso normal

Al tratarse solamente de un cambio en la distribucién utilizada, el bloque de cédigo
necesario para implementar el método es muy similar al utilizado en el caso uniforme,
modificando tinicamente la linea de generacién de los valores aleatorios (recordando tomar
el valor absoluto para evitar la apariciéon de valores negativos) y la linea de definicién
del punto de interseccién desplazado (shifted_point), en caso de que hayamos utilizado un
generador de valores uniformes en el intervalo (0,1) para el método anterior. El cédigo

resultante es el siguiente:

iteraciones = 3 #Numero de iteraciones del metodo de Montecarlo

nalea = 0

while is_shadowed and nalea<iteraciones:

aleatorios = np.abs(np.random.normal (loc = 3e-1, scale = le-1,
size = iteraciones))

np.sort(aleatorios)

shifted_point = intersection + aleatorios[nalea] =
normal _to_surface
intersection_to_light = normalize(light.position -

shifted_point)

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing
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13

14

15

16

17

_, min_distance = nearest_intersected_object(objects,
shifted_point, intersection_to_light)
intersection_to_light_distance = np.linalg.norm(light.position

- intersection)

is_shadowed = min_distance < intersection_to_light_distance

nalea+=1

4.6.4. Comparativa visual

Aprovechando el experimento de la seccién anterior, ponemos a prueba el nuevo algo-
ritmo renderizando las mismas dos escenas que se han mostrado para el caso del generador
de valores aleatorios uniformes.

Render 1

Partimos de la escena de las tres esferas, renderizada con 0 iteraciones de Montecarlo

y un offset g = 1073, que nos permite evitar imprecisiones en los reflejos de las esferas.

El resultado se muestra en la [Figura 4.13|

Figura 4.13: Ray tracer original, ¢ = 1le — 3. Fuente: Elaboracién propia.
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Esta serd nuestra imagen de referencia. Ahora, lo que haremos serd estudiar el compor-
tamiento del nuevo método de Montecarlo en relacién con la figura anterior. Aplicando lo
que hemos visto sobre la elecciéon de p y o en una seccién previa, comenzamos generando

tres valores de una distribucién normal N(1073,1073), y el resultado es el que se muestra

en la|Figura 4.14

Figura 4.14: Montecarlo normal, ¢g = le — 3,4 = le — 3,0 = le — 3,n = 3. Fuente:

Elaboracion propia.

Con esta primera aplicacién del método, ya se consigue una imagen final mucho maés
limpia que la que habiamos tomado como referencia. Tampoco se aprecian efectos sobre
los reflejos de la escena, por lo que la eleccién de los parametros de la distribucién normal

parece adecuada para seguir con nuestro estudio.

Légicamente, aumentar el ntimero de iteraciones a n = 10 nos devolverd un resultado

mejor, como se puede ver en la |[Figura 4.15
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Figura 4.15: Montecarlo normal, ¢ = le — 3,4 = le — 3,0 = le — 3,n = 10. Fuente:

Elaboracién propia.

En este caso, las iteraciones extra han permitido corregir casi todas las autointerseccio-
nes de la esfera roja, salvo algunos puntos situados en la regién central, que probablemente
presenten un error demasiado grande como para resolverlo con este nimero de iteraciones.
También es posible que se requiera una pequena modificacion de los parametros p y o
para obtener valores aleatorios que permitan mejorar aiin mas la imagen, sin aumentar en

exceso el numero de iteraciones del método.

En definitiva, los resultados obtenidos con n = 10 iteraciones han sido bastante satis-
factorios, asi que ahora fijamos este valor y aumentaremos la desviacién tipica tomando

o = 107!, lo que implica la aparicién de valores més alejados de la media. Veamos qué

ocurre en la [Figura 4.16]
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Figura 4.16: Montecarlo normal, ¢¢ = le — 3,4 = le — 3,0 = le — 1,n = 10. Fuente:

Elaboracién propia.

Asi, el método demuestra ser también muy eficaz a la hora de eliminar autointerseccio-
nes en objetos distantes. Por otro lado, comienzan a aparecer defectos visuales en reflejos,
por lo que puede que ese valor de la desviacién tipica sea demasiado elevado para tratar
esta escena. Al igual que en el caso del método de Montecarlo con valores aleatorios unifor-
mes, existe también un compromiso entre la eleccion de los correspondientes pardmetros
del método (g1 en el caso uniforme, p y o en el caso normal) y el efecto que tiene el

algoritmo sobre los reflejos de la escena.

Render 2

De forma andloga a lo visto con el método de Montecarlo uniforme, renderizamos
ahora nuestra escena basada en la caja de Cornell, teniendo en cuenta nuevamente los
razonamientos acerca de la eleccién de valores de i y o adecuados.

Podriamos considerar ¢ = 0,3 como un buen punto de partida para renderizar la
escena. Aunque vimos que un offset fijo de € = 0,5 nos da un resultado muy bueno para
esta escena (Figura 4.9), en esta seccién queremos probar cémo se comporta el método

de Montecarlo con distribucion normal en igualdad de condiciones, asi que buscamos una
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imagen de referencia que presente suficientes autointersecciones para apreciar la capacidad

de mejora del algoritmo. El resultado, sin aplicar el método de Montecarlo, es el que se

muestra en la|[Figura 4.17, que tomaremos como referencia.

Figura 4.17: Ray tracer original, eg = 3e — 1. Fuente: Elaboracién propia.

Este valor fijo de e corrige parte de las autointersecciones, pero todavia quedan bas-
tantes puntos que no es capaz de tratar adecuadamente. Veamos cémo actia el nuevo
algoritmo para corregir esta imagen. Comenzamos nuevamente con 3 iteraciones del méto-
do, y generamos valores aleatorios de una distribucién normal N(0,3,1073), obteniendo

como resultado la |Figura 4.18]

La imagen resultante apenas mejora a la que habiamos tomado como referencia. Por
lo tanto, antes de aumentar el nimero de iteraciones, lo que haremos serd aumentar la
desviacién tipica tomando ¢ = 10~!, para comprobar que se obtiene un resultado mejor y

que realmente tiene sentido seguir iterando con los mismos pardmetros. Asi, obtenemos la

imagen que se muestra en la |Figura 4.19
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Figura 4.18: Montecarlo normal, ¢¢ = le — 3,4 = 3e — 1,0 = le — 3,n = 3. Fuente:

Elaboracién propia.

Figura 4.19: Montecarlo normal, ¢g = le — 3,4 = 3e — 1,0 = le — 1,n = 3. Fuente:

Elaboracién propia.
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Esta vez se aprecia mejor la reduccién en el nimero de autointersecciones, especial-

mente en el octaedro. Mejoramos ahora el resultado aumentando el niimero de iteraciones

an =10 (Figura 4.20):

Figura 4.20: Montecarlo normal, ¢g = le — 3,4 = 3e — 1,0 = le — 1,n = 10. Fuente:

Elaboracién propia.

Esta vez ya tenemos una reduccién considerable del niimero de autointersecciones con

respecto a la imagen de referencia.

4.6.5. Prueba de rendimiento

Aligual que hemos hecho con el método de Montecarlo con valores aleatorios uniformes,
haremos aqui una prueba de rendimiento del método midiendo el tiempo que tarda en
renderizar la escena de las tres esferas, tal y como se muestra en la Lo haremos

también a una resolucién de 600x400, y con el mismo equipo utilizado para las pruebas de
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la [Seccion 4.5
Iteraciones Minimo Media Maximo

n=20 16,458271741867065 | 16,608784365653992 | 16,741737365722656
n = 50 17,351613998413086 | 17,459129667282106 | 17,588117122650146
n = 100 17,551210880279541 | 17,636811041831969 | 17,815421581268311
n = 150 17,815160036087036 | 17,878045225143431 | 17,951473712921143
n = 200 17,847248554229736 | 18,047540903091431 | 18,313628673553467
n = 250 18,112385511398315 | 18,338250112533569 | 18,459803581237793
n = 300 18,429094552993774 | 18,587766075134276 | 18,791694879531860
n = 350 18,757297277450562 | 18,848754835128783 | 18,981142759323120
n = 400 19,011215209960938 | 19,096272754669190 | 19,259053707122803
n = 450 19,229952573776245 | 19,460469770431519 | 19,618365526199341
n = 500 19,828798532485962 | 19,939676642417908 | 20,055594444274902
n =550 | 20,038781881332397 | 20,209596133232118 | 20,345814943313599
n =600 | 20,346701383590698 | 20,521212339401245 | 20,669715642929077
n =650 | 20,804662942886353 | 20,995446300506593 | 21,274324655532837
n =700 | 21,119857311248779 | 21,290971350669860 | 21,606620073318481
n =750 | 21,531534433364868 | 21,711121153831481 | 21,869796752929688
n =800 | 22,032909154891968 | 22,162517833709718 | 22,252809762954712
n =850 | 22,287664413452148 | 22,494331932067873 | 22,710852622985840
n =900 | 22,944627285003662 | 23,012097907066345 | 23,161762237548828
n =950 | 23,300788402557373 | 23,464033770561219 | 23,679044723510742
n = 1000 | 23,915745973587036 | 24,007209014892577 | 24,094969034194946

Tabla 4.3: Tiempos de renderizado con el método normal (en segundos).

A continuacién, la|Figura 4.21| muestra la representacion grafica de los valores minimos,

medios y méximos para cada valor de n considerado.
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Figura 4.21: Grafica de rendimiento del método normal. Fuente: elaboracién propia.

Con los parametros utilizados, se obtiene una grafica de rendimiento muy similar a la

que habiamos obtenido con el método de los niimeros uniformes (Figura 4.12]).

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing 62



Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

La idea principal de este trabajo consiste en abordar el problema de las autointer-
secciones desde una nueva perspectiva, llevando a cabo experimentos de Montecarlo que
permitan corregir las imprecisiones cometidas por el algoritmo original. De esta forma, se
puede conseguir una imagen final més precisa, y de una forma sencilla evitando la bisque-
da de un offset fijo apropiado para cada escena en particular. Tras todo el estudio realizado

en relacién con el tema, se ha llegado a las siguientes conclusiones:

= Se han expuesto dos alternativas diferentes: una utilizando la generacién de valores
aleatorios segin una distribucion uniforme continua, y la otra utilizando valores de
una distribucién normal. La idea subyacente en ambos casos es la realizaciéon de
experimentos de Montecarlo para automatizar el proceso de correccién del calculo

de intersecciones, siendo esta la principal aportacién del trabajo.

= La implementacion de ambos métodos se ha hecho de forma simple e intuitiva, re-
quiriendo tnicamente el uso de los generadores de niimeros aleatorios de la libreria

NumPy de Python.

= Al establecer una comparativa visual entre el método de ray tracing original y cada
uno de los métodos de Montecarlo presentados, se ha conseguido una reduccion clara
de las autointersecciones. Por otro lado, los métodos de Montecarlo también pueden
dar problemas con los reflejos si el rango de valores aleatorios es excesivamente
grande, aunque en las pruebas presentadas el resultado final es favorable al nuevo

algoritmo.

= El coste computacional de los métodos de Montecarlo es, 16gicamente, mayor que en
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el método original. Sin embargo, el uso de valores aleatorios los dota de una mayor
adaptabilidad a la escena, lo que evita las dificultades de buscar un offset fijo que se

adapte bien a todo el conjunto de objetos presentes en la imagen final.

5.1. Lineas de trabajo futuro

Los dos métodos presentados en este trabajo son solamente el primer paso en la apli-
cacién de los métodos de Montecarlo en la eliminaciéon de autointersecciones. Por ello, se

abren posibles nuevas vias de investigacién siguiendo estas mismas ideas:

= En este trabajo se ha hecho una implementacién del algoritmo de ray tracing que
fuese asumible en el tiempo previsto. Por lo tanto, aunque en este caso se han conse-
guido buenos resultados, es necesario comprobar el funcionamiento de estos métodos

en entornos con una implementacién mas compleja del ray tracing.

= En relacién con el punto anterior, es especialmente interesante la implementacién de
estos métodos utilizando aceleraciéon por GPU, aunque no sean viables para su uso

en tiempo real debido al alto coste computacional.

= Se ha intentado que los métodos de Montecarlo afecten lo minimo posible a aquellos
puntos donde no hay ninguna autointerseccién, pero en ciertas situaciones hemos
encontrado problemas similares con los reflejos a los que se presentarian con el método
usual y un offset demasiado grande. Se podria buscar alguna forma de reducir el

efecto de estos métodos sobre los reflejos de la escena.
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Apéndice A

Ray tracer de Aflak (2020)

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def normalize(vector):

return vector / np.linalg.norm(vector)

def reflected(vector, axis):

return vector - 2 * np.dot(vector, axis) * axis

def sphere_intersect(center, radius, ray_origin, ray_direction):

b = 2 * np.dot(ray_direction, ray_origin - center)

@ np.linalg.norm(ray_origin - center) *x 2 - radius ** 2
delta = b **x 2 - 4 * ¢
if delta > O:

t1

(-b + np.sqrt(delta)) / 2
t2 = (-b - np.sqrt(delta)) / 2
if t1 > 0 and t2 > O:

return min(tl, t2)

return None

def nearest_intersected_object(objects, ray_origin, ray_direction):
distances = [sphere_intersect(obj[’center’], objl[’radius’],
ray_origin, ray_direction) for obj in objects]
nearest_object = None

min_distance = np.inf
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46

47

for index, distance in enumerate(distances):
if distance and distance < min_distance:
min_distance = distance
nearest_object = objects[index]

return nearest_object, min_distance

width = 300
height = 200

max_depth = 3

camera = np.array ([0, 0, 1])

ratio = float(width) / height

screen = (-1, 1 / ratio, 1, -1 / ratio) # left, top, right,

light

bottom

{ ’position’: np.array([5, 5, 5]), ’ambient’: np.array([1,

1, 11), ’diffuse’: np.array([1, 1, 1]), ’specular’: np.array([1,

1, 11) }

objects = [

{ ’center’: np.array([-0.2, 0, -1]), ’radius’: 0.7, ’amb

ient’:

np.array([0.1, 0, 0]), ’diffuse’: np.array([0.7, O, 0]), °

specular’: np.array([1, 1, 1]), ’shininess’: 100, °’

reflection’: 0.5 },

{ ’center’: np.array([0.1, -0.3, 0]), ’radius’: 0.1, ’ambient’:

np.array ([0.1, O, 0.1]), ’diffuse’: np.array([0.7, O, 0.7])

, ’specular’: np.array([1, 1, 1]), ’shininess’: 100,
reflection’: 0.5 },

{ ’center’: np.array([-0.3, 0, 0]), ’radius’: 0.15, ’amb

J

ient’:

np.array ([0, 0.1, 0]), ’diffuse’: np.array([O0, 0.6, 0]), ’

specular’: np.array([1, 1, 1]), ’shininess’: 100, °’

reflection’: 0.5 },

{ ’center’: np.array([0, -9000, 0]), ’radius’: 9000 - 0.7, °

ambient’: np.array([0.1, 0.1, 0.1]), ’diffuse’: np.array

(fo.6, 0.6, 0.6]), ’specular’: np.array([1, 1, 1]), °

shininess’: 100, ’reflection’: 0.5 }
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image

for i,

np.zeros ((height, width, 3))

y in enumerate(np.linspace(screen[1], screen[3], height)):

for j, x in enumerate(np.linspace(screen[0], screen[2], width))

# screen is on origin
pixel = np.array([x, y, 0])
origin = camera

direction = normalize(pixel - origin)

color = np.zeros ((3))

reflection = 1

for k in range(max_depth):
# check for intersections
nearest_object, min_distance =
nearest_intersected_object (objects, origin,
direction)

if nearest_object is None:

break
intersection = origin + min_distance * direction
normal _to_surface = normalize(intersection -

nearest_object[’center’])
shifted_point = intersection + le-5 * normal_to_surface
intersection_to_light = normalize(light[’position’] -

shifted_point)

_, min_distance = nearest_intersected_object(objects,

shifted_point, intersection_to_light)

intersection_to_light_distance = np.linalg.norm(light[’
position’] - intersection)
is_shadowed = min_distance <

intersection_to_light_distance

if is_shadowed:

break
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77

78 illumination = np.zeros ((3))

79

80 # ambiant

81 illumination += nearest_object[’ambient’] * light[’

ambient’]
82
83 # diffuse

84 illumination += nearest_object[’diffuse’] * light[’
diffuse’] * np.dot(intersection_to_light,
normal_to_surface)

85
86 # specular

87 intersection_to_camera = normalize (camera -
intersection)

88 H = normalize(intersection_to_light +
intersection_to_camera)

89 illumination += nearest_object[’specular’] * light[’
specular’] * np.dot(normal_to_surface, H) *x (
nearest_object [’shininess’] / 4)

90

91 # reflection

92 color += reflection * illumination

93 reflection *= nearest_object[’reflection’]

94

95 origin = shifted_point

96 direction = reflected(direction, normal_to_surface)
97

98 image[i, j] = np.clip(color, 0, 1)

99 print (" %d/%d" % (i + 1, height))

100

101

Métodos de Montecarlo para corregir autointersecciones en ray tracing

plt.imsave (’image.png’,

image)
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Apéndice B

Cddigo completo del ray tracer

import numpy as np

import math

import matplotlib.pyplot as plt
from Sphere import x*

from Light import *

from Plane import *

from Triangle import *

from Quad import *

import time

start_time = time.time ()

def normalize(vector):

return vector / np.linalg.norm(vector)

def reflected(vector, axis):

return vector - 2 * np.dot(vector,

def nearest_intersected_object (objects,

distances = [o.intersect(ray_origin,
objects]

nearest_object = None

min_distance = np.inf

axis) * axis

ray_origin, ray_direction):

ray_direction) for o in

for index, distance in enumerate(distances):

if distance and distance < min_distance:
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min_distance = distance
nearest_object = objects[index]

return nearest_object, min_distance
#Resolucion de imagen de salida
width = 1280
height = 720

max_depth = 3

camera = np.array ([0, 0, 1])

ratio = float(width) / height

screen (-1, 1 / ratio, 1, -1 / ratio)

#light = Light(np.array ([0, 0, 1]), np.array([1, 1, 1]), np.array
([1, 1, 11), np.array([1, 1, 1])) #Esferas

light = Light(np.array([-0.5e15, 0.5e15, 0]), np.array([1, 1, 11),

np.array([1, 1, 1]), np.array([1, 1, 1])) #Cormnell

#Matrices de rotacion (sentido antihorario)

theta = math.pi / 8 #Angulo

giro_x = np.array([[1,0,0],[0,math.cos(theta),-math.sin(theta)l, [0,
math.sin(theta) ,math.cos(theta)]l])

giro_y = np.array([[math.cos(theta) ,0,-math.sin(theta)],[0,1,0],[
math.sin(theta) ,0,math.cos(theta)l])

giro_z = np.array([[math.cos(theta),-math.sin(theta) ,0],[math.sin(

theta) ,math.cos (theta) ,0],[0,0,1]11)

HARAARHBRRHH AR FHHAAAH A A AR BB BB B HHHHHAASHAAA AR AR BB BB B HHHHHSRSS
#E1 siguiente bloque afecta unicamente a la caja de Cornell
HARBBHBBRRRHRAABRRRAHAHAHBBB BB R BB HHRRBBRRAA AR A BB B BB BB RRFHFRAS

#Escalas

scale_box = 1elb #Escala de la caja
scale = 0.3*xscale_box #Escala del cubo
scale_oct = 0.4*scale_box #Escala del octaedro

#Traslaciones
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7

78

79

80

81

82

83

84

86

loc_box = np.array([0, O, -2*xscale_box]) #Traslacion de la caja

= np.array ([0.5xscale_box, -0.7xscale_box, -2.5*xscale_box]) #

Traslacion del cubo

loc_oct = np.array([0, O0.4*xscale_box, -2.5xscale_box]) #Traslacion

del octaedro

HUEHBHAHRAHHH BB HAH AR AR AR H AR AR AHBH BB AR AH AR BH B AR AR AH B R BB AR AR B EH

objects = [

#Escribir aqui la descripcion matematica de la escena

image = np.zeros ((height, width, 3))

for i, y in enumerate(np.linspace(screen[1], screen[3], height)):

for j, x in enumerate(np.linspace(screen[0], screen[2], width))

pixel = np.array([x, y, 01)
origin = camera

direction = normalize(pixel - origin)

color = np.zeros ((3))

reflection = 1

for k in range(max_depth):
nearest_object, min_distance =
nearest_intersected_object (objects, origin,
direction)
if nearest_object is None:

break

intersection = origin + min_distance * direction

normal _to_surface = nearest_object.normal(intersection)
shifted_point = intersection + 1le-3 * normal_to_surface
intersection_to_light = normalize(light.position -

shifted_point)

_, min_distance = nearest_intersected_object (objects,

shifted_point, intersection_to_light)
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87 intersection_to_light_distance = np.linalg.norm(light.
position - intersection)
88 is_shadowed = min_distance <

intersection_to_light_distance

89

90 HAeHHHHHHH AU BB HHH A S HH B S SHH B S S B BB S S HHH B S SHHH S S HHH IS
91 #METODO DE MONTECARLO
92 iteraciones = 3 #Numero de iteraciones del metodo de

Montecarlo

93 nalea = 0

94

95 while is_shadowed and nalea<iteraciones:

96

97 #aleatorios = np.random.uniform(size=iteraciones) #

Uniforme

98 aleatorios = np.abs(np.random.normal (loc = 3e-1,
scale = 1le-1, size = iteraciones)) #Normal

99 np.sort (aleatorios)

100

101 #shifted_point = intersection + aleatorios[nalea] *

5e-1 * normal_to_surface #Uniforme

102 shifted_point = intersection + aleatorios[naleal] *
normal_to_surface #Normal

103 intersection_to_light = normalize(light.position -
shifted_point)

104

105 , min_distance = nearest_intersected_object(

objects, shifted_point, intersection_to_light)

106 intersection_to_light_distance = np.linalg.norm(
light .position - intersection)

107

108 is_shadowed = min_distance <

intersection_to_light_distance

109 nalea+=1

110 HARAFHAHAHHAHBH BB HHABAABAHHA BB R BH AR RAABA R R HBRABH AR HHH
111

112 if is_shadowed:
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144

break

illumination = np.zeros ((3))

# ambient

illumination += nearest_object.ambient * light.ambient

# diffuse
illumination += nearest_object.diffuse * light.diffuse

* np.dot(intersection_to_light, normal_to_surface)

# specular

intersection_to_camera = normalize (camera -
intersection)

H = normalize(intersection_to_light +
intersection_to_camera)

illumination += nearest_object.specular * light.
specular * np.dot(normal_to_surface, H) *x (

nearest_object.shininess / 4)
# reflection
color += reflection * illumination

reflection *= nearest_object.reflection

origin = shifted_point

direction = reflected(direction, normal_to_surface)

image[i, j] = np.clip(color, 0, 1)
print("%d/%d" % (i + 1, height))

plt.imsave (’render.png’, image)

#time.sleep (1)

end_time = time.time ()

print (’Tiempo de ejecucion: ’)
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45| print(end_time - start_time)
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Apéndice C

Caja de Cornell

#Cornell box

Quad (scale_box*np.array([-1, -1, -1])+loc_box, scale_box*np.array
(f1, -1, -1])+loc_box, scale_box*np.array([1, 1, -1])+loc_box,
scale_box*np.array([-1, 1, -1])+loc_box,np.array([0.1, O, 0]),
np.array([0.6, 0.6, 0.6]), np.array([0.1, 0.1, 0.1]),100,0.1), #
Frente

Quad(scale_box*np.array([1, 1, 0])+loc_box,scale_box*np.array([-1,
1, 0])+loc_box,scale_box*np.array([-1, 1, -1])+loc_box,scale_box
*np.array([1, 1, -1])+loc_box,np.array([0.1, O, 0]), np.array
(f1, 1, 11), np.array([1, 1, 1]),100,0.1), #Arriba

Quad (scale_box*np.array([-1, -1, 0])+loc_box,scale_box*np.array([1,

-1, 0])+loc_box,scale_box*np.array([1, -1, -1])+loc_box,
scale_box*np.array([-1, -1, -1])+loc_box,np.array([0.1, 0, 0]),
np.array ([1, 1, 1]), np.array([1, 1, 1]),100,0.1), #Abajo

Quad (scale_box*np.array ([1, -1, 0])+loc_box,scale_box*np.array([1,
1, 0])+loc_box,scale_box*np.array([1, 1, -1])+loc_box,scale_box*
np.array ([1, -1, -1])+loc_box,np.array([0.1, O, 0]), np.array
(fo, 1, 01), np.array([1, 1, 1]),100,0.1), #Derecha

Quad (scale_box*np.array([-1, -1, 0])+loc_box,scale_box*np.array
([-1, -1, -1]1)+loc_box,scale_box*np.array([-1, 1, -1])+loc_box,
scale_box*np.array([-1, 1, 0])+loc_box,np.array([0.1, O, 0]), np
.array([1, 0, 0]), np.array([1, 1, 1]),100,0.1), #Izquierda
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11

12

13

14

15

16

17

18

Quad (np.matmul (giro_y,scale*np.array([-1, -1, 1]))+loc, np.matmul(
giro_y,scale*np.array([1, -1, 1]))+loc, np.matmul (giro_y,scalex*
np.array ([1, 1, 1]))+loc,np.matmul (giro_y,scale*np.array([-1, 1,

1]1))+loc,np.array([0.1, O, O0]), np.array([0, 0.3, 0.8]), np.
array([1, 1, 1]),100,0), #Frente

Quad (np.matmul (giro_y,scale*np.array([-1, 1, 1]))+loc,np.matmul(
giro_y,scalex*np.array([1, 1, 1]))+loc,np.matmul (giro_y,scale*np.
array ([1, 1, -1]))+loc,np.matmul (giro_y,scale*np.array([-1, 1,
-1]))+loc,np.array([0.1, O, 0]), np.array([0.1, 0.6, 0.9]), np.
array ([1, 1, 1]),100,0), #Arriba

Quad (np.matmul (giro_y,scale*np.array([1, -1, 1]))+loc,np.matmul(
giro_y,scalex*np.array([-1, -1, 1]))+loc,np.matmul(giro_y,scalex*
np.array ([-1, -1, -1]))+loc,np.matmul (giro_y,scale*np.array([1,
-1, -1]1))+loc,np.array([0.1, 0, 0]), np.array([0.1, 0.6, 0.9]),
np.array([1, 1, 1]),100,0), #Abajo

Quad (np.matmul (giro_y,scale*np.array([1, -1, 1]))+loc,np.matmul(
giro_y,scale*np.array([1, -1, -1]))+loc,np.matmul (giro_y,scalex*
np.array([1, 1, -1]))+loc,np.matmul (giro_y,scale*np.array([1, 1,

1]1))+loc,np.array([0.1, O, O0]), np.array([0.1, 0.6, 0.9]), np.
array([1, 1, 1]),100,0), #Derecha

Quad (np.matmul (giro_y,scale*np.array([-1, -1, 1]))+loc,np.matmul (
giro_y,scalexnp.array([-1, 1, 1]))+loc,np.matmul (giro_y,scalex*np
.array([-1, 1, -1]1))+loc,np.matmul (giro_y,scale*np.array([-1,
-1, -1]))+loc,np.array([0.1, O, 0]), np.array([0.1, 0.6, 0.9]),
np.array([1, 1, 1]),100,0), #Izquierda

Sphere (np.array([-0.6e15, -0.8el5, -2.3el15]), 0.3el5, np.array
(fo.1, 0, 01), np.array([0, 1, 0]), np.array([1l, 1, 1]1), 100,
0.8),

Triangle (np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array([-0.5, 0, 0.5]))+
loc_oct, np.matmul(giro_y,scale_oct*np.array([0.5, O, 0.5]))+
loc_oct, np.matmul(giro_y,scale_oct*np.array ([0, 1, 0]))+loc_oct
,np.array ([0.1, O, 0]), np.array([1, 1, 0]), np.array([1, 1, 11)
,100,0.5),

Triangle (np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array([0.5, 0, 0.5]))+

loc_oct, np.matmul(giro_y,scale_oct*np.array([0.5, O, -0.5]))+
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loc_oct, np.matmul(giro_y,scale_oct*np.array ([0, 1, 0]))+loc_oct
,np.array ([0.1, O, 0]), np.array([1, O, 0]), np.array([1, 1, 11)
,100,0.5),

Triangle (np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array([0.5, 0, -0.5]))+
loc_oct, np.matmul(giro_y,scale_oct*np.array([-0.5, 0, -0.5]))+
loc_oct, np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array ([0, 1, 0]))+loc_oct
,ap.array([0.1, O, 0]), np.array([1, 1, 0]), np.array([1, 1, 1]1)
,100,0.5),

Triangle (np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array([-0.5, 0, -0.5]))+
loc_oct, np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array([-0.5, 0, 0.5]))+
loc_oct, np.matmul(giro_y,scale_oct*np.array ([0, 1, 0]))+loc_oct
,np.array([0.1, O, 0]), np.array([1, O, 0]), np.array([1, 1, 1]1)
,100,0.5),

Triangle (np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array([-0.5, 0, 0.5]))+
loc_oct, np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array ([0, -1, 0]))+
loc_oct, np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array([0.5, 0, 0.5]))+
loc_oct ,np.array([0.1, O, 0]), np.array([1, O, 0]), np.array([1,

1, 1]),100,0.5),

Triangle (np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array([0.5, O, 0.5]))+
loc_oct, np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array ([0, -1, 0]))+
loc_oct, np.matmul(giro_y,scale_oct*np.array([0.5, O, -0.5]))+
loc_oct ,np.array([0.1, O, 0]), np.array([1, 1, 0]), np.array([1,

1, 11),100,0.5),

Triangle (np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array([0.5, 0, -0.5]))+
loc_oct, np.matmul(giro_y,scale_oct*np.array ([0, -1, 0]))+
loc_oct, np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array([-0.5, 0, -0.5]))+
loc_oct ,np.array([0.1, O, 0]), np.array([1, O, O0]), np.array([1,

1, 11),100,0.5),

Triangle (np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array([-0.5, 0, -0.5]))+
loc_oct, np.matmul (giro_y,scale_oct*np.array ([0, -1, 0]))+
loc_oct, np.matmul(giro_y,scale_oct*np.array([-0.5, 0, 0.5]))+
loc_oct ,np.array([0.1, 0, 0]), np.array([1, 1, 0]), np.array([1,

1, 11),100,0.5),
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Apéndice D

Galeria de imagenes

Para facilitar la comparativa visual de las imédgenes renderizadas con los distintos

algoritmos, se exponen en este anexo las figuras mostradas en el [Capitulo 4] de la memoria.

D.1. Esferas: método uniforme

Figura D.1: Esfera distante con problemas de autointerseccion. Fuente: Elaboracion propia.
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Figura D.2: Ray tracer original, ¢ = le — 5. Fuente: Elaboracién propia.

Figura D.3: Ray tracer de Montecarlo, n = 3, ¢g = le—5, £ = le—4. Fuente: Elaboracién

propia.
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Figura D.4: Ray tracer de Montecarlo, eg = le—5, €1 = le—3, n = 3. Fuente: Elaboracién

propia.

Figura D.5: Ray tracer de Montecarlo, eg = le—5, €1 = le—1, n = 3. Fuente: Elaboracién

propia.
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Figura D.6: Ray tracer original, ¢g = le — 1. Fuente: Elaboracién propia.

Figura D.7: Ray tracer de Montecarlo, eg = 1le—5, €1 = le—3, n = 10. Fuente: Elaboracién

propia.
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D.2. Caja de Cornell: método uniforme

Figura D.8: Ray tracer original, ¢ = 1le — 3. Fuente: Elaboracién propia.

Figura D.9: Ray tracer original, ¢ = 5e — 1. Fuente: Elaboracién propia.
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Figura D.10: Ray tracer de Montecarlo, g = le—3, 1 = 5e—1, n = 3. Fuente: Elaboracién

propia.

Figura D.11: Ray tracer de Montecarlo, ¢g = le — 3, €1 = 5e — 1, n = 10. Fuente:

Elaboracién propia.
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D.3. Esferas: método normal

Figura D.12: Ray tracer original, ¢ = 1le — 3. Fuente: Elaboracion propia.

Figura D.14: Montecarlo normal, eg = le — 3,4 = le — 3,0 = le — 3,n = 10. Fuente:

Elaboracién propia.
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Figura D.13: Montecarlo normal, g = le — 3,4 = le — 3,0 = le — 3,n = 3. Fuente:

Elaboracién propia.

Figura D.15: Montecarlo normal, eg = le — 3,4 = le — 3,0 = le — 1,n = 10. Fuente:

Elaboracién propia.
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D.4. Caja de Cornell: método normal

Figura D.16: Ray tracer original, eg = 3e — 1. Fuente: Elaboracién propia.

Figura D.17: Montecarlo normal, ¢g = le — 3,4 = 3e — 1,0 = le — 3,n = 3. Fuente:

Elaboracién propia.
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Figura D.18: Montecarlo normal, eg = le — 3,4 = 3e — 1,0 = le — 1,n = 3. Fuente:

Elaboracién propia.

Figura D.19: Montecarlo normal, eg = le — 3,4 = 3e — 1,0 = le — 1,n = 10. Fuente:

Elaboracién propia.
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Apéndice E

Tiempos de renderizado

En este anexo se recogen todas las medidas del tiempo de renderizado utilizadas para

la elaboracién de las tablas de las secciones y 4.6.5]

E.1.

Método uniforme

Iteracién

n=20

n = 50

n = 100

1

16,77623724937439

17,474265098571777

17,569011449813843

16,773140907287598

17,512163639068604

17,811756134033203

16,79109239578247

17,49221706390381

17,66575264930725

16,708313465118408

17,483241319656372

17,732573986053467

16,815815925598145

17,351593255996704

17,726590394973755

16,849934339523315

17,529118061065674

17,575993061065674

16,829988479614258

17,35558247566223

17,618878602981567

16,6345112323761

17,17506504058838

17,924062490463257

© |00 | N | O | O =W

16,533546924591064

17,512162923812866

17,741549968719482

—_
o

16,69335389137268

17,530115604400635

17,75252079963684

Tabla E.1: Tiempos de renderizado (en segundos).
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Iteracién

n = 150

n = 200

n = 250

1

17,817347288131714

18,048728704452515

18,59227466583252

18,09556818008423

18,047731161117554

18,453645944595337

17,80936908721924

18,142478227615356

18,424723148345947

17,888158082962036

18,228248119354248

18,549389839172363

17,78842544555664

17,95996642112732

18,55238175392151

17,891149520874023

18,177384853363037

18,383832454681396

17,94201397895813

18,224608898162842

18,53596258163452

17,87048888206482

18,251708269119263

18,348925590515137

© |00 | N | O | O W N

17,99038004875183

18,157437562942505

18,474590063095093

—
S

17,75750732421875

17,945006608963013

18,269139289855957

Tabla E.2: Tiempos de renderizado (en segundos).

Iteracién

n = 300

n = 350

n = 400

1

18,681037425994873

19,11527395248413

19,286418437957764

18,56534719467163

18,8815016746521

19,029104232788086

18,806701183319092

18,859560012817383

19,252509355545044

18,756834506988525

18,935357570648193

19,12285614013672

18,615213632583618

19,075327396392822

19,226142644882202

18,753825664520264

18,87053155899048

19,40011477470398

18,704723596572876

18,93834924697876

19,261603593826294

18,805704593658447

18,866541862487793

19,283426523208618

© |00 | N | O | O =W N

18,60424256324768

18,808695554733276

19,262482166290283

—_
o

18,539416074752808

18,88648772239685

19,16773557662964

Tabla E.3: Tiempos de renderizado (en segundos).
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Iteracién

n = 450

n = 500

n = 550

1

19,6434645652771

19,95862078666687

20,18102741241455

19,372189044952393

19,96859383583069

20,227900743484497

19,573650598526

19,92171883583069

20,27752685546875

19,69634461402893

19,826972723007202

20,255826234817505

19,490917444229126

20,037410497665405

20,434349298477173

19,62351703643799

19,90510129928589

20,22391128540039

19,453970432281494

19,96260643005371

20,085282802581787

19,588610410690308

19,827970504760742

20,1909992694854 74

© |00 | N | O | O W N

19,564674854278564

19,899778127670288

20,48222041130066

—
o

19,68136239051819

19,843926906585693

20,03242325782776

Tabla E.4: Tiempos de renderizado (en segundos).

Iteracién

n = 600

n = 650

n = 700

1

20,44232702255249

21,147441387176514

21,395777225494385

20,587937593460083

20,919052362442017

21,298038244247437

20,751500129699707

20,980887174606323

21,365857124328613

20,507153511047363

20,90209722518921

21,398768663406372

20,591591835021973

20,98886513710022

21,44364833831787

20,598907947540283

20,807350635528564

21,291056871414185

20,641793727874756

21,031750679016113

21,446640968322'754

20,5869402885437

20,988865852355957

21,375831127166748

© |00 | N | O | O =W

20,45429515838623

21,09358501434326

21,308011531829834

—_
o

20,487207174301147

20,965378046035767

21,3229718208313

Tabla E.5: Tiempos de renderizado (en segundos).
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Iteracién

n = 750

n = 800

n = 850

1

21,745840311050415

22,351221561431885

22,598560333251953

21,693979740142822

22,089920043945312

22,606539726257324

21,76080083847046

22,096901893615723

22,56265664100647

21,41572403907776

22,153749704360962

22,50246787071228

21,578288555145264

22,157739400863647

22,528747081756592

21,550938606262207

21,83161187171936

22,500821352005005

21,775760889053345

21,897435903549194

22,53971791267395

21,58726477622986

21,85355257987976

22,60753607749939

© |00 | N | O | O W N

21,723899126052856

21,86950969696045

22,4184889793396

—
S

21,734869956970215

22,071969270706177

22,41106152534485

Tabla E.6: Tiempos de renderizado (en segundos).

Iteracién

n = 900

n = 950

n = 1000

1

23,00048518180847

23,541040182113647

23,953934907913208

22,957599878311157

23,46125292778015

24,153401613235474

23,078277587890625

23,371492862701416

23,839242219924927

23,151081800460815

23,629802227020264

23,933988571166992

22,87382411956787

23,446292638778687

23,85177707672119

22,974554777145386

23,36850070953369

24,039705753326416

22,904741525650024

23,571956634521484

23,861182928085327

23,06331706047058

23,63379144668579

23,826276540756226

© |00 | N | O | O =W N

23,014447689056396

23,72554612159729

24,129465579986572

—_
o

22,9236900806427

23,56397795677185

23,885119676589966

Tabla E.7: Tiempos de renderizado (en segundos).
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E.2.

Método normal

Maéster en Ingenieria Matemadtica y Computacion

Iteracién

n=>0

n = 50

n = 100

1

16,50923180580139

17,493027925491333

17,555434226989746

16,562080144882202

17,465834617614746

17,57421851158142

16,707451820373535

17,588117122650146

17,601198434829712

16,67275595664978

17,458885669708252

17,576486110687256

16,458271741867065

17,43067169189453

17,81542158126831

16,495969772338867

17,50799798965454

17,65951943397522

16,5990092754364

17,485477447509766

17,637592792510986

16,741737365722656

17,388522148132324

17,55121088027954

© |0 | | O | O | =W N

16,601152181625366

17,42114806175232

17,74973440170288

—
S

16,74018359184265

17,351613998413086

17,64729404449463

Tabla E.8: Tiempos de renderizado (en segundos).

Iteracién

n = 150

n = 200

n = 250

1

17,847521781921387

17,998953104019165

18,369504928588867

17,92532467842102

18,075175523757935

18,147969722747803

17,870181798934937

18,313628673553467

18,459803581237793

17,921871662139893

18,04425811767578

18,41882634162903

17,951473712921143

18,07586431503296

18,112385511398315

17,824650287628174

17,972469568252563

18,26125168800354

17,88867712020874

17,97207522392273

18,390814304351807

17,896540880203247

17,847248554229736

18,35135555267334

© |00 | N | O | O =W

17,815160036087036

18,12432861328125

18,414843320846558

—_
o

17,83905029296875

18,05140733718872

18,455746173858643

Tabla E.9: Tiempos de renderizado (en segundos).
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Iteracién

n = 300

n = 350

n = 400

1

18,679649114608765

18,784860134124756

19,156144857406616

18,429094552993774

18,83174777030945

19,259053707122803

18,553739070892334

18,854886770248413

19,099870443344116

18,621689319610596

18,86286449432373

19,112087726593018

18,79169487953186

18,840571641921997

19,029861211776733

18,46501326560974

18,93306064605713

19,011215209960938

18,57949447631836

18,98114275932312

19,05260944366455

18,603606939315796

18,8231418132782

19,068479776382446

© |00 | N | O | O W N

18,653373956680298

18,75729727745056

19,073365211486816

—
S

18,50030517578125

18,81797504425049

19,100039958953857

Tabla E.10: Tiempos de renderizado (en segundos).

Iteracién

n = 450

n = 500

n = 550

1

19,429999828338623

20,0555944442'74902

20,249037981033325

19,61836552619934

19,828798532485962

20,310122966766357

19,229952573776245

19,91624116897583

20,038781881332397

19,406652212142944

19,830158233642578

20,28284525871277

19,47579550743103

19,96311378479004

20,191973209381104

19,516971111297607

19,885153770446777

20,3458149433136

19,489699840545654

20,037892818450928

20,204818964004517

19,499624490737915

19,94589877128601

20,20661425590515

© |00 | N | O | O =W N

19,50321054458618

19,94178009033203

20,184784173965454

—_
o

19,434426069259644

19,99213480949402

20,081167697906494

Tabla E.11: Tiempos de renderizado (en segundos).
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Iteracion n = 600 n = 650 n = 700

1 20,669715642929077 | 20,96127986907959 | 21,439467430114746
% 20,539067268371582 | 21,06881856918335 | 21,188143014907837
3 20,519563674926758 | 20,804662942886353 | 21,30600333213806
4 20,460076570510864 | 20,847116947174072 | 21,11985731124878
5 20,52507495880127 | 20,951026678085327 | 21,60662007331848
6 20,3467013835907 | 21,008766651153564 | 21,1743803024292

7 20,4620680809021 | 21,000873565673828 | 21,29669165611267
8 20,45154619216919 | 21,142889976501465 | 21,251808166503906
9 20,641844272613525 | 21,274324655532837 | 21,195695161819458
10 20,596465349197388 | 20,894703149795532 | 21,33104705810547

Tabla E.12: Tiempos de renderizado (en segundos).
Iteracion n = 750 n = 800 n = 850

1 21,717872858047485 | 22,189769983291626 | 22,28766441345215
2 21,660438299179077 | 22,209312438964844 | 22,627811431884766
3 21,794246673583984 | 22,140074491500854 | 22,420527696609497
4 21,78404211997986 | 22,032909154891968 | 22,39063024520874
5 21,651448726654053 | 22,208087921142578 | 22,467212200164795
6 21,869796752929688 | 22,091781854629517 | 22,71085262298584
7 21,710817575454712 | 22,11737895011902 | 22,65367865562439
8 21,64296269416809 | 22,252809762954712 | 22,47502589225769
9 21,748051404953003 | 22,22166609764099 | 22,58003544807434
10 21,531534433364868 | 22,16138768196106 | 22,329880714416504

Tabla E.13: Tiempos de renderizado (en segundos).
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Iteracién

n = 900

n = 950

n = 1000

1

22,975322484970093

23,440964698791504

24,030784130096436

22,944627285003662

23,427793502807617

23,954249382019043

22,97809147834778

23,679044723510742

23,971707105636597

22,980222940444946

23,586455821990967

24,094969034194946

23,093404054641724

23,464227199554443

23,9585599899292

22,989298820495605

23,300788402557373

24,074932098388672

23,161762237548828

23,47042465209961

24,034778594970703

22,971872806549072

23,428890466690063

23,915745973587036

© |00 | N | O | O W N

22,953914880752563

23,34506893157959

24,037914991378784

—
S

23,07246208190918

23,496679306030273

23,998448848724365

Tabla E.14: Tiempos de renderizado (en segundos).
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