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Resumen
Palabras Clave: Mecéanica Espacial, Trayectorias, Sistemas Dinamicos, Perturbaciones

Este trabajo busca encontrar que rango de perturbaciones pueden hacer que una Orbita de
baja energia desaparezca entre dos Orbitas peridédicas Lyapunov, el anterior objetivo es
importante para cualquier mision espacial debido a la influencia de las perturbaciones en su
trayectoria. Para generar una trayectoria de baja energia, nos posicionamos en el sistema
Tierra-Luna y utilizando las variedades invariantes de cada 6rbita periddica, buscamos en que
puntos estas variedades se intersecan dando inicio a la trayectoria de baja energia, a partir
de esta trayectoria aplicamos dos tipos de perturbaciones, la primera es una perturbacion
aleatoria en cada uno de los componentes de la aceleracion, de esta forma logramos
encapsular diferentes perturbaciones en una sola, y la segunda perturbacion es la presion de

radiacion solar.

A partir de los resultados obtenidos encontramos que la presion de radiacion solar causa que
la trayectoria se pierda incluso utilizando diferentes coeficientes de reflectividad. Cuando se

utiliza la perturbacion aleatoria se observa que la 6érbita no se mantiene incluso utilizando

11 km
'

magnitudes en el orden de 2.6979 x 10~ y 2.6979 x 10710 ks—'zn en este caso se genera

divergencias mas grandes que con la perturbacion de radiacion solar.

Los anteriores resultados rectifican que las Orbitas periédicas Lyapunov son inestables por lo
gue un desvib en la direccién inestable nos va a alejar exponencialmente. Podemos concluir
gue serd necesario aplicar métodos de control para que una nave espacial dentro de la

trayectoria de baja energia se mantenga en ella.
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Abstract

Keywords: Orbital Mechanics, Dynamical Systems, Perturbations

This work aims to find the range of values produced by a perturbation that could cause a low-
energy orbit between two periodic Lyapunov orbits to disappear; the previous objective is
essential for any space mission because the perturbations can cause the spacecraft to lose
his trajectory. To do it, we position our problem in the Earth-Moon system, and using the
manifolds of each Lyapunov periodic orbit, we can find at which points these manifolds
intersect, forming the low energy trajectory between both orbits.

We applied two types of perturbations, the first one is a random perturbation in each
component of acceleration, in this way we manage to encapsulate different types of
perturbations in one and the second perturbation is the solar radiation pressure. From the
results obtained, we found that solar radiation pressure causes the trajectory to diverge in a

small amount.

When we use random perturbation, the orbit also diverges even using small magnitudes 1e —
5 or 1e — 4. The previous results confirm a periodic Lyapunov property which states that both
orbits are unstable in our system causing that a small deviation in the unstable direction takes
us exponentially away. We can conclude that it is necessary to apply control methods to

maintain a spacecraft within the low energy path that remains in it.

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. pag. 2



Juan David Aguilar Varela Ingenieria Matemética y Computacién

Indice de contenidos

L. INETOTUCCION. ...ttt e et e ettt e e e e e et r e e e e e e e e e nnnne s 10
1.2 JUSHIFICACION ...ttt e e e e e et e e e e e e a e s 12
1.2 Planteamiento del trabajo .........ccooevuiiiiiiii e 12
1.3 EStructura de 1 MEMIOTIA . .......uuriiiiiieiiiiiiiie ettt 12

A 70 01 (=) (o B YA =TS 7= o (o o 1= = s = U 13
2.1 MELOUOS NUIMEIICOS ....eeeiiiteeeeieeittt ettt e e e e et e e e e e e e e e e e e e e e e e e eanrrnees 13

2.1.1 Método de solucion para ecuaciones No liNales...........cccuvveeiiiieiiiiiiiiiiiiiceeeeee 13
2.1.2 Métodos de solucién para ecuaciones diferenciales.............ccccccoeviiiiiiiiiiiiiiennnns 14
2.1.2.1 Método Runge-Kutta de Orden 4 ............oouieeiiieeiiiiecciee e 14
2.1.2.2 Adaptive Runge-Kutta-FehIDerg............oouiiiiiiiiiiiee e, 15
2.1.4 Correcciones DIferenCiales..........c..uuiiiiiiiiiiiiiiie e 16
2.1.4.1 Disparo SIMPIE ....couuriiiii e aaaaaanan 16
2.1.5 Aplicaciones de POINCAIE ...........cc.uuuiiiiiieeeiiiiiie et a e e 17
2.2 MECANICA ESPACIAL......eeeieiiiiiiiiiieei et 18
2.2.1 Problema de 10S TreS CUBIPOS .......ccviiiiiiiiiiiiiiieiieeeeeee ettt 19
2.2.2 Puntos fijos del SIStEMA ........coovviiiiiiiiiiiiiiiie e 21
2.2.3 Estabilidad en [0S puntos de Lagrange............ccuvvvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeieeeeeeeeeeeeeeeeee 23
2.2.4 OrDIta PEHOMICA. .......cveeeeveeeeeeeeeeeee ettt ettt et te et ae e eteeaeese e eaeeae e 24
2.2.5 Matriz de transiciéon de estados y Monodromia ........cccccoeevvvviiiiiiiiieeeecceiiiieeee e, 24
2.2.6 Estabilidad de la Orbita PEriOICA. ...........cveveveireeieieierecteceeieee e 26
2.2.7 Variedades INVANANTES..........coiiiiiiiiiiiie et a e e 26
2.2.8 Conexiones Homoclinicas y heteroclinicas...........cccceeiieieiiiiiiiiiii e, 27
2.2.9 Orbitas periodicas €N PCRTBP .......cccoovieeeeieeeeeeeeeeee e e e se s eae e e 28
2.3.1 LyapunoV OFDItS ... 29
B2 T o - 1 o T 30
2.3.3 Distant Prograde OrbitS........ccciiuiiiiiieiie e e e e e e e s e e e e aaa s 30

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. pag. 3



Juan David Aguilar Varela Ingenieria Matematica y Computacion

2.3.4 Distant Retrograde OrbitS........ccciiiiiiiiiiiiiie e 31
2.4 MiISIONES ESPACIAIES......ccc e 31
24 L ISEE-3/ICE ..ot 31
2.2 WIMAP et r e 32
2.4.3 SOHO .ottt e e 33
2.4 Presion de RAdIACION SOIAN...........ccuuiiiiiiiieeieiiii e 33
3. Objetivos concretos y metodologia de trabajo ...........c.uuvveiiiieeiiiiiiiiieee e 36
3.1, ODJEtIVO GENETAL ... 36
3.2. ODJEtiVOS ESPECITICOS ....eveiiiiee ettt e e e e 36
3.2. Metodologia del trabajo ...........ooieuiiiiiiiee e 36
4. Desarrollo especifico de [a CONtDUCION ............ocoiiiiiiiiiiiiiie e 38
4.1 Calculo de [0S puntos de Lagrange...........coouviiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeee e 38
4.2 Calculo de los Orbitas Periddicas LyapuNOV ............ceceeueeveeereereereeieeeeeeeieeseeeseenens 40
v NV =1 (oo (o] (oo | - NPT P PR PRTPPPPPI 40
4.2.2 Comprobacion de los Orbitas Peri0diCas............cceeueeveiereeeeeeeieeeveeeeieeeeeevenes 44
4.3 Generar Variedades INVANANTIES ..........ooiiiiiiiiiiiiiiiiie e 45
4.4 Encontrar Intersecciones entre Variedades INvariantes ............ccccoouvvvvviieeeeeeninniinnnn 48
4.5 Encontrar Trayectoria de Baja ENergia ........ccccooeoeiiiiiiiiiiii e 50
4.6 VariaCiOn de PAr&MELIOS ........cooiiuuuiriiiiie e ettt e e e e e e e e e e st e e e e e e e 52
4.7 Analisis de PerturbacCiOnes..........c..uuiiiiiiiiiii e 54
4.7.1 Presion de radiaCion SOIAN ..........cooiiuuiiiiiiiieeeee it 55
4.7.1.1 Radiacion Solar en trayectoria con un nivel de energia € = 3.0946......... 55
4.7.1.2 Radiacion Solar en trayectoria con un nivel de energia € = 3.1340........ 57
4.7.2 PerturDacioOn AlCALONIA ... .....uueiiieeeiiiiiiiee ettt e e e 59

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. pag. 4



Juan David Aguilar Varela Ingenieria Matematica y Computacion

5.1, CONCIUSIONES ...ttt ettt ettt e e e e ettt e e e e e e et e e e e e e e e aearrne s 63
5.2. Lineas de trabajo fUtUIO .........ccooiiiiiiiei e e e e 63
LT =71 o] oo =1 1 - NS 64
7 AANIEXOS ..ttt fE 1R REE R E 1R E R E bR bbb e e e 67
7.1 Documento FOrmato REVISTA .........uuiiiiiiiiiiiiiiieiie et 67

I, INTRODUCCION ......coiiiiiiecee ettt ettt te sttt tesve e e eteeaeareanens 68

ll.  CREACION DE ORBITAS LYAPUNOV ....c.oooviiiiitiiieciecee e 68

. GENERACION DE TRAYECTORIA DE BAJAENERGIA .......cccoviveieeeeeene, 69

7.2 FOIMALO POSIEN ... it e et e e e e e e e e e e e e ennnn s 76
7.3 TabIAS d€ CONVEISION ....ceiiiiiiiiiiteee ettt e et r e e e e e e eeees 77

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. pag. 5



Juan David Aguilar Varela Ingenieria Matematica y Computacion

indice de tablas

Tabla 1, Tipos de Estabilidad [17] .....cooouuiiiiiiieeeeeecee e e e 26
Tabla 2 Experimentos realizados a bordo de la ISEE—3/ICE. Fuente [25]...........cccevvvvnnnnn. 32
Tabla 3 Constante de Reflectividad segun material [29]..........covviiiiiiieiiiiciiiiciee e, 35
Tabla 4. PUNtOS A€ LAQIaNQE ......i i e ettt e e e e et e e e e e e e aaneaa s 39

Tabla 5 Diferencias entre vector de posiciones y velocidades entre una 6rbita periddica.....44
Tabla 6. Tipos de Materiales y su Coeficiente de absorcion Cr[29] .........cccceeeeeiiiieiiiiiininnnnn. 55

Tabla 7 Diferencia Media entre cada componente x y x y de la Orbita de baja energia sin

perturbacion y con perturbacion (fuente propia) ...........ouuieeeeiieeiiiieiiiiee e 55

Tabla 8 Desviacion Estandar entre cada componente x y x y de la Orbita de baja energia sin
perturbacion y con perturbacion (fuente propia) ............eeeeeeeiiiiiiiiiiieee e 56

Tabla 9 Diferencia entre el ultimo componente x yxy de la Orbita de baja energia sin

perturbacion y con perturbacion (fuente propia) ...........euuuieeeiiieiiiieiiiiee e 57

Tabla 10 Diferencia Media entre cada componente x y x y de la Orbita de baja energia sin

perturbacion y con perturbacion € = 3.1340 (fuente propia).........ccccceeeeeiiiiiiiiiieeieeeeesiiiee 57

Tabla 11 Desviaciéon Estandar entre cada componente x y x y de la Orbita de baja energia

sin perturbacion y con perturbacion (fuente propia)..........cceeveeviiiiiiiieeee e 58

Tabla 12 Diferencia Media entre Gltimo vector de Orbita de baja energia sin perturbacion y con

perturbaciones € = 3.0946 (fFUBNTE PrOPIA) .....evvveririiiiiiiiiiiiiiiiiiieie et 60
Tabla 13 Numero de trayectorias que estan en la zona (fuente propia).........cccceeeevvvvevvnnnnnn. 60

Tabla 14 Desviacion estandar entre Gltimo vector de Orbita de baja energia sin perturbacion

y con perturbaciones C = 3.0946 (fueNte Propia).........ccoeeeeeeeeeeeeieeeeeee e 60

Tabla 15 Diferencia Media entre tltimo vector de Orbita de baja energia sin perturbacién y con
perturbaciones C = 3.1340 (fUENLE PrOPIA) .....vvuueeiieeeiiiieiicee e e e e e e e e e eeaenes 61

Tabla 16 Desviacion estandar entre Gltimo vector de Orbita de baja energia sin perturbacion

y con perturbaciones C = 3.1340 (fuente Propia)..........cooeeeeeeeeieeeee e 61
Tabla 17 Numero de trayectorias que estan en la zona (fuente propia)..........cccccccvvvveenennnnns 62

Tabla 18 Diferencia Media entre cada componente x y x y de la Orbita de baja energia sin perturbacion

y con perturbacion C = 3.1340 (fUBNLE PrOPIA) ...eeeeeeeeeeee e 73

Tabla 19 Tabla de conversiones de Unidades Normalizadas de Distancia a Kilbmetros ...... 77

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. péag. 6



Juan David Aguilar Varela Ingenieria Matematica y Computacion

Tabla 20 Tabla de conversiones de Unidades Normalizadas de Velocidad a Kilémetros por

£ =T [ [ Lo [ 1P 77

Andlisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. péag. 7



Juan David Aguilar Varela Ingenieria Matematica y Computacion

Indice de figuras

Figura 1 Trayectoria de baja energia de GRAIL-A Yy GRAIL-B [5]. ....uvceeiiieiiiiiiiiiiiiie e, 11
Figura 2 Representacion gréfica de una aplicacion de Poincaré [10] .........cccoovvviiiiieeeeeeennn, 17
Figura 3 Puntos de Lagrange (Fuente: elaboracidon propia.)........cccccceeeeiiiiiiiiiiiiiiiii e 21
Figura 4 Conexién homoclinica en el sistema x’' =y ,y" = —=x3 + x [18] ..cvveeiiiiiiiiiiiiiieees 27
Figura 5 : Conexion heteroclinica en el sistema x’ = x2 — 1,y = —xy [18].cccvvvvvveeeeiiiinnnnne, 28
Figura 6 Lyapunov Orbit (Fuente: elaboracion Propia)............occuvveeeeeeeeeiniiiiiiiieeeeee e 29
Figura 7 Orbitas periodicas Halo [15] .......cccovevereereeieieeeeeeeeteeteeeeete ettt re e 30
Figura 8 Distant Prograde OrbitS [22] ........ccuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeee e 30
Figura 9 Distant Retrograde OrbitS (DRO) [24].....ccuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 31
Figura 10 Orbita realizada por WMAP desde la Tierra hasta L2 [26].......c..ccoveeeveevereernnene. 32
Figura 11. Orbita de SOHO alrededor del punto Lagrange L1 [28].......ccccevvevereereivereereannnn. 33
Figura 12. Variacion del FIUJO SOlar [L15] .....uueiiee it 34
Figura 13. Metodologia del Trabajo (FUENte Propia)...........coouuecurrireeeieeeiiiiiiiieieee e 37
Figura 14 Grafica de la quintica para L2. (Fuente: elaboracion propia) ...........cccceeeeeeeeeerennnn, 38

Figura 15 Puntos de Lagrange en el sistema Tierra-Luna (Fuente: elaboracién propia)....... 40

Figura 16 Muestra de la Familia de Orbitas Lyapunov sobre los puntos de Lagrange L1 (Rojo)

y L2 (Azul). (Fuente: elaboracion Propia)............uuuuceiieeeeiiiiiiiiiee e eeeeeeeetiiee s e e e e eaae e 42

Figura 17 Constante de Jacobi de 6rbitas periédicas Lyapunov Roja L1 y Azul L2 (Fuente:

21 F= o] = Tol o] gl o] fo ] 01T | IS PPPPTRTORR 43
Figura 18. Andlisis de crecimiento de Constante de Jacobi (Fuente propia)..............cccceeuue 43

Figura 19 Constante de Jacobi de 6rbitas periédicas Lyapunov Roja L1 y Azul L2 (Fuente:

LZIF= o] = Tol o] gl o] fo] o 1T | IS TPPPTRTORR 44
Figura 20 Orbita periodica Lyapunov (Fuente: elaboracion propia) .............c..cceceeeevereereennnn. 45

Figura 21 Variedades Invariantes Estables en érbita periédica Lyapunov con una constante

de Jacobi de 3.0946. (Fuente: elaboracion Propia).........cc.uueeeieeeeiiiiiiiiiiiieee e e e 47

Figura 22 Variedades Invariantes Estables en 6érbita periédica Lyapunov con una constante

de Jacobi de 3.1340. (Fuente: elaboracion Propia).........c.uueeeeieeeeiiiiiiiiiiieee e essiiieeeea e e e 47

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. pag. 8


file:///C:/Users/jd.aguilar/Documents/Unir/Trabajo%20de%20master/juan%20david%20TFM%20v9.docx%23_Toc30270507
file:///C:/Users/jd.aguilar/Documents/Unir/Trabajo%20de%20master/juan%20david%20TFM%20v9.docx%23_Toc30270519

Juan David Aguilar Varela Ingenieria Matematica y Computacion

Figura 23 Variedades Invariantes Estables en drbita peridédica Lyapunov con una constante

de Jacobi de 3.1367. (Fuente: elaboracion propia)...........ccceveevvviiiiiieeeeieieiieee e 48

Figura 24 Aplicaciones de Poincare utilizando las variedades invariantes de 6Orbitas periddicas

Lyapunov Rojo variedad inestable Azul variedad estable (Fuente: elaboracion propia)........ 49

Figura 25 Aplicaciones de Poincare utilizando las variedades invariantes de oOrbitas periddicas

Lyapunov Rojo variedad inestable Azul variedad estable (Fuente: elaboracion propia)........ 49

Figura 26 Aplicaciones de Poincare utilizando las variedades invariantes de 6rbitas peridédicas
Lyapunov Rojo variedad inestable Azul variedad estable (Fuente: elaboracion propia)........ 50

Figura 27 Trayectoria de baja energia sobre las Orbitas periédicas Lyapunov Rojo variedad
inestable Azul variedad estable, Constante de Jacobi 3.0946 (Fuente: elaboracion propia).51

Figura 28 Trayectoria de baja energia sobre las oOrbitas periédicas Lyapunov Rojo variedad
inestable Azul variedad estable, Constante de Jacobi 3.1340 (Fuente: elaboracion propia).51

Figura 29 Trayectoria de baja energia sobre las Orbitas periédicas Lyapunov Rojo variedad
inestable Azul variedad estable, Constante de Jacobi 3.0946 (Fuente: elaboracion propia).52

Figura 30 Variedades Invariantes Estables en Orbita periédica Lyapunov con diferentes

constantes de Jacobi (Fuente: elaboracion propia) ...........cceevveeviiiiiii e 53

Figura 31 Aplicaciones de Poincare utilizando las variedades invariantes de 6rbitas periddicas
Lyapunov Rojo variedad inestable Azul variedad estable con diferentes constantes de Jacobi

(Fuente: elaboracCion ProPiA) ....... e eeeieeeiiiee e e e e e e e e e e e e e e e et s e e e e e e e eersaaaaas 53

Figura 32 Trayectoria de baja energia sobre las 6Orbitas periddicas Lyapunov Rojo variedad

inestable Azul variedad estable, Constantes de Jacobi diferentes (Fuente: elaboracion propia)

Figura 33 Trayectoria de baja energia utilizando presion solar (Fuente propia).................... 56
Figura 34 Trayectoria de baja energia utilizando presion solar € = 3.1340 (Fuente propia) .58

Figura 35 Trayectoria de baja energia utilizando Perturbacién Aleatoria y un nivel de energia
C = 3.0946 (FUENTE PrOPIA) «.eeeeiiiiiiiiiiiiiiiitiiee ettt ettt ettt e e 61

Figura 36 Trayectoria de baja energia utilizando Perturbacién Aleatoria y un nivel de energia
C = 3.1340 (FUEBNLE PrOPIA) . .oeeeeeeeennn e eeeeeeetti e e e e e e e e e e eettt e e e e e e eeeeeeaenn e e e e e eeeeeeanannnaaeeeeeeennnes 62

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. pag. 9



Juan David Aguilar Varela Ingenieria Matematica y Computacion

1. Introduccion

En la historia reciente del desarrollo espacial se han distinguido diferentes tipos de trayectorias
de transferencia entre el sistema Tierra-Luna u otro tipo de oOrbitas perioddicas, entre las cuales
podemos destacar: transferencias directas convencionales, transferencia de bajo empuje y
transferencia de baja energia.

Las trasferencias directas convencionales solo utilizan la gravedad entre los cuerpos para
transferirse, la misibn mas conocida en donde se utilizé este método es Apollo 11 aunque
muchas otras misiones han aplicado este tipo de transferencia como lo son Luna 1 — Luna 24.
La principal caracteristica de este tipo de transferencia es el corto tiempo que toma para
alcanzar su objetivo; por ejemplo, la misién realizada por USRR Luna 24 [1], la cual es la
Ultima sonda enviada a Luna por Rusia, despego de la tierra el 9 de agosto de 1976 y después
de algunas correcciones tardo aproximadamente tres dias en llegar a la Luna, donde se
extrajo material lunar, y regreso a la tierra el 23 de agosto de 1976. La desventaja que posee
este tipo de transferencia es la alta velocidad que alcanza, requiriendo un alto gasto de

combustible para aterrizar en el destino.

Las transferencias de bajo empuje se caracterizan por utilizar motores de bajo empuje, los
cuales reducen el gasto de combustible en comparacion a los motores de propulsion, pero
demandan mayor tiempo en la trayectoria. La mision SMART-1 (Small Missions for Advanced
Research in Technology), creada por la agencia espacial europea utilizé este tipo de
transferencia, la cual empleaba un propulsor de iones [2] alimentado por paneles solares; los
objetivos de esta mision eran analizar la topografia de la Luna, la textura de la superficie y
distribucion de materiales. Finalmente, la mision finalizo el 3 de septiembre de 2006 cuando

deliberadamente el vehiculo espacial fue estrellado en la Luna.

Por ultimo, las transferencias de baja energia o trayectorias de baja energia, se caracterizan
por utilizar las propiedades dinamicas del sistema para encontrar trayectorias que disminuyan
el uso de combustible, sin embargo, una desventaja es que incrementa el tiempo gastado en
la trayectoria; por ejemplo, una misiéon de transferencia Tierra-Luna puede tomar entre 94 —
114 dias [3], esta es una gran diferencia, si la comparamos con la mision Luna 24 que tomo

tres dias aproximadamente.
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Aun asi, las trayectorias de baja energia poseen otras ventajas [4]:

e Requieren menos combustible, no solamente durante el trayecto sino al llegar al
destino; por ejemplo, si se utilizara una trayectoria directa se tendria que gastar
combustible para disminuir la velocidad igualando a la velocidad de rotacion de la
Luna, en cambio las trayectorias de baja energia llegan al destino a la misma velocidad

de rotacién del objetivo, la Luna, en el caso de una transferencia Tierra-Luna.

e Dan la posibilidad de crear trayectorias para multiples objetivos; por ejemplo, al estar
en una Orbita periddica Lyapunov en el sistema Tierra-Luna se puede dirigir a otra
Orbita periodica Lyapunov u orbitar diferentes puntos de Lagrange del sistema

incrementando la vida Util del satélite.

e Permiten crear trayectorias desde la Luna a cualquier parte de la Tierra, a diferencia
de trayectorias directas que requieren estar en ciertas ventanas de tiempo y posicion

para alcanzar lugares especificos en el planeta.

Por las ventajas que ofrece utilizar trayectorias de baja energia cada vez mas misiones
espaciales estan utilizando este tipo de trayectorias como: ICE, WIND, ACE, WMAP, SOHO,
GRAILS y GENESIS [2]. Un ejemplo es la misibn GRAILS (Gravity Recovery and Interior
Laboratory) [2], creada por la NASA y lanzada al espacio el 10 de septiembre del 2011, con
el objetivo de medir el campo gravitacional de la Luna, para ello se lanzaron dos satélites
GRAIL-A y GRAIL-B los cuales se acercaban y separaban el uno del otro midiendo los
cambios de velocidad, de esta forma, se obtuvo la informacién del campo gravitacional de la
Luna. En la Figura 1 se puede observar la trayectoria de baja energia que se utilizd, como se

observa, los satélites se alejan del sistema Tierra-Luna para luego alcanzar el destino.

TCM-A3

Sun-Earth Rotating Frame

View from
Ecliptic Z-axis Moon's Orbit

Close

Figura 1 Trayectoria de baja energia de GRAIL-A y GRAIL-B [5].
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1.1 Justificacion

En la actualidad, aunque se conoce la solucién analitica para el problema de dos cuerpos,
esta solucién solo es una aproximacién a lo que vemos debido a que no tiene en cuenta
muchas de las alteraciones producidas por otros cuerpos o fuerzas. Todas estas
perturbaciones pueden causar que la trayectoria se desvié en grandes ordenes de magnitud;
por ejemplo, satélites artificiales situados en la érbita baja terrestre deben tener en cuenta la
perturbacion causada por el arrastre de la atmosfera, sino fuese asi, se estrellarian en la Tierra

como fue el caso de Sputnik-1 [2].

Lo que se busca determinar en este trabajo es el rango de perturbaciones que pueden desviar
una nave espacial u objeto que se halle en una trayectoria de baja energia. En la actualidad
se han descubierto diferentes tipos de perturbaciones que afectan la trayectoria como lo son:
la resistencia atmosférica, las perturbaciones gravitacionales, presion de radiacién solar, entre
otras. Por lo que es importante considerar hasta que magnitud estas perturbaciones pueden
hacer que la trayectoria se desvié.

1.2 Planteamiento del trabajo

El principal objetivo es medir el rango de perturbaciones que puede causar que la trayectoria
de baja energia se desvié de su curso normal. Para poder conseguir esto se debe identificar
una trayectoria de baja energia, esta trayectoria estara ubicada entre las Orbitas periédicas
Lyapunov gue se encuentran cerca de los puntos de Lagrange L1y L2 en el sistema Tierra-
Luna. Al encontrar dicha trayectoria de baja energia se aplicara dos tipos de perturbaciones:
la primera sera la presion de radiacion solar y la segunda una perturbacién aleatoria con el

objetivo de mirar hasta que valores la trayectoria se pierde.
1.3 Estructura de la memoria

Este trabajo se divide en cinco partes: La primera es la seccion de Estado del Arte, donde
hacemos referencia a los conceptos que se van a utilizar durante el desarrollo de este trabajo
y se divide en varias subsecciones, explicando y/o dando ejemplos del uso de estos métodos.
La segunda seccidn explica en detalle los objetivos que tiene este estudio al igual que los
pasos necesarios para conseguirlos. La tercera parte se enfoca en el desarrollo de la
investigacion, explicando todos los procesos utilizados y los resultados. Por ultimo, se

presentaran las conclusiones de este trabajo y las posibles lineas de trabajo que existen.
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2. Contexto y estado del arte

Esta seccion se dividira en dos partes: La primera explicara los métodos que se utilizaran para
desarrollar este trabajo. La ultima parte, se mostrara brevemente la historia de la mecéanica
espacial explicando cémo se relacionan los métodos presentados en este trabajo y la

aplicacion de estos en las misiones espaciales realizadas los ultimos afios.
2.1 Métodos Numéricos

Cuando no existe una solucion analitica al problema se suele utilizar otros métodos que nos
permitan realizar una aproximacion a la solucion. Estos métodos pertenecen a la rama de

métodos numéricos [6].

En este estudio se utilizan métodos numéricos para hallar la solucion aproximada de las
ecuaciones diferenciales. En nuestro caso, nos concentraremos en los problemas de valor
inicial, es decir, basados en un 0 unos puntos iniciales se obtendra una solucién aproximada
en el intervalo deseado, este intervalo puede variar, pero depende de los parametros

utilizados en el método.

Especificamente el problema de valor inicial busca resolver [7]:

Tk+1

Y(ties1) = y(te) + f(s,y(s))ds

2%

Por lo que, se debe aproximar la integral, la forma en que lo hacemos crea diferentes tipos de

métodos.

La siguiente seccidn se dividira en dos partes la primera explicara los métodos de solucién
para ecuaciones no lineales y la segunda parte mostrara los métodos para la aproximaciéon

de ecuaciones diferenciales.

2.1.1 Método de solucién para ecuaciones no lineales

Cuando se desea conocer en qué puntos x hacen que una funcion f sea cero, decimos que

estamos buscando las raices de la funcién f(x) = 0, lo que es equivalente a hallar la solucién.
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El método que se utilizara para hallar las raices en este trabajo se llama Newton-Raphson,

puede ser derivado por la expansion de Taylor en f(x) cerca de x [8]

fiv) =fO) + () (xj41 —x)+ 0.5

Donde se descarta los términos de orden superior y se despeja x;,, obteniendo la expresion

iterativa del método.

)
f'(x)

Xit1 = X

Como se puede observar, la anterior formula es iterativa y depende de dos factores, el primer
factor se basa en que la funcion f(x) debe tener una derivada f'(x), el segundo factor radica

en que la solucién alcanzada va a depender del valor inicial utilizado x;.
2.1.2 Métodos de solucidon para ecuaciones diferenciales

Se desea hallar la solucién a y' = f(t,y), la cual en muy pocos casos se puede encontrar de
forma analitica, por lo que se busca una aproximacion ay = @(t; ty,v,); €s decir, al definir un

to tiempo inicial y y, posicion inicial buscamos aproximar el valor de y en el tiempo t.

La solucién debe cumplir con £ (t; @ (t; tg, ¥0)) = ¢@'(t; to,vo); €n otras palabras, la tangente de
las curvas debe ser la misma para f(t,y) y @(t; ty, yo) €n el tiempo t para lograrlo existen
muchos métodos, en esta seccién se analizaran dos: Método Runge-Kutta de orden 4 vy
Adaptive Runge-Kutta-Fehlberg.

2.1.2.1 Método Runge-Kutta de Orden 4
Este método permite resolver numéricamente una ecuacion diferencial ordinaria basada en

un valor inicial. El método utiliza la siguiente aproximacion a la integral [7].
h
V() = y() + g(k1 + 2ky + 2k3 + ky)
ki = f(te, y (&)

h h

ky = f(te + E'y(tk) + Ekl)
h h

k3 = f(tx + E:y(tk) + EkZ)

ks = f(tis1,y(tx) + hks)
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Este método es iterativo y depende de las condiciones iniciales y(t,) = y, , donde t;,, va a
aumentar basados en t,,; = t; + h en cada iteracion, lo anterior implica que la distancia del
orden o grilla h es fija y tomar valores pequefios va a permitir tener soluciones en intervalos

mas pequefios, pero implica mas tiempo de ejecucion y mayor acumulacion de errores [9].

2.1.2.2 Adaptive Runge-Kutta-Fehlberg

Este método propone variar el tamafio de h en funcion de una estimacion del error local; es
decir, se eligen dos métodos uno mas eficaz que el otro y se comparan los resultados, esta
comparacion es la estimacion del error local, si la diferencia de estos valores es mas grande
gue una tolerancia fijada se cambia el tamafio de h.A continuacion se muestran todas las

reglas para el cambio del tamafio del nodo [9]:
y(te) — y(tx) » € =>h = h/2
y(tk) - :)_/(tk) K e =>h=2h

y(te) — y(tx) = e =>h=h

Especificamente este método utiliza dos Runge-Kutta, uno de 4-orden y otro de 5-orden, el
orden de mas se logra con solo agregar una evaluacién del campo vectorial. Esto trae varias
ventajas computacionalmente pues dos métodos distintos requeririan que por cada intervalo
se ejecuten ambos métodos duplicando el tiempo de ejecucién, pero en este caso solo implica

evaluar una funcion adicional [9].

25 1480 2191 1

Y(trs1) = y(ty) + 216k1 + 7565 ko, + 4104k3 —§k4)

ky = hx* f(ty, y(te))

h 1
ky =h=xf(t, + Z'}’(tk) + Zkl)

9
=5 k2)

Ky = hox (b + 0 (t)+—3k+
= £
3 f(t 8»}’k 3t 55

1932 7200 7297

12h
ky=hx*f(ty + —,y(tx) +

13"’ 2197~ 2197%2 T 21973
k h ty + h,y(ty) + 439k 8k, + 3680k 845 k
= % [ —_ - -
16 6656 28561 9 2

Y(tk+1) = () + 135k1 +12825k3 + 56430k4_%k5 + Ek6)
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3544 1859 11

8
ks = h* f(t, +0.5h, y(ty) — ﬁk1+2k2 - m](% + mk4— Eks)

2.1.4 Correcciones Diferenciales

Los métodos de correcciones diferenciales permiten resolver problemas de valor inicial de dos
limites (two-point boundary value problema TPBVP), en particular se utilizara el método de
disparo simple, para generar una 6rbita periddica, la cual se puede definir como un problema
de TPBVP.

2.1.4.1 Disparo Simple

Este método parte en gque posemos un vector X de n cantidad de elementos:

Y se desea cumplir con las siguientes restricciones:

Fi(Xc1)
Fy(xc2)
F(Xo) = [Fy(xes) [= 0

Fy(Xen)

Como se desconoce el valor de X, , se aplica la expansion de Taylor sobre F(X,) donde X,

es el valor inicial para hallar X..
F(X,) = F(Xy) + DF(Xy)(X, — Xo) + 0.5
Al omitir los términos de orden superior y remplaza F(X.) = 0 se obtiene:
0~ F(Xo) + DF(Xo)(X, — Xo)

La matriz DF(X,) es la Jacobiana formada por las derivadas parciales del vector de

restricciones con respecto a las condiciones iniciales.

‘0F, OF, OF; 1
X, 0X, = X,
DF(Xo) = 2% =|aX, oX, ™ ox,
OF, OF, oF,
X, 09X, X,
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Es conveniente expresar la ecuacion de forma general:
0= F(X;) + DF(X;) (Xj41 = X))
Al igualar la expresion a X;,, se obtiene el método iterativo de disparo simple:
-1
Xjr1 = X = DF(X;) "F(X;)

La anterior férmula es la misma expresion del método de Newton en forma matricial, es
importante tener en cuenta que la matriz Jacobiana debe tener el mismo namero de filas y

columnas; es decir, el nUmero de restricciones debe ser el mismo que variables en el sistema.
2.1.5 Aplicaciones de Poincaré

Las aplicaciones de Poincaré nos permiten convertir un sistema dindmico continuo en uno
discreto, esto se logra creando una superficie que interseca el flujo del sistema de forma

transversal, como se observa en la Figura 2

A

Figura 2 Representacion gréafica de una aplicacién de Poincaré [10]

La aplicaciéon de Poincaré genera una funcion iterativa, pero con una dimensién u orden
menor; es decir, si la funcion continua x = f(x) tiene dimension n la funcion iterativa tendra
orden n — 1y serd x;,; = P(x;). Esto permite, en nuestro caso, analizar la estabilidad de la

Orbita periddica y encontrar los campos invariantes.

En la siguiente seccion se mostrard como ha cambiado la Mecéanica Espacial desde
civilizaciones antiguas hasta nuestros dias y se explicara temas importantes para el desarrollo

de este trabajo.

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. pag. 17



Juan David Aguilar Varela Ingenieria Matematica y Computacion

2.2 Mecanica Espacial

El &rea de la Mecénica Espacial ha sido estudiada desde principios de la humanidad, tenemos
ejemplos de esto en los Mayas, con el calendario Maya y no solo ellos, sino diferentes tribus
indigenas de Centroamérica poseian su calendario [11]. A diferencia de sucesos esporadicos
como terremotos, tsunamis, etc. la regularidad que ofrecen los astros permite utilizarlos como
medidas de tiempo. Durante mucho tiempo otras civilizaciones estudiaron los astros pero uno
de los puntos de inflexion es conocido como la “Revolucién Copernicana”, antes de este
momento se creia en la hipétesis propuesta por Claudius Ptolemaus [12] donde se expone
gue la Tierra era el centro del Sistema Solar y el Sol como otros cuerpos celestes giraban
alrededor de la Tierra, esta hip6tesis no concordaba con las observaciones, debido a la
irregularidad que tenian los planetas.

En este momento Nicholas Copernicus postula [13] la teoria de un Sistema Solar donde el Sol
es el centro y los planetas giran en torno al Sol, utilizando una trayectoria circular para describir
el movimiento. Pero solo cuando se junta el trabajo de Kepler [14] con sus tres leyes y las
leyes de Newton, se tienen las bases de la Mecénica Espacial Actual, pues se puede describir

el movimiento de los planetas en nuestro Sistema Solar.

Otro gran avance fue la solucion del problema de los dos cuerpos, la cual posee las siguientes

restricciones [15]:

e Se debe utilizar un marco de referencia inercial.
¢ Las masas de los cuerpos son esferas.

e Ninguna otra fuerza interactta en el sistema solo la fuerza gravitacional.

Las bases para la solucién de este problema son las leyes de Newton. Se sabe que la fuerza

es igual a la masa por la aceleracion y la fuerza ejercida por un cuerpo sobre otro es:

F =

—G *xmqy *m, (R)
* —

r2 T
Siendo R un vector, generalmente con tres dimensiones (x,y,z) [15], G La constante

gravitacional universal, m; la masa del primer cuerpo y r =./x? +y2 + z2?. La anterior

ecuacion permite definir las fuerzas de los dos cuerpos:

F _ —G * Mgqe x Mg (R
g_sat — MsqtUsqt *

r2 r
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F . —G * Mgge * Mo R
g.pla — Mgo1Aso1 *

r2 r

Hay que tener en cuenta que la solucién analitica no tiene en cuenta todas las perturbaciones
gue pueden existir; por ejemplo, la tierra no es perfectamente esférica o la fuerza que ejerce
la atmosfera sobre un satélite. Ademas, en este caso se asume que solo existen dos cuerpos,
en el caso de querer un tercer cuerpo o0 n cuerpos bajo el mismo sistema, simplemente se

deberia sumar todas las fuerzas que interactdan con la masa a estudiar [15].

n
. m; * 7j :
7, = —G — | ni=n—-n;i=1.n
’r'..
j=tj=i

La anterior férmula se muestra para n cuerpos, cuando se utilizan tres cuerpos n = 3, se
denomina “Problema de los Tres cuerpos”. Una caracteristica al utilizar mas de dos cuerpos
es la inexistencia de la solucién analitica requiriendo utilizar otros métodos que imponen

restricciones a las ecuaciones del movimiento.

2.2.1 Problemade los Tres Cuerpos

El problema de los tres cuerpos posee varias subclases dependiendo al tipo de restricciones

que se le aplican; por ejemplo, existen:

e Problema de los Tres cuerpos restringido.
o Problema de los Tres cuerpos restringido Circular.

e Problema de los Tres cuerpos Plano Circular Restringido.

El enfogue de este trabajo sera el Problema de los Tres cuerpos Plano Circular Restringido

también llamado en inglés “Planar Circular Restricted Three Body Problem” (PCTBP) [15]:

e Solo se estudiaran tres cuerpos.
e La masa del tercer cuerpo es despreciable.

e El primery segundo cuerpo se mueven en orbitas circulares alrededor del centro de
masa.
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e Se asume que no existe movimiento en el eje z.

Ademas de las restricciones listadas anteriormente, se fija el eje de coordenadas no inercial
en el centro de masa, al ser no inercial los planetas giran a una velocidad constante sobre la
circunferencia provocando que se pueda analizar el problema fijando los planetas dentro del
eje de coordenadas obteniendo las ecuaciones del movimiento para este sistema [15].

m;

M_m2+ my

r= J(x+u?+y?+ 22

T, = \/(x+u—1)2+y2+zz

A=+ px=-1+p

X—2y —x=

e 5
. A-wy wy
y+2X —y= — T — —3
£} )

Siendo ¥ —2y —x, ¥+ 2x —y la aceleracion de Coriolis del sistema y los términos de la
derecha representan la fuerza gravitatoria del cuerpo 1y el cuerpo 2, respectivamente. Las
anteriores ecuaciones diferenciales no poseen solucion analitica, pero sirven de base para

hallar la integral de Jacobi [16], la cual no varia dentro de una misma 6rbita y se interpreta
, . , . 1]2 . -, T
como la energia del sistema. El término Y hace referencia a la energia cinética y el resto de

(x*+y?)  20-p) 2p
T2 T2

los términos —

a la energia potencial.

C_v2 (x*+y*) 21-w 2u
) 2 [ [

Esta ecuacién nos va a permitir hallar regiones en el sistema donde el movimiento esta
prohibido; es decir, como v? no puede ser negativo la siguiente desigualdad se debe cumplir:
2(1 - 2
0< (F*+y)+ 2w B L2 g
T2 &)
Cuando esta igualdad no se cumple tenemos regiones donde el movimiento esta prohibido,
ademas la constante de Jacobi C, permite comprobar la trayectoria generada por los

integradores numeéricos, pues esta constante no sufre variacion durante toda la érbita.

Ademas, de obtener las ecuaciones de movimiento podemos analizar las caracteristicas de

estas mediante su dindmica, esto lo hacemos al encontrar los puntos fijos del sistema.
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2.2.2 Puntos fijos del Sistema

Los puntos fijos son espacios donde al variar el tiempo en la funcién su ubicaciéon no cambia.

En el caso continuo, son los puntos donde la ODE es igualacerox = f(x) =0

En el sistema CRTBP, a estos puntos se les llama Puntos de Lagrange, se obtienen igualando
las ecuaciones de velocidad y aceleracién a cero. Como se puede observar en la Figura 3. se

obtienen 5 puntos L1-L5.

Puntos Lagrange (Unidades normalizadas)

* L1 £ L5 *
0.8 r L2 Tierra

L3 O Luna

0.6 * L4

0.4 r

0.2r

-0.4

06 F

-0.8

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 3 Puntos de Lagrange (Fuente: elaboracion propia.)

Como se menciond estos puntos se hallan cuando x =0,¥ =0,y =0,y=02=0,Z=0 en

las ecuaciones del movimiento.

A-pE+p px-1+w

i-2y —x= —
y o ;)
. . A-wy wy
V+2% —y=—-—5—- =3
n r
A=Wz pz
e s
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Esto implica igualar la velocidad y aceleracion a cero, obteniendo las siguientes férmulas:

A=+ px—1+4p)

3 T
__Q-wy w
3 T
A-wz oz
0= -5
7 5

El hecho que z = 0, implica que todos los puntos de Lagrange son planos. Ademas, siy =0
se observa que existen puntos de Lagrange en el plano x para hallarlos se reemplaza x =

0,y = 0 en la ecuacion de movimiento.

e I N e R D)

(erm?)  (eru-D?)

Para la anterior expresion no existe una solucion exacta, no obstante, si se utiliza el método

de Newton podemos hallar aproximaciones a las raices, para lo anterior aplicamos una

transformacioén a las ecuaciones [3].
xp=1-pu—-n
Xp=1=—u+y,
X3=—H— V3

Donde y; _5 representa el desplazamiento hasta el planeta méas cercano, x, hace referencia al
punto ubicado entre los dos planetas, x, al punto mas cercano al segundo cuerpo, y x5 es el
punto mas cercano al primer cuerpo. Al aplicar estos cambios se obtiene tres quinticas [15]

donde las raices representan los puntos de Lagrange L1, L2 y L3.
x>+ @B —-wx*+ B -2wx®—ux?-2ux—u=0
x> —@B-wx*+ B-2wWx® —ux?+2ux—u=0
4+ R+wxt+ A+2wWx -1 —-wx?-21-wx—-(1-u)=0

Los puntos L4 y L5 se obtienen cuando y # 0,z = 0, al realizar este cambio en las ecuaciones

del movimiento se tendra quer; = r, , esto nos da la posibilidad de despejar los valores para

X,y
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L4,L5:x=-—u y= =+

V3
2

N| =

2.2.3 Estabilidad en los puntos de Lagrange

Los puntos fijos o los puntos de Lagrange se hallan cuando x =0, ¥ =0,y=0,y=0 z =
0, Z = 0, ahora supongamos que un punto fijo es A siendo f (1) = 0 cierto, si se perturba este
punto 1 + §, se encuentran dos casos. En el primero la funcion evaluada en ¢(t; A + §) estara
limitada |¢p(t; A + 6) — ¢p(1)| < B hasta un valor g, a esta propiedad la llamaremos “estable”.
En el segundo caso la funcién evaluada en ¢(t; 1 + &) diverge de f(x) o no estara limitada

por ningun valor por lo que el punto fijo es “inestable” [10].

Si se aplica el anterior concepto a este trabajo, se observa que se necesitara encontrar los
autovalores de la matriz A(t) para hallar la estabilidad de los puntos de Lagrange [4], debido
a que los puntos fijos no salen del plano; es decir, z = z' = 0, el andlisis de este trabajo esta
restringido al caso plano.

A 0O -1 0
0 A 0o -1
0x
AI—A]|= % 0o A =2
ay
- 2
0 3y A
Jdx 0dy dx dy
4 4_ - 2 7
A +( % ay)’1 t 3% 9y
% oy Uxx + Uyy
a=Uxx; a_y=Uyy; p1=2- T;BZ = _Uxnyy
Mo == (\/_ﬁl + (B + ﬁz))
sa=t(V=B— B+ )

Al evaluar los puntos fijos colineales (L1, L2, L3) en la anterior ecuacion se obtienen puntos
inestables pues poseen al menos un autovalor real positivo R(1) > 0, ademas poseen raices
imaginarias indicando que existe movimiento oscilatorio [4] sobre los puntos L1,L2 y L3 como

lo son las érbitas Lyapunov que se analizaran en este trabajo.
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Los autovalores para los puntos L4 y L5 generan raices puramente imaginarias R(4) =0
cuando el parametro de masa u es pequefio, si ocurre el caso contrario, se observa que posee

una parte real e imaginaria.
2.2.4 Orbita Periédica

En sistemas dinamicos podemos comprobar la existencia de una orbita peridédica cuando

poseemos autovalores complejos [10]

X' =AX

0
a=[5 %
_ﬁ 0
Para el anterior sistema de ecuaciones se encuentran los autovalores +if, ademas se

encuentran el autovector para el autovalor i obteniendo:
=g B 1*1_ [0
|25 Lll1=Lo)

_ Hipt[1

X(t)=e [l]

Siendo la solucidn al sistema, ademas se puede aplicar la férmula de Euler para simplificar la
solucién utilizando senos y cosenos:
cos Bt sin St
X(t)=c . c
O =c [— sin ﬁt] + 6 [cos,[?t]
Siendo ¢y, ¢, las constantes que permiten generar la solucién a cualquier valor inicial. Esto
indica que las soluciones son funciones periodicas f(x) = f(x + T); es decir, después de

evaluar la funcién en un tiempo posterior se vuelve a obtener el mismo punto, donde T es el

periodo o el tiempo que se demora en regresar al mismo valor de la funcién f(x). En una

circunferencia 2nr

Orbita periddica circular se tendrd que el periodo T = = — [16] donde r

velocidad

representa la amplitud, en este caso, el radio del circulo.
2.2.5 Matriz de transicion de estados y Monodromia

Las trayectorias en los problemas de tres cuerpos son calculadas utilizando métodos como
Runge-Kutta o Adaptive Runge-Kutta pero existen infinitas trayectorias, por lo que se necesita

alguna manera de medir el efecto de los cambios en las condiciones iniciales sobre la posicion
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final propuesta por los métodos numéricos. Este estudio es posible gracias a la matriz de

transiciones de estados en inglés “state transition matrix” (STM).

En nuestro caso, el estado inicial es una matriz X = [x y x y] pero también puede ser de la
forma X = [x y zx y Z]. La matriz de transiciones de estados es la derivada parcial de X

respecto a cada una de las condiciones iniciales [4].

rdx Odx Jdx Ox Ox 0x1
dxo dyo 0z9 0% 0y, 0%
dy Ody 9dy dy Ody Oy
dxo 0y, 0z9 0% 0y, 0%
dz 0z 0z 0z 0z Oz
0X(t) _|oxo dyo 0z 0% 0y, 0%
0X(ty) dx Jdx 0x Jx O0x O0x
dy dy dy dy 0dy 0Oy
0z 0z 0z 0z 0z 0z

Dd(t, ty) =

Para calcular la matriz STM durante otros momentos t se utiliza:

d(t, ty) = A()D(L, to)

(e} S O
\S) [l e
(e} = o O

Siendo @ (t,,t,) = I. Lamatriz A(t) va a depender de cuantas variables tengamos en nuestras
condiciones iniciales, el caso anterior muestra la matriz de CRTBP. En este trabajo se utilizara
menos condiciones iniciales debido a z = 0 PCRTBP, donde X =[xy x y] , la matriz A(t)

toma la forma:

0 0 1 0
0 0 0 1
0% 0x
A AP
[dx Ody
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Cuando se tiene una 6rbita periddica y se propaga la matriz STM durante todo un periodo, se
obtiene la matriz de monodromia; es decir, en la matriz de monodromia solo existe en orbitas
periddicas y contiene la informacidén necesaria para calcular la estabilidad de cualquier punto

de la érbita periédica.

2.2.6 Estabilidad de la Orbita Periédica

La matriz de monodromia permite calcular la estabilidad de una 6rbita periddica; es decir, si
perturbamos un cuerpo que esta en la 6rbita periédica y vemos que se aleja exponencialmente
se dice que es inestable, en el caso contrario, se afirma que es estable. Esto se puede

comprobar calculando los autovalores de la matriz de monodromia y verificando los resultados

en la Tabla 1.
Autovalor Estabilidad
Realesy |4] <1 Estable, la perturbacion decae
exponencialmente
Realy |1] > 1 Inestable, la perturbacién crece
exponencialmente
Imaginario La perturbacién oscila

Tabla 1, Tipos de Estabilidad [17]

En la mayoria de los casos cuando se utiliza PCRTBP se encuentra autovalores de la matriz

de monodromia con los siguientes valores [4]:

(/1 ! 11)
1;/11' ]

El par de autovalores unitarios se debe a que existen dos elementos fijos: El primero es la
caracteristica misma de la 6Orbita periddica, por lo que un estado cercano a esta no sufrira
cambio. La segunda proviene de la constante de Jacobi, al no cambiar para toda la érbita. Es
importante destacar que el par de autovalores iguales a uno no se toman en cuenta para

definir la estabilidad de la 6rbita.
2.2.7 Variedades Invariantes

Basados en la seccién anterior, cuando se posee una 6rbita periddica que tiene al menos un
autovalor inestable se afirma que la 6rbita es inestable, esto da la posibilidad de que también
existan autovalores estables dentro de la misma Orbita. Lo anterior tiene muchas
implicaciones, pues si se presenta un desvid de la oOrbita periddica inestable en la direccion

del autovector inestable nos vamos a alejar de la 6rbita, ocurre lo contrario si se realiza en la
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direccién estable. En caso de desviarnos en otra direccidbn vamos a tomar componentes de la

direccién estable e inestable al mismo tiempo.

Todas las posibles trayectorias en la direccién del autovector inestable se les denomina
campo invariante inestable XY, en el caso del autovector estable se le denomina campo

invariante estable X*. [10]
2.2.8 Conexiones Homoclinicas y heteroclinicas

Una propiedad muy importante que poseen tanto las variedades invariantes estables como
inestables es la capacidad de tener una interseccién consigo mismas; es decir, si el campo
invariante estable X°(p) del punto fijo p se propaga en el tiempo y tiene una interseccion con

el campo invariante inestable X“(p), se afirma que existe un punto homoclinico como se

==

Figura 4 Conexién homoclinica en el sistema x’ =y ,y’ = —x3 + x [18]

puede ver en la Figura 4.

Ocurre algo parecido en el caso de puntos heteroclinicos, en este caso la interseccién ocurre

entre X*(p;) y X°(p,) de otro punto fijo en el sistema, como se muestra en la Figura 5.
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Figura 5 : Conexion heteroclinica en el sistema x’ = x? —1,y’ = —xy [18]

Lo anterior tiene muchas implicaciones pues se ha comprobado que existen tanto conexiones
heteroclinicas en el sistema CRTBP [19] como homoclinicas [17]; es decir podemos encontrar
trayectorias que nos permitan trasladarnos a diferentes puntos fijos en el sistema con un gasto

minimo de recursos.

2.2.9 Orbitas periédicas en PCRTBP

En esta seccidn se muestra el proceso para encontrar aproximaciones a las 6rbitas periédicas
en el PCRTBP [15]. El primer paso es trasladar el origen del sistema de coordenadas a uno

de los puntos fijos de Lagrange L;,

X =x=(=p+ )

Donde y representa la distancia del L; al cuerpo primario mas pequefio. Este paso afecta las

ecuaciones del movimiento [15]:
x' =2y —(1+4+2)x"=0

y' +2x'+y =0
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7' —27' =0

Para la solucion dentro del plano x — y se obtienen dos raices reales y dos imaginarias, estas

raices representan modos de movimiento, lo que permite encontrar un limite a la solucién [15]
x = —kA, cos(6t + 6)
y = A, sin(ét + 6)
z = A,sin(ft + ¢)

Estas ecuaciones permiten describir el movimiento en las cercanias de un punto de Lagrange,
donde A, representa las amplitudes del plano, 4, fuera del plano, § la frecuencia del plano y
B la frecuencia fuera del plano, si estos dos ultimos valores son iguales o tienen un multiplo

en comun (conmensuradas) generan Orbitas periddicas.

De esta manera, se puede comprobar que existen diferentes tipos de Orbitas periddicas
alrededor de los puntos de Lagrange como lo son:

2.3.1 Lyapunov Orbits

Las orbitas de Lyapunov son 6rbitas planas; es decir, el componente Az es cero. Son de gran
utilidad pues se pueden utilizar para transferirse desde el L1 hasta L2 sin realizar mucho gasto
de recursos [4] o permitir que una vela solar navegue el espacio para realizar experimentos
[20] .

Periodic Lyapunov Orbit (Close Up)

Figura 6 Lyapunov Orbit (Fuente: elaboracién propia)
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2.3.2 Halo

Las orbitas Halo son érbitas periddicas tridimensionales y se hallan cuando § y 8 son iguales.
Son de utilidad pues permiten una comunicacion directa con la Tierra pues se pueden
posicionar en el punto de Lagrange L1 permitiendo crear un punto de comunicacion para

misiones en la Luna. [21]

10 Halo Orbits: View from the Side 10 Halo Orbits: View from Earth
20r g 20¢
10f g 100
Moon L,
or [ ) ® - g ot
£ £
~ _10- 1 = —10F
= =)
* —20r 1 % —20f
N N
—30t g —30f
Earth
—qof € 1 —a0}
—50F g —sof
T, —60 —a0 20 0 20 —60 —a0 —20 0 20 a0
x ( =x10* km) -y ( =x10° km)

Figura 7 Orbitas periddicas Halo [15]
2.3.3 Distant Prograde Orbits

Son orbitas periddicas tridimensionales que se encuentran entre la familia de L1 y L2 de
Orbitas Lyapunov. Estas 6rbitas tienen bastante utilidad pues desde una 6rbita Lyapunov es
sencillo pasar a estas orbitas [4].

350
Earth Radii

L1

To
Sun

S = 9/11/2001
E =12/15/2003

Figura 8 Distant Prograde Orbits [22]
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2.3.4 Distant Retrograde Orbits

Son orbitas periodicas que existen alrededor del cuerpo mas pequefio. Son de utilidad pues
se pueden utilizar para transferir una nave espacial desde la Luna hasta Marte. [23]

= L1

x L2
|| & Moon
@ Earth

Jacobian Constant (-)

-0.5

-1 -0.5 0] 0.5 1 1.5 2
X (2

Figura 9 Distant Retrograde Orbits (DRO) [24]

En las siguientes secciones se analizara las diferentes misiones espaciales que han utilizado
los conceptos anteriores, ya sea para ubicar una 6rbita perioddica o trasladarse entre diferentes

puntos en el espacio.
2.4 Misiones Espaciales

En los dltimos afios ha existido un gran interés en desarrollar trayectorias de baja energia,
como lo demuestran las misiones ISEE-3, WMAP, SOHO, Genesis, WIND, GRAIL, entre
otras. Estas misiones utilizan las caracteristicas de la dinamica del sistema para transferirse
a diferentes puntos minimizando el gasto de combustible pues en toda misién espacial esta

es una restriccion que se posee.
2.4.1 ISEE-3/ICE

Fue la primera misién en dirigirse a una 6rbita periédica Halo situada en el punto de Lagrange
L, del sistema Sol-Tierra donde se realizé multiples experimentos. El objetivo de ubicarse en
una érbita periddica alrededor L, radica que en este punto no interfiere otro cuerpo celeste y

permite tener una comunicacion constante con la Tierra.
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Titulo del
Experimento
Solar Wind
Plasma

Plasma
Composition

Magnometer

Plasma Waves

Low Energy

Cosmic Waves

Tabla 2 Experimentos realizados a bordo de la ISEE—3/ICE. Fuente [25]

Posteriormente, la misién cambio de nombre a “International Cometary Explorer” (ICE) pues
intercepto el cometa Giacobinni-Zinner utilizando las caracteristicas de la dinamica del

sistema [25].
2.4.2 WMAP

El principal objetivo de la misién Wilkinson Microwave Anisotropy Probe (WMAP) era revelar
las condiciones existentes al comienzo del universo midiendo la radiacion césmica de fondo
de microondas [26]. Para poder realizar la misién, esta se debia situar en una érbita Lissajous
sobre el punto L2 Sol-Tierra, evitando la radiacion que emiten otros cuerpos celestes, esto se
logré utilizando las variedades invariantes que existen entre dos érbitas periédicas obteniendo

una trayectoria de baja energia como se muestra en la Figura 10.

Top View a2 __ Lunar orbit

Nz Phasing loops

1.5 million km

Figura 10 Orbita realizada por WMAP desde la Tierra hasta L2 [26]
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2.4.3 SOHO

La misién Solar and Heliospheric Observatory tiene como objetivo analizar el viento solar, la
estructura y dindmica interna del Sol [27]. Se encuentra en una 6rbita Halo sobre el punto de
Lagrane L, del sistema Sol-Tierra, lo que le permite evadir la interferencia que genera el Sol
al momento de comunicarse con la Tierra, ademas esta ubicacion le permite tener una

comunicacion sin interrupciones con SOHO como lo muestra la Figura 11.

Figura 11. Orbita de SOHO alrededor del punto Lagrange L1 [28]

2.4 Presion de Radiacion solar

La presién de radiacion solar es una fuerza que ejerce los fotones irradiados por el Sol sobre
un satélite debido a la absorcién o reflexion de estos [29]. Para determinar el valor de la
presion de radiacion solar necesitamos encontrar el flujo solar o la constante de radiacion
solar:

w
¢ =1367 —

Aunque este valor se toma como una constante en realidad es variable con el tiempo [15]

como se muestra en la Figura 12.
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1362
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Figura 12. Variacién del Flujo solar [15]

Debido a su alta variabilidad en este trabajo se utiliza el valor de 1367 % . Esta constante

permite encontrar la presion solar pg,

En este caso E es el flujo solar y ¢ la velocidad de la luz:

w

1507 m? 4,57 x107° ws 457 107 N

= - * —_— * —_—

psrp 3 % 108 m ' m3 ' m.2
S

Con estos valores se puede definir la fuerza que ejerce la presion de radiacion solar [29]:

Donde c, representa la constante de reflectividad del satélite este valor depende de los

materiales del satélite.
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Material Cr
Panel Solar 1.21
Antena de Aluminio 1.30
Vela Solar de Aluminio 1.88

Tabla 3 Constante de Reflectividad segun material [29]

La variable A representa el &rea del satélite, m la masa del satélite, r,,; la distancia del satélite

al sol y AU es la unidad astronémica.
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3. Objetivos concretos y metodologia de trabajo

Este capitulo nos explica el objetivo general y los objetivos especificos que se van a
desarrollar durante el transcurso de este trabajo.

3.1. Objetivo general

El principal objetivo de este trabajo es identificar el rango de perturbaciones que pueden hacer
gue una trayectoria de baja energia se desvié. Para ello se utilizar4 dos perturbaciones: la
presion de radiacion solar y una perturbacion aleatoria. Este andlisis se realizara entre dos

oOrbitas periddicas Lyapunov en el sistema Tierra-Luna.
3.2. Objetivos especificos

Para poder lograr el objetivo de identificar el rango de perturbaciones, se deben alcanzar
varios objetivos especificos:

e Calcular los puntos de Lagrange.

e Generar una 6rbita periédica Lyapunov sobre L1y L2.

e Generar las variedades invariantes para las érbitas periddicas Lyapunov.

e Utilizar las aplicaciones de Poincare para identificar intersecciones entre las
variedades invariantes.

e Generar las trayectorias de baja energia.

e Analizar las perturbaciones en el sistema.

3.2. Metodologia del trabajo

El primer paso que se debe alcanzar es calcular los cinco puntos de Lagrange en el sistema
Tierra-Luna, pues a partir de los puntos L1 y L2 vamos a calcular las 6rbitas periddicas
Lyapunov. Estos puntos permitirdn conocer donde en el sistema Tierra-Luna la velocidad y
aceleracion es cero, y seran los puntos de partida para generar las Orbitas periddicas

Lyapunov con el método de disparo simple y continuacion.
El paso anterior se realizara para tres orbitas Lyapunov con constante de Jacobi distintas C =

3.0946, C =3.1340 y C = 3.1367. Después se deben generar las variedades invariantes

estables e inestables de estas orbitas.
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Segun lo anterior, se utilizara la herramienta aplicaciones de Poincare para encontrar
conexiones heteroclinicas entre las variedades invariantes de ambas érbitas, lo que permitira
identificar los puntos necesarios para generar la trayectoria de baja energia, por dltimo, se

analizara como las perturbaciones afectan estas orbitas.

Calcular puntos de
Lagrange

Calcular Orbitas
Periddicas

Generar las
variedades invariantes

Encontrar
Intersecciones

Generar Trayectoria
de Baja Energia

Analizar
Perturbaciones

Figura 13. Metodologia del Trabajo (Fuente propia)
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4. Desarrollo especifico de la contribucidn

Este capitulo explica en detalle cada paso para completar los objetivos generales y
especificos de este trabajo.

4.1 Calculo de los puntos de Lagrange

Basados en el sistema Tierra-Luna, se calcula los puntos de Lagrange hallando las raices de

las quinticas que se muestran a continuacion:
L1:x°—@—-wx*+ G—2wx® —pux?+2ux —pu=0
L2: x>+ @B —wx*+ B—-2wx3 —up—2ux—pu=0
L3: x>+ QR+wx*+ A +2wWx3 - A —wx?-21-wWx—1—-w) =0

Es importante definir el parametro u pues todas las ecuaciones del movimiento utilizadas en

mMoon

este trabajo estan normalizadas, en nuestro caso u = =0.012150113762633.

mEarth+mMoon

Se utiliza el método de Newton para hallar las raices de las ecuaciones, con respecto al valor
o . . . - 2L, .
inicial se aplic6 dos métodos, el primero fue utilizar r;,; = (5)3 cémo se recomienda [17], el

segundo fue generar las gréficas en el intervalo deseado y se eligi6 valores cercanos a cero.

L2 ecuacioén quintica

quintic(x)
o

Figura 14 Grafica de la quintica para L2. (Fuente: elaboracion propia)
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1
Este mismo procedimiento se repitié para los otros puntos, donde r;,; = (%)5 obtenia mayor

precision. El resultado de este proceso se muestra en la Tabla 4. Como se mencioné
anteriormente, estos puntos ocurren cuando las velocidades y la aceleracién de las

ecuaciones de movimiento se igualan a cero.

Q-+ px-1+4p

0=x
o T5
0 A-wy wy
33
1 2

Estas formulas también nos permiten comprobar si los valores obtenidos son puntos de
Lagrange. Al evaluar la funcién en los puntos obtenidos, se deberd obtener valores muy
cercanos a cero, los resultados son representados por la columna f(x) = 0 en la Tabla 4y en

la Figura 15 se observa la ubicacién en el sistema Tierra-Luna.

Puntos Lagrange Unidades Normalizadas fx)=0
Tierra-Luna
X y z X y
L1 0.83691744 0 0 1.1102e-16 0
L2 1.15623430 0 0 -9.9920e-16 0
L3 -1.00506244 0 0 3.5148e-10 0
L4 0.487849886 | 0.8660254 0 -1.2490e-16 -3.3307e-16
LS 0.487849886 | -0.8660254 0 -1.2490e-16 3.3307e-16

Tabla 4. Puntos de Lagrange

Los anteriores puntos de Lagrange son independientes de las constantes de Jacobi que
utilicemos debido a que se ubican en el mismo sistema Tierra-Luna. En la siguiente seccion
se analizara como generar dos 6rbitas periddicas Lyapunov sobre los puntos de Lagrange L1

y L2 utilizando diferentes niveles de energia.
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Puntos Lagrange (Unidades normalizadas)

* L1 % L5 *
0.8 * L2 Tierra
L3 O Luna

0.6 | * L4

0.2 -

_1 1 1 1 1 1 ]
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 15 Puntos de Lagrange en el sistema Tierra-Luna (Fuente: elaboracién propia)

4.2 Calculo de los Orbitas Peridédicas Lyapunov

En este trabajo se utilizar4 el método de disparo simple y el de continuacion para generar las

Orbitas periédicas Lyapunov sobre los puntos L1y L2 de Lagrange.

Una restriccion para hallar trayectorias de baja energia es tener érbitas periddicas con la
misma constante de Jacobi o el mismo nivel de energia, para poder cumplir con esta
restriccion se debe generar una muestra de la familia de érbitas Lyapunov sobre los dos

puntos L1y L2 calculando para cada una su constante de Jacobi.
4.2.1 Metodologia

En la seccion 2.1.4 se detall6 la implementacién general del método de disparo simple, en
este trabajo utilizaremos una pequefia variacion de este, pero se obtendra los mismos

resultados.

El objetivo es encontrar 6rbitas periddicas que sean simétricas en el plano y, obteniendo las

siguientes condiciones iniciales:

Xo

X(to) = g
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Después se integra numéricamente las ecuaciones del movimiento hasta que y = 0, pues es

el punto donde se genera una Orbita periodica, alcanzando:

X(t) =

=R O R

8X(tr) = ®(to,tr)6X (o) + X (tr)5(tf)

Donde 6X(t;) representa la desviacion del estado final dada por las variaciones hechas,
86X (to) la desviacion al estado inicial, §(t;) la desviacion del periodo debido al cambio en el
estado inicial y d)(to,tf) es la matriz de transicion de estados. Si se reemplaza las variables

para este caso se obtiene:

OVr| _|P21 P2z B2z daaf| O n y 5

Sip| = b3 dse s dsa|| O | T|E| O
l5ny Ps1 Daz Paz Paal LYo y

rxfl b11 P12 b1z D14 [0x X

En nuestro caso muchas de las variables son cero, siendo preferible hallar las formulas a las

variables §x; y 6y directamente [4].
8% = $310x0 + P340 + %(tr)5(tf)
0Yr = ¢a16x9 + P46y, + Y(tf)5(tf)
Siendo x, fija su variacién es cero §x, = 0 reduciendo la expresion a:
8xp = ¢346Y0 + X6(ty)
8y = $246y0 + y6(t5)

Como se desea que x = 0, se puede definir §x; = x y §y; = 0 dado que la drbita es simétrica

en el plano y:
X = ¢346y0 + x6(tr)
0= ¢246y0 +y6(tf)
Despejando §(tr) se obtiene:

$246Y0

6() = —=3
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Reemplazando §(tf) conseguimos

-1

590 = ((p _ 55(.'[)24)
0 3,4 y
De esta forma, variamos y para obtener x = 0:
y=y-— 6y

El anterior proceso solo funciona para amplitudes muy pequefias en el orden de 1074, si se
quiere obtener amplitudes mas grandes se debe utilizar el método de continuacién numérica.
El método se basa en dos orbitas periddicas X, y X,,, Y genera la propuesta de X,,; afiadiendo

la diferencia de X,,; — X, al vector X, :
Xp3 = (x3 + (x1 —x2),0,0,V5 + (V; — Vz))
Una muestra del resultado del proceso anterior se muestra en la Figura 16.

Periodic Lyapunov Orbit (Close Up)
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Figura 16 Muestra de la Familia de Orbitas Lyapunov sobre los puntos de Lagrange L1

(Rojo) y L2 (Azul). (Fuente: elaboracion propia)
Durante cada paso del proceso anterior se almacend la siguiente informacion:

e Amplitud de la Orbita.
e Constante de Jacobi.
e Periodo de la Orbita.

e Vector de posicién y velocidad.
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e NuUmero de la iteracion.

Esto nos permite generar gréficas, las cuales relacionan la constante de Jacobi con otras
variables como la amplitud y el periodo.

Constante de Jacobi vs Amplitud

Constante de Jacobi

3.08 - \ 1

3.06 |- S R

3.04 i : | : hi i
(6] 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Amplitud

Figura 17 Constante de Jacobi de 6rbitas periddicas Lyapunov Roja L1 y Azul L2 (Fuente:
elaboracion propia)

Como vimos en el capitulo del Estado del Arte, una 6rbita periddica posee una amplitud y
periodo, ambas se relacionan por medio de la constante de Jacobi, esta constante nos permite
definir las regiones donde el movimiento no es posible, restringiendo el periodo y amplitud de

las érbitas Lyapunov.

T

C0 (3.1612)
———C1(3.0368)
C2(3.1222) | |

Figura 18. Analisis de crecimiento de Constante de Jacobi (Fuente propia)
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Como se puede observar en la Figura 18. A una mayor constante de Jacobi el area donde se
restringe el movimiento es mas grande, por este motivo las érbitas periddicas Lyapunov tienen
menos periodo y amplitud a mayores valores de la constante, el caso contrario ocurre cuando

la constante es pequefia, pues existe mayor espacio para que la amplitud y periodo crezcan.

Constante de Jacobi vs Periodo

3.16 \

3.14 - \

Constante de Jacobi
w
/
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2.6 2.8 3 32 3.4 3.6 3.8 4 4.2
Periodo

Figura 19 Constante de Jacobi de 6rbitas periddicas Lyapunov Roja L1 y Azul L2 (Fuente:
elaboracion propia)

4.2.2 Comprobacion de los Orbitas Periddicas

Para comprobar que el proceso de generar las Orbitas periédicas es correcto se puede
seleccionar una condicion inicial X y propagarla por el periodo de la 6rbita, la cual si es
periddica deberia llegar al mismo punto. Por lo cual, se selecciona una condicion inicial X0 =
[0.803317447531649,0,0,0.333418772378925] teniendo una constante de Jacobi de 3.0946,
si se integra numéricamente hasta Tperiodo = 3.205886 se obtienen los siguientes

resultados:

X y VX Vy
X0 - Xf 0.14e10-4 -0.07e10-4 0.32e10-4 -0.14e10-4

Tabla 5 Diferencias entre vector de posiciones y velocidades entre una Orbita periédica

Como se observa los valores estan cercanos a la condicion inicial y generan una érbita como

la que se muestra en la Figura 20.

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. pag. 44



Juan David Aguilar Varela Ingenieria Matemética y Computacién

Periodic Lyapunov Orbit (Close Up)
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Figura 20 Orbita periodica Lyapunov (Fuente: elaboracion propia)

En la siguiente seccién, se mostrara como generar las variedades estables e inestables sobre

las Orbitas periédicas elegidas.

4.3 Generar Variedades Invariantes

Debemos calcular las variedades invariantes de dos 6rbitas periddicas Lyapunov ubicadas

alrededor de los puntos de Lagrange L1y L2, respectivamente, con el objetivo de identificar

una trayectoria de baja energia entre estas dos Orbitas. Esto se logra utilizando las

caracteristicas dinAmicas del problema de PCRTBP, como se observé cada 6rbita periddica

Lyapunov es inestable, por lo que posee un campo invariante estable y uno inestable.

Se puede utilizar las propiedades “heteroclinicas” del problema [19] para encontrar un campo

invariante de L1 que se conecta con L2. De esta manera, se encontrard una trayectoria de

baja energia que permite transportarnos entre dos puntos del sistema con un gasto de

recursos bajo.
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El procedimiento para calcular las variedades invariantes se llama “globalizacién de las

variedades invariantes” [17] en el cual se debe:

e Encontrar la aproximacion lineal al campo invariante estable e inestable basados en
los autovectores de la matriz de monodromia.

e Hallar los estados iniciales en las direcciones de las variedades invariantes.

¢ Integrar numéricamente las ecuaciones del movimiento utilizando los estados
iniciales.

En el primer paso, se genera la matriz de monodromia basados en propagar la STM por un

periodo determinado T, después se puede calcular los autovalores y autovectores de la

misma, como se detallé en la Seccion 2.2.6, estos tienen la forma (/11,%, 1,1) donde 4, > 1
1

[17]; esto quiere decir que se tendra un autovalor inestable A, y otro inestable 1,, con sus

respectivos autovectores estable Y5 e inestable Y%, los autovectores nos permitirdn generar

las aproximaciones locales a las variedades invariantes utilizando la siguientes férmulas [17]:

YS
Y]

XiS:Xl'+€

La anterior formula permite encontrar los estados iniciales en la direccion del campo invariante
estable, para el caso inestable solo debemos utilizar el auto vector inestable:

Yu

u __
Xi =X, +¢ W
Donde ¢ corresponde a la magnitud de desplazamiento, la cual esta en el orden de 107° [17].
Es importante destacar que las anteriores formulas solo permiten encontrar aproximaciones

locales a las variedades invariantes.

Por ultimo, se utiliza estos estados iniciales para integrar numéricamente las ecuaciones del
movimiento hacia adelante y atras, esto nos va a permitir generar la aproximacion a las
variedades invariantes para las dos o6rbitas periddicas Lyapunov sobre los puntos L1y L2 de
Lagrange
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— Variedades Invariantes sobre las Orbitas Lyapunov

Figura 21 Variedades Invariantes Estables en 6rbita peridédica Lyapunov con una constante
de Jacobi de 3.0946. (Fuente: elaboracion propia)

En la Figura 21, se muestra en color azul el campo invariante inestable X* de la orbita
periddica alrededor de L1 y con color rojo el campo invariante estable X5 para la érbita

periddica L2 con una constante de Jacobi de C = 3.0946.

El anterior proceso se realiz6 tomando otros niveles de energia C = 3.1340y C = 3.1367

Variedades Invariantes sobre las Orbitas Lyapunov C = 3.1340

Figura 22 Variedades Invariantes Estables en érbita peridédica Lyapunov con una constante
de Jacobi de 3.1340. (Fuente: elaboracion propia)
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- Variedades Invariantes sobre las Orbitas Lyapunov C = 3.1367
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Figura 23 Variedades Invariantes Estables en érbita peridédica Lyapunov con una constante
de Jacobi de 3.1367. (Fuente: elaboracion propia)

Para encontrar los puntos exactos donde ocurren las conexiones heteroclinicas se debe crear
una aplicaciéon de Poincare y buscar intersecciones entre las dos variedades invariantes, en

la siguiente Seccién se detalla este proceso.
4.4 Encontrar Intersecciones entre Variedades Invariantes

En la seccion 4.3 se obtuvo los estados iniciales X; , X{* que nos permiten hallar
aproximaciones locales a las variedades invariantes, para encontrar las intersecciones entre
las variedades invariantes debemos utilizar la aplicacion de Poincare, en particular se cre6
una seccion de Poincare donde x = 1 —u y y < 0 ; es decir, todo punto que cumpla con las
condiciones anteriores sera guardado en una lista. El anterior proceso se realiz6 en Matlab
llamando a la funcién “callPoincareMap”, esta funcién recibe como parametros los estados
iniciales X; , X}* e integra numéricamente estos estados verificando los puntos que cumplen
con la seccion de Poincare almacenandolos en una variable local. El resultado del proceso

anterior utilizando una constante de jacobi C = 3.0946 se muestra en la Figura 24.
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%10 Aplicaciones de Poincare entre campos invariantes de L1y L2
T T T T T T

T

-30 -20 -10 0 10 20 30 40
Vy

Figura 24 Aplicaciones de Poincare utilizando las variedades invariantes de 6rbitas periddicas
Lyapunov Rojo variedad inestable Azul variedad estable (Fuente: elaboracién propia)

El anterior proceso se realizé tomando otros niveles de energia € = 3.1340y C = 3.1367

Aplicaciones de Poincare entre campos invariantes de L1y L2 C = 3.1367
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Figura 25 Aplicaciones de Poincare utilizando las variedades invariantes de érbitas periédicas
Lyapunov Rojo variedad inestable Azul variedad estable (Fuente: elaboracion propia)
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Aplicaciones de Poincare entre campos invariantes de L1y L2 C = 3.1340
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Figura 26 Aplicaciones de Poincare utilizando las variedades invariantes de 6rbitas periddicas
Lyapunov Rojo variedad inestable Azul variedad estable (Fuente: elaboracién propia)

El siguiente paso es hallar que puntos de la aplicacién de Poincare poseen la siguiente
caracteristica y, =y, ;Vy, =Vy,, estos son los puntos donde existe una conexion
heteroclinica entre las variedades invariantes. El proceso anterior se realiz6 en Excel donde

buscamos que puntos cumplian con la restriccién dentro de un rango de confianza de 1e — 6
0 menor.

En la siguiente seccién se analizard como utilizar las conexiones hetereclinicas para generar
una trayectoria de baja energia.

4.5 Encontrar Trayectoria de Baja Energia

Para generar la trayectoria de baja energia se necesita un estado inicial X = [x y x y], el cual
se pueda propagar adelante y hacia atras, creando una trayectoria que viaja entre las dos
Orbitas periddicas de Lyapunov. Se conoce y, vy , x =1— u debido a la aplicacion de

Poincare, solo se requiere hallar x, esto se realiza utilizando la ecuacion de energia [17].

_ @2+ yr+ 2 P4y 1-p op

E —
2 2 1 o)
x2+ 2 1-—
X = —y2—2<—( ) _ #—£>+2E
2 7 Ty
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Al obtener X =[xy xy] se puede integrar numéricamente hacia delante y atrads las

ecuaciones del movimiento, obteniendo como resultado la trayectoria de baja energia

deseada.
— Trayectoria de baja energia entre orbitas periodicas Lyapunov
0.15 | = e
\V
0.1} J
/ |
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Figura 27 Trayectoria de baja energia sobre las 6rbitas periddicas Lyapunov Rojo variedad
inestable Azul variedad estable, Constante de Jacobi 3.0946 (Fuente: elaboracion propia)

Como se puede observar en la Figura 27 esta trayectoria viaja entre las dos orbitas periddicas
Lyapunov.

T(ﬁ%e_ctoria de baja energia entre orbitas peridodicas Lyapunov C = 3.1340

4 /)
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-0.05 [ | )‘ \
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0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.4 1.15 1.2

Figura 28 Trayectoria de baja energia sobre las orbitas peridédicas Lyapunov Rojo variedad
inestable Azul variedad estable, Constante de Jacobi 3.1340 (Fuente: elaboracion propia)
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T(l)'a%e_ctoria de baja energia entre orbitas peridédicas Lyapunov C = 3.1367
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Figura 29 Trayectoria de baja energia sobre las orbitas periddicas Lyapunov Rojo variedad
inestable Azul variedad estable, Constante de Jacobi 3.0946 (Fuente: elaboracion propia)

La diferencia entre las oOrbitas de baja energia mostrada en la Figura 27, 28 y 29 se basa en
los valores que toma la amplitud y el periodo de cada 6rbita; por tanto, al aumentar el valor de

la constante de Jacobi o en nivel de energia, el periodo y amplitud disminuye como se observa
en las figuras 27, 28 y 29.

4.6 Variacion de Parametros

En las secciones anteriores se detallo el proceso para generar las trayectorias de baja energia

fijando el mismo nivel de energia para ambas 6rbitas Lyapunov. En esta seccion se analizara
qué ocurre cuando se utiliza diferentes niveles de energia.

Se utilizara € = 3.1150 y C = 3.1455 para generar las variedades invariantes y la aplicacion
de Poincare. Los resultados se muestran en la Figura 30, donde se observa la diferencia en
las amplitudes y periodos de ambas orbitas debido al uso de diferentes niveles de energia,

ademas se busca la existencia de conexiones heteroclinicas generando una aplicacion de
Poincare.
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- Variedades Invariantes sobre las Orbitas Lyapunov
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Figura 30 Variedades Invariantes Estables en 6rbita periédica Lyapunov con diferentes
constantes de Jacobi (Fuente: elaboracién propia)

o Aplicaciones de Poincare entre campos invariantes de L1y L2
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Figura 31 Aplicaciones de Poincare utilizando las variedades invariantes de 6rbitas periddicas

Lyapunov Rojo variedad inestable Azul variedad estable con diferentes constantes de Jacobi
(Fuente: elaboracién propia)
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A primera vista la Figura 31 muestra la misma estructura de anteriores aplicaciones, pero al

buscar valores que cumplan y, = y,;Vys = Vy,, no se hallan. Lo mas cercano que se
encuentra genera un salto en el valor de y como se observa en la Figura 32.

" Trayectoria de baja energia entre orbitas periddicas Lyapunov
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Figura 32 Trayectoria de baja energia sobre las o6rbitas peridédicas Lyapunov Rojo variedad
inestable Azul variedad estable, Constantes de Jacobi diferentes (Fuente: elaboracién propia)

Si la diferencia entre y,, y,, no fuese tan grande se pueden realizar maniobras para alcanzar
el punto y, de la variedad estable, de hecho, se suele utilizar este procedimiento en misiones
espaciales cuando por restricciones de la mision no se posee el mismo nivel de energia en
ambas Orbitas periddicas [4].

4.7 Analisis de Perturbaciones

Después de encontrar la trayectoria de baja energia se implementaron dos tipos de
perturbaciones:

e Presion de Radiacién Solar.
e Perturbacioén aleatoria.

Con el objetivo de encontrar hasta que rango de valores la oOrbita de baja energia seguia
existiendo.

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. pag. 54



Juan David Aguilar Varela Ingenieria Matematica y Computacion

4.7.1 Presion de radiacion solar

La radiacion solar comprime fotones, aunque estos Ultimos no poseen masa si poseen energia
y momento [16], lo cual genera una fuerza cuando estas interactian con el satélite, a la
perturbacion generada se le denomina presion de radiacién solar y depende de tres variables:
la masa del satélite, su superficie y la reflectividad (coeficiente de absorcion dado por los

materiales). En este trabajo se utiliza los siguientes parametros para estos valores [29]:

e Area afectada por presion solar: 110.5
e Masa del satélite: 8000 kg
e Coeficiente de reflectividad: 1.21 — 1.88

Se toma el area del satélite y su masa como valores fijos, y variamos el coeficiente de
reflectividad o absorcion del satélite, este coeficiente depende del material utilizado.

Material I3 C,
Panel Solar 0.21 1.21
Antena de Alta Ganancia 0.30 1.30
Vela Solar 0.88 1.88

Tabla 6. Tipos de Materiales y su Coeficiente de absorcion Cr [29]

4.7.1.1 Radiacién Solar en trayectoria con un nivel de energia C = 3.0946

Se utiliza la 6rbita de baja energia encontrada en la seccién 4.5 y adicionamos la presién de

radiacién solar en el calculo, obteniendo los siguientes resultados:

Diferencia Media entre Trayectorias sin Perturbacidn y con Perturbacién
e Cr X y VX Vy
0,21 1,21 4,09E-03 5,98E-03 1,28E-02 1,79E-02
0,31 1,31 4,65E-03 6,43E-03 1,46E-02 2,03E-02
0,41 1,41 5,22E-03 6,79E-03 1,58E-02 2,33E-02
0,51 1,51 5,78E-03 7,09E-03 1,67E-02 2,54E-02
0,61 1,61 6,32E-03 7,31E-03 1,71E-02 2,80E-02
0,71 1,71 6,84E-03 7,49E-03 1,74E-02 3,04E-02
0,81 1,81 7,32E-03 7,62E-03 1,77E-02 3,20E-02
0,9 1,9 7,73E-03 7,71E-03 1,79E-02 3,34E-02

Tabla 7 Diferencia Media entre cada componente xyxy de la Orbita de baja energia sin
perturbacion y con perturbacion (fuente propia)
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En la Tabla 7 se muestra la diferencia media entre cada componente del vector para toda la
Orbita generada; es decir, tomamos todos las posiciones x,y y las velocidades x y de la orbita
perturbada y hallamos la diferencia entre los mismos componentes x,y,x,y de la 6rbita sin

perturbacion, finalmente, realizamos la media por cada componente.

Al aplicar radiacion solar solo se obtienen diferencias en el orden de 1e — 3 0 1e — 2. Estas
diferencias hacen que la érbita cambie, pero se logra viajar entre las dos érbitas periddicas
Lyapunov como se muestra en la Figura 33.

Desviacidon Estandar entre Trayectorias sin Perturbacién y con Perturbacién
e Cr X v VX Vy
0,21 | 1,21 1,01E-02 1,98E-02 8,40E-02 6,43E-02
0,31 | 1,31 1,22E-02 2,10E-02 9,01E-02 7,54E-02
0,41 | 1,41 1,42E-02 2,18E-02 9,26E-02 8,56E-02
0,51 | 1,51 1,59E-02 2,24E-02 9,37E-02 9,43E-02
0,61 | 1,61 1,75E-02 2,28E-02 9,23E-02 1,02E-01
0,71 | 1,71 1,89E-02 2,31E-02 8,96E-02 1,10E-01
0,81 | 1,81 2,00E-02 2,33E-02 9,08E-02 1,14E-01
0,9 1,9 2,08E-02 2,35E-02 9,15E-02 1,18E-01

Tabla 8 Desviacion Estandar entre cada componente x y x y de la Orbita de baja energia sin
perturbacion y con perturbacion (fuente propia)

Trayectoria de baja energia con Presion de Radiacion solar Cr 1.90
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Figura 33 Trayectoria de baja energia utilizando presion solar (Fuente propia)
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En la Tabla 8, se muestra la desviacion de los datos con respecto a las medias encontradas
en la Tabla 7, como se observa estos valores no varian mucho de la media pues estan en el

orden de 1le — 2.

Ademas de hallar la diferencia media durante toda la érbita, también se calcula la diferencia
con respecto al ultimo punto x y x y de ambas Orbitas, como se muestra en la Tabla 9. Estos
valores se encuentran en el orden de 1le — 1 hasta 1le — 4 donde la posicién x es la mas

afectada al incrementar el coeficiente de reflexién C,.

Tabla 9 Diferencia entre el ultimo componente xyxy de la Orbita de baja energia sin
perturbacion y con perturbacion (fuente propia)

Diferencia entre Trayectorias sin Perturbacidn y con Perturbacién para la
Ultima posicion
e Cr X y VX Vy

0,21 1,21 4,77E-04 4,08E-02 1,74E-01 1,46E-01
0,31 1,31 1,50E-03 3,76E-02 1,75E-01 1,37E-01
0,41 1,41 3,50E-03 3,44E-02 1,76E-01 1,28E-01
0,51 1,51 5,51E-03 3,11E-02 1,77E-01 1,18E-01
0,61 1,61 7,55E-03 2,78E-02 1,79E-01 1,09E-01
0,71 1,71 9,61E-03 2,44E-02 1,80E-01 9,86E-02
0,81 1,81 1,17E-02 2,09E-02 1,82E-01 8,80E-02

0,9 1,9 1,36E-02 1,78E-02 1,83E-01 7,81E-02

4.7.1.2 Radiacion Solar en trayectoria con un nivel de energia C = 3.1340

Se desarrolla un analisis similar, utilizando un nivel de energia distinto C = 3.1340, como se
muestra en la Tabla 10, los resultados se alejan de la 6rbita sin perturbacién o ideal en una

mayor magnitud que los encontrados en la Tabla 7.

Diferencia Media entre Trayectorias sin Perturbacion y con Perturbacién
e Cr X y VX Vy
0,21 1,21 7,60E-02 1,09E-01 8,77E-02 2,12E-01
0,31 | 1,31 7,60E-02 1,09E-01 8,77E-02 2,12E-01
0,41 1,41 7,59E-02 1,08E-01 8,77E-02 2,12E-01
0,51 | 1,51 7,59E-02 1,08E-01 8,77E-02 2,12E-01
0,61 1,61 7,58E-02 1,08E-01 8,77E-02 2,12E-01
0,71 1,71 7,57E-02 1,08E-01 8,77E-02 2,12E-01
0,81 1,81 7,57E-02 1,08E-01 8,77E-02 2,12E-01
0,9 1,9 7,56E-02 1,08E-01 8,77E-02 2,12E-01

Tabla 10 Diferencia Media entre cada componente x y x y de la Orbita de baja energia sin
perturbacion y con perturbacion ¢ = 3.1340 (fuente propia)
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Ademads, la magnitud de la desviacion estdndar aumenta; es decir, se obtiene mas

incertidumbre cuando se aumenta el nivel de energia o se reduce la amplitud y el periodo de

las oOrbitas.
Desviacion Estdndar entre Trayectorias sin Perturbacién y con Perturbacion
e Cr X y Vx Vy
0,21 | 1,21 1,01E-01 7,74E-02 5,58E-02 1,44E-01
0,31 | 1,31 1,01E-01 7,75E-02 5,58E-02 1,44E-01
0,41 | 1,41 1,01E-01 7,75E-02 5,58E-02 1,44E-01
0,51 | 1,51 1,01E-01 7,75E-02 5,58E-02 1,44E-01
0,61 | 1,61 1,01E-01 7,75E-02 5,58E-02 1,44E-01
0,71 | 1,71 1,01E-01 7,75E-02 5,58E-02 1,44E-01
0,81 | 1,81 1,00E-01 7,75E-02 5,58E-02 1,44E-01
0,9 1,9 1,00E-01 7,75E-02 5,58E-02 1,44E-01

Tabla 11 Desviacién Estandar entre cada componente x y x y de la Orbita de baja energia
sin perturbacion y con perturbacién (fuente propia)

0 11ér§yectoria de baja energia con Presion de Radiacion solar Cr 1.90
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Figura 34 Trayectoria de baja energia utilizando presion solar ¢ = 3.1340 (Fuente propia)
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4.7.2 Perturbacion Aleatoria

En este caso se afiade valores aleatorios a cada uno de los componentes de la aceleracion
Axtotar = Ax + ApCos(theta); Ayiorar = Ay + ApSin(theta) durante toda la trayectoria. El
valor Ay, A, representan los componentes de aceleracion sin perturbacion, A, es un valor fijo,
y theta es un valor aleatorio entre 1 y 2m; es decir, se amplia la magnitud de la aceleracion
por un valor fijo A, pero la direccion theta es aleatoria. Al utilizar una perturbacion de forma

aleatoria se logra abstraer todas las posibles perturbaciones en una sola y asi hallar hasta
gue rangos se destruye la Orbita de baja energia.

Al afadir un valor aleatorio a la definicion de la funcién, en las ecuaciones del movimiento se
generan espacios donde la funcion no es diferenciable creando problemas para métodos de
integracion numérica como Runge-Kutta, para resolver este problema se genera una
interpolacion utilizando los valores aleatorios; concretamente, generamos 20 valores
aleatorios por cada orbita, luego utilizamos la funciéon “spline” de Matlab para crear la
interpolacion entre los valores aleatorios, mas tarde, el valor aleatorio theta es tomado de la
interpolacion creada, este proceso nos permite tener valores aleatorios y al mismo tiempo la

funcion es diferenciable para todo el periodo calculado.

Para analizar el efecto que tiene la perturbacion aleatoria en una trayectoria de baja energia
se toma una muestra de 10.000 orbitas, donde cada 6rbita posee un valor de theta basado
en la funcion de interpolacion, para después hallar la diferencia entre el ultimo vector x y x y
y el vector de una orbita sin perturbacion; lo anterior, nos permite identificar si se cumple el
objetivo de transportarse entre dos Orbitas peridédicas Lyapunov. Ademas, se escogié una
zona, la cual nos indicara cuantas Orbitas estardn cerca de alcanzar el ultimo vector x y x y

dado por la 6rbita sin perturbacion.

4.7.2.1 Perturbacion Aleatoria en trayectoria con un nivel de energia C = 3.0946

La Tabla 12 muestra la media de diferencias entre el Gltimo vector de la 6rbita sin perturbacién
y con perturbacion aleatoria, como se observa los valores obtenidos son bastante grandes en
magnitud para todas las variables x y x y; es decir, la perturbacion aleatoria causa una gran

divergencia con respecto a una trayectoria sin perturbacién como se observa en la Figura 35.

Se encuentran resultados similares en la Tabla 13, donde se muestra la cantidad de veces
que el vector final estuvo dentro de la zona definida por el intervalo x: [1.04, 1.08] y y: [0, 0.1],
esto indica que la probabilidad de llegar a una zona deseada es de 0.029% utilizando una

perturbacion aleatoria.
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Media de ultimo vector de la Trayectoria entre Perturbacidn y Sin Perturbacién
Ap X % Vx Vy # trayectorias
1,E-05 | 0,2699163 0,8129327 0,3668544 0,6677267 10.000
1,E-04 1,3629112 1,281692279 0,933777191 | 0,62759746 10.000

Tabla 12 Diferencia Media entre ultimo vector de Orbita de baja energia sin perturbacion y con
perturbaciones ¢ = 3.0946 (fuente propia)

Ap # trayectorias Zona | # trayectorias
1,E-05 29 10.000
1,E-04 3 10.000

Tabla 13 Numero de trayectorias que estan en la zona (fuente propia)

Desviacion Estandar de ultima posicidn de la Trayectoria
Ap X V% Vx Vy # trayectorias
1,E-05 | 0,43970 0,71401 0,51606 0,32151 10.000
1,E-04 | 0,78693 1,17027 0,95825 0,28349 10.000

Tabla 14 Desviacion estandar entre Gltimo vector de Orbita de baja energia sin perturbacion
y con perturbaciones € = 3.0946 (fuente propia)

Es importante destacar que los resultados obtenidos utilizaron una magnitud de la aceleracion

Ap de 1le — 5 y le — 4, estos valores son en unidades de tiempo y distancia normalizadas, si
.. . k . .
se quisiera transformar en unidades S—Tzn , Se debe tener en cuenta que una unidad normalizada

de distancia equivale a 0.384467 x 10° km y una unidad normalizada de tiempo equivale a

0.377496 x 10° s [30], basado en lo anterior, las magnitudes de perturbacion utilizadas son

11 km
.5‘2

2.6979 x 10~ y 2.6979 x 10710 ks—rzn respectivamente.

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. pag. 60



Juan David Aguilar Varela

02

-04

-0.8 -

-14

16|

041

0.2

0.2

Trayectoria de baja energia con Perturbacion aleatoria Ap 1e-4

Ingenieria Matemética y Computacién

#*  Posicion Inicial

Pertubacion Aleatoria |
Sin Perturbacion

0.4

L 1

0.6 0.8 1

1.2

1.4 1.6

1.8

Figura 35 Trayectoria de baja energia utilizando Perturbacién Aleatoria y un nivel de energia
¢ =3.0946 (Fuente propia)

4.7.2.2 Perturbacion Aleatoria en trayectoria con un nivel de energia C = 3.1340

Se realiza el mismo procedimiento utilizando un nivel de energia C = 3.1340, se obtiene

resultados similares de gran divergencia con respecto a la posicion deseada como se observa
en la Tabla 15.

Media de ultimo vector de la Trayectoria entre Perturbacion y Sin Perturbacién
Ap X y Vx Vy # trayectorias
1,E-05 0,7806514 1,7859884 1,5701024 0,6125374 10.000
1,E-04 1,0971255 1,207065804 1,01484904 | 0,38883991 10.000

Tabla 15 Diferencia Media entre Gltimo vector de Orbita de baja energia sin perturbacion y
con perturbaciones € = 3.1340 (fuente propia)

Desviacidon Estandar de ultima posicidn de la Trayectoria

Ap X y VX Vy # trayectorias
1,E-05 0,53829 0,89021 0,76887 0,34116 10.000
1,E-04 | 0,55043 0,89963 0,91153 0,30094 10.000

Tabla 16 Desviacion estandar entre dltimo vector de Orbita de baja energia sin perturbacion

y con perturbaciones C = 3.1340 (fuente propia)
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Ap # trayectorias Zona | # trayectorias
1,E-05 11 10.000
1,E-04 20 10.000

Tabla 17 Numero de trayectorias que estan en la zona (fuente propia)

El nimero de orbitas que terminaron dentro de la zona especificada por el intervalo x: [1.04,
1.08] y y: [0, 0.1] haincrementado con respecto a la perturbaciébn con menor nivel de energia,
pero sigue siendo muy bajo, en general la perturbacion aleatoria genera una gran divergencia

llevando a la trayectoria a perder el objetivo como se muestra en la Figura 36.

Trayectoria de baja energia con Perturbacion aleatoria Ap 1e-5

0.2

-0.2

-0.8

*  Punto Inicial
12 Pertubacién
Sin Perturbacion

0.6

Figura 36 Trayectoria de baja energia utilizando Perturbacion Aleatoria y un nivel de energia
C = 3.1340 (Fuente propia)
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5. Conclusiones y trabajo futuro

Este capitulo se mostrara las conclusiones obtenidas en este trabajo y las posibles lineas que
se desprenden del mismo.

5.1. Conclusiones

Se destaca tres conclusiones: La primera, muestra como las perturbaciones si pueden causar

gue la trayectoria de baja energia se desvié de gran manera aun si las magnitudes de la
perturbaciones poseen valores muy bajos 2.6976 x 10~ 1! ';—72” esto se debe a que las orbitas

Lyapunov sobre L1y L2 son inestables; es decir, si nos desviamos de ellas nos vamos a alejar
exponencialmente. El anterior problema tiene soluciéon pues como se puede observar en la
Figura 33 esta perturbacién no hace que la trayectoria desde x =1 — u hacia las 6rbitas
periddicas Lyapunov se dafie, por lo que se puede utilizar técnicas de control de posicién y
velocidad cuando nos encontremos en las orbitas peridédicas pues sabemos que velocidad

debemos tener para mantenernos en ellas.

La segunda se basa en la diferencia de resultados obtenidos al cambiar los niveles de energia
en las orbitas, se encontr6 que dicho cambio afecta la relacién con las perturbaciones
utilizadas, por ejemplo, cuando se emplea la radiacién solar como perturbacion, el cambio a

una 6rbita con mayor energia generé una mayor divergencia en la orbita.

Por dltimo, se encontré los rangos de valores en los cuales una 6rbita de baja energia se
pierde al aplicar dos tipos de perturbaciones, ademas, se descubri6 la necesidad de emplear
métodos correctivos de 6rbita durante una mision espacial, pues las perturbaciones incluso

con magnitudes muy pequefias generan una gran divergencia.
5.2. Lineas de trabajo futuro

El presente trabajo se baso6 en el sistema Tierra-Luna para generar la trayectoria de baja
energia sobre las o6rbitas Lyapunov, una posible linea de trabajo que se desprende es la
creacion de trayectorias de baja energia para puntos mas distantes en el sistema solar; por
ejemplo, podemos crear una conexion entre el sistema Sol-Tierra y el sistema Sol-Marte para
hallar asi trayectorias de baja energia entre la Tierra y Marte, de igual forma, se puede realizar
para otros planetas como los son Jupiter y Saturno pues estos planetas pueden ser base de

futuras estaciones espaciales.
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Resumen— Este trabajo busca encontrar que rango de
perturbaciones pueden hacer que una orbita de baja
energia desaparezca entre dos Orbitas periddicas
Lyapunov, el anterior objetivo es importante para
cualquier mision espacial debido a la influencia de las
perturbaciones en su trayectoria. Para generar una
trayectoria de baja energia, nos posicionamos en el
sistema Tierra-Luna y utilizando las variedades
invariantes de cada Orbita periddica buscamos en que
puntos estas variedades se intersecan dando inicio a la
trayectoria de baja energia, a partir de esta trayectoria
aplicamos dos tipos de perturbaciones, la primera es
una perturbacion aleatoria en cada uno de los
componentes de la aceleracion, de esta forma logramos
encapsular diferentes perturbaciones en una sola y la
segunda perturbacion es la presion de radiacion solar.

A partir de los resultados obtenidos encontramos que
la presion de radiacion solar causa que la trayectoria
se pierda incluso utilizando diferentes coeficientes de
reflectividad. Cuando utilizamos la perturbacion
aleatoria vemos que la orbita no se mantiene incluso
utilizando magnitudes en el orden de 1e — 5 0 1e — 4,
en este caso se genera divergencias mas grandes que
con la perturbacion de radiacion solar.

Los anteriores resultados rectifican que las drbitas
periddicas Lyapunov son inestables por lo que un
desvio en la direccion inestable nos va a alejar
exponencialmente. Podemos concluir que sera
necesario aplicar métodos de control para que una
nave espacial dentro de la trayectoria de baja energia
se mantenga en ella.

Palabras clave— Mecanica Espacial, Perturbaciones,
Sistemas Dinamicos, Trayectorias

Abstract— This work aims to find the range of values
produced by a perturbation that could cause a low-
energy orbit between two periodic Lyapunov orbits to
disappear; the previous objective is essential for any
space mission because the perturbations can cause the
spacecraft to lose his trajectory. To do it, we position
our problem in the Earth-Moon system, and using the
manifolds of each Lyapunov periodic orbit, we can find
at which points these manifolds intersect, forming the
low energy trajectory between both orbits.

We applied two types of perturbations, the first one is
a random perturbation in each component of
acceleration, in this way we manage to encapsulate
different types of perturbations in one and the second
perturbation is the solar radiation pressure. From the
results obtained, we found that solar radiation
pressure causes the trajectory to diverge in a small
amount.

When we use random perturbation, the orbit also
diverges even using small magnitudes 1e — 5 or 1e —
4. The previous results confirm a periodic Lyapunov
property which states that both orbits are unstable in
our system causing that a small deviation in the
unstable direction takes us exponentially away. We can
conclude that it is necessary to apply control methods
to maintain a spacecraft within the low energy path
that remains in it.

Key Word — Dynamical Systems, Orbital Mechanics,
Perturbations, Trajectories

Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia. pag. 67



Juan David Aguilar Varela

l. INTRODUCCION

Las orbitas de baja energia han sido muy utilizadas
en diferentes misiones espaciales [1] [2] [3] durante
varios afios pues permiten realizar trayectorias de
largas distancias sin mucho gasto de recursos, lo que
busca determinar este trabajo es que rango de
perturbaciones pueden hacer que una nave espacial
u objeto que se encuentre en una de estas orbitas se
desvia perdiendo el curso original de la misidn, en la
actualidad se han descubierto diferentes tipos de
perturbaciones [4] [5] que afectan la trayectoria
como lo son la resistencia atmosférica, las
perturbaciones gravitacionales, presién de radiacion
solar entre otras por lo que es importante considerar
hasta que magnitud estas perturbaciones pueden
hacer que la trayectoria se desvié.

Para poder conseguir esto debemos identificar una
trayectoria de baja energia, esta trayectoria estara
ubicada entre las orbitas periddicas Lyapunov que se
encuentran cerca de los puntos de Lagrange L1y L2
en el sistema Tierra-Luna, Al encontrar dicha
trayectoria de baja energia aplicaremos dos tipos de
perturbaciones la primera serd la presion de
radiacién solar y la segunda una perturbacion
aleatoria con el objetivo de mirar hasta que valores
la trayectoria se pierde.

El resto del articulo est4 organizado de la siguiente
manera: seccion II muestra el proceso para formar
las orbitas Lyapunov, la seccion III explica como
generar la trayectoria de baja energia, la seccion IV
analiza el sistema aplicando las perturbaciones antes
mencionadas y por Gltimo la seccion V muestra las
conclusiones del articulo.

. CREACION DE
ORBITAS
LYAPUNOV

Para generar las orbitas periodicas Lyapunov en el
sistema Tierra-Luna debemos hallar los puntos de
Lagrange del mismo sistema, pues estas orbitas se
ubican sobre los puntos de Lagrange L1y L2, esto
se puede realizar hallando las raices de las quinticas

(6]
L1:x°—@—wx*+ 3 —2wx3 — ux? + 2ux

—u=0

L2: x>+ @B —wx*+ B —2wx —up — 2ux
—u=0
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= mMoon =0.012150113762633
K= mEarth +mMoon ~

Utilizamos el método de Newton para resolver las
quinticas obteniendo los resultados mostrados en la
Tabla 1.

Puntos Unidades Normalizadas
Lagrange

X y z
L1 0.83691744 0 0
L2 1.15623430 0 0
L3 -1.00506244 0 0
L4 0.487849886 0.8660254 0
L5 0.487849886 -0.8660254 0

Tabla 1. Puntos de Lagrange en el Sistema Tierra-Luna

Basados en los puntos de Lagrange L1y L2 podemos
generar las orbitas periddicas Lyapunov utilizando el
método de tiro simple y el de continuacion. [7]

El método de tiro simple nos permite encontrar
orbitas periddicas que sean simétricas en el plano y,
obteniendo las condiciones iniciales

Xo
X(t,) = M
o

Después integramos numéricamente las ecuaciones
del movimiento hasta que y = 0, pues es el punto
donde sabemos que formamos una oOrbita periédica,
alcanzando

RO R

X(tr) =

5X(tr) = @(to, tr)0X(to) + X (tr)8(ts)

Donde 6X(t;) representa la desviacion del estado
final transmitida por las variaciones hechas, 6X(t,)
la desviacion al estado inicial, §(t;) la desviacion
del periodo debido al cambio en el estado inicial y
®(to,t) es la matriz de transicion de estados. Si
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reemplazamos las variables para nuestro caso
tenemos

62y b11 P12 b1z D1a][6x0

8yr ~ P21 P22 P23 Pas|| O

8x¢ P31 P32 Pz Paa|| O

6y¢ a1 Paz Daz Paal L6Yo
X

;’ 8(tf)

5

+

Como en nuestro caso muchas de las variables son
cero, es preferible hallar las férmulas a las variables
0y y 8y, directamente [8]

6V = Pu16x9 + 246y + J"(tf)5(tf)

Siendo x, fija su variacion es cero 6x, =0
reduciendo la expresion a

0y = 246y + y6(tr)

Como deseamos que x = 0, podemos definir §x, =
x y 8y, = 0 dado que la orbita es simétrica en el
plano y

X = 346y + x6(ty)
0= ¢246y, +y5(tf)
Despejamos & (t;) obteniendo

5 = P00

reemplazando §(t;) conseguimos

. o4 - .
53’0:(@3,4 - ) X

De esta forma variamos y para obtener x = 0
y=y— 6y

El anterior proceso solo funciona para amplitudes

muy pequefas en el orden de 10~* si queremos

obtener amplitudes mas grandes debemos utilizar el

método de continuaciéon numérica, El método se basa

en dos Orbitas periodicas X,;y X,, Yy genera la

propuesta de X,,; afiadiendo la diferencia de X,; —
Xp2 al vector X3

Xpz = (23 + (1 = %,),0,0,V3 + (V; = 1))
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El resultado de aplicar el método de tiro simple y
continuacién se muestra en la Figura 1.

—_— Periodic Lyapunov Orbit (Close Up)

; ~ / N
015+ 2\ N

0.1F

0.05

-0.05 -
011

<015

-02 ; g
0.7 0.8 0.9 1 11 12 13

Figura 1. Muestra de la Familia de Orbitas Lyapunov sobre
los puntos de Lagrange L1 y L2. (Fuente: elaboracién

propia)

Durante el proceso anterior se almaceno la siguiente
informacion:

e Amplitud de la Orbita.

¢ Constante de Jacobi.

e Periodo de la Orbita.

e Vector de posicién y velocidad.

Esta informacion nos permite hallar que orbitas
Lyapunov poseen la misma constante de Jacobi, la
cual es una restriccion que se debe tener para tener
una trayectoria de baja energia entre dos orbitas
periddicas [8].

1.  GENERACION DE
TRAYECTORIA
DE BAJA
ENERGIA

Para generar la trayectoria de baja energia,
necesitamos hallar las intersecciones entre las
variedades invariantes de ambas orbitas periddicas
Lyapunov, en especial, buscamos que la variedad
inestable de L1 toque a la variedad estable de L2.

El procedimiento para calcular las variedades
invariantes se llama “globalizacion de las variedades
invariantes” [7] en el cual se debe:
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e Encontrar la aproximacion lineal al campo
invariante estable e inestable basados en
los auto vectores de la matriz de
monodromia.

e Hallar los estados iniciales en las
direcciones de las variedades invariantes.

e Integrar numéricamente las ecuaciones del
movimiento utilizando los estados
iniciales.

En el primer paso generamos la matriz de
monodromia basados en propagar la matrix de
transicion de estados por un periodo determinado T,
después podemos calcular los autovalores y auto
vectores de la misma, en el caso de CRTBP estos

autovalores poseen la forma (/11,%,1,1) donde
1

Ay > 1 [7]; esto quiere decir que tendremos un
autovalor inestable A, y otro inestable A, con sus
respectivos auto vectores estable Y* e inestable Y*,
los auto vectores nos permitirdn generar las
aproximaciones locales a las variedades invariantes
utilizando la siguientes formulas [7]

s

XLS =XL+£ |YS|

La anterior formula nos permite encontrar los
estados iniciales en la direccion del campo invariante
estable para el caso inestable solo debemos utilizar
el auto vector inestable

u

Xl-u=Xi+£

Y|

Es importante destacar que las anteriores formulas
solo nos permiten encontrar aproximaciones locales
a las variedades invariantes. Por Gltimo, utilizamos
estos estados iniciales para integrar numéricamente
las ecuaciones del movimiento hacia adelante y atras
esto nos va a permitir generar la aproximacion a las
variedades invariantes para las dos orbitas periédicas
Lyapunov sobre los puntos L1y L2 de Lagrange
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Variedades Invariantes sobre las Orbitas Lyapunov

0.2

08 0.85 0.9 095 1 1.05 11 115 1.2

Figura 2. Variedades invariantes sobre ambas orbitas
Lyapunov

En la Figura 2. se nos muestra en color azul el campo
invariante inestable X* de la o&rbita periddica
alrededor de L1 y con color rojo el campo invariante
estable X° para la orbita periddica L2, ademas se
puede observar varias conexiones heteroclinicas
entre ambas variedades invariantes; es decir, si
alteramos la érbita en la direccion inestable L1
podriamos conectarnos a la variedad invariante
estable de L2 creando asi una trayectoria de baja
energia.

Para encontrar los puntos exactos donde ocurre esta
conexién heteroclinica debemos crear una aplicacién
de Poincare, en particular creamos una seccién de
Poincare donde x = 1 —pu y y < 0 ; es decir, todo
punto que cumpla con las condiciones anteriores seré
guardado en una lista. El anterior proceso se realizo
en Matlab llamando a la funcion “callPoincareMap”,
esta funcion recibe como pardmetros los estados
iniciales X7 , X e integra numéricamente estos
estados verificando los puntos que cumplen con la
seccion de Poincare almacenandolos en una variable
local. El resultado del anterior proceso se muestra en
la figura 3.
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1073 5plicacioqes Qe Po[nt;are enlge campos invarriarrglvesrde L1 y L27

Figura 3. Aplicaciones de Poincare utilizando las
variedades invariantes de orbitas periddicas Lyapunov
Rojo variedad inestable Azul variedad estable (Fuente:
elaboracidn propia)

El siguiente paso es hallar que puntos de la
aplicacion de Poincare poseen la siguiente
caracteristica y; =~ y, ;Vys = Vy,, estos son los
puntos donde existe una conexion heteroclinica entre
las variedades invariantes. El proceso anterior se
realizd6 en Excel donde buscamos que puntos
cumplian con la restriccion dentro de un rango de
confianza de 1e — 6 0 menor.

Para generar la trayectoria de baja energia
necesitamos un estado inicial X = [x y x y] el cual
podamos propagar adelante y hacia atras, donde la
Orbita generada viaja entre las dos Orbitas periddicas
de Lyapunov. Conocemosy ,y,x = 1 — pdebido a
la aplicacion de Poincare, solo necesitamos hallar x,
esto lo hacemos utilizando la ecuacion de energia

[71.

_ @+ yr+ ) P4y 1-w op

Al obtener X =[xy xy] podemos integramos
numéricamente hacia delante y atras las ecuaciones
del movimiento obteniendo teniendo la trayectoria
de baja energia deseada.

El anterior proceso se realizé para diferentes niveles
de energia C = 3.0946, C = 3.1340y C = 3.1367
como se muestra en las Figura 4, Figura 5 y Figura
6.
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ois Trayectoria de baja energia entre orbitas periodicas Lyapunov

L " L " L L
0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 14 1.15 1.2
X

Figura 4. Trayectoria de baja energia entre las orbitas
periddicas Lyapunov, Rojo variedad inestable Azul
variedad estable, Constante de Jacobi C = 3.0946
(Fuente: elaboracién propia)

Tga%eptoria de baja energia entre orbitas periodicas Lyapunov C = 3.1340
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Figura 5. Trayectoria de baja energia entre las orbitas
periddicas Lyapunov, Rojo variedad inestable Azul
variedad estable, Constante de Jacobi C = 3.1340
(Fuente: elaboracion propia)

T6a1%e§:toria de baja energia entre orbitas periodicas Lyapunov C = 3.1367
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Figura 6. Trayectoria de baja energia entre las orbitas
periédicas Lyapunov, Rojo variedad inestable Azul
variedad estable, Constante de Jacobi C = 3.1367
(Fuente: elaboracion propia)
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V. ANALISIS DE
PERTURBACIONES

Después de encontrar la trayectoria de baja energia
se implementaron dos tipos de perturbaciones:

e Presion de Radiacion Solar
e Perturbacion aleatoria

La radiacion solar comprime fotones, aunque estos
Gltimos no poseen masa Si poseen energia y
momento [5] lo cual genera una fuerza cuando estas
interactdan con el satélite, a la perturbacion generada
se le denomina presion de radiacion solar y depende
de tres variables, la masa del satélite, su superficie y
de lareflectividad (coeficiente de absorcion dado por
los materiales), en este trabajo utilizamos los
siguientes parametros para estos valores [4]:

e Area afectada por presion solar: 110.5
e Masa del satélite: 8000 kg
e Coeficiente de reflectividad: 1.21 — 1.88

Se toma el area del satélite y su masa como valores
fijos y variamos el coeficiente de reflectividad o
absorcion del satélite, este coeficiente depende del
material utilizado.

Material £ C,
Panel Solar 0.21 1.21
Antena de Alta 0.30 1.30
Ganancia
Vela Solar 0.88 1.88

Tabla 2. Tipos de Materiales y su Coeficiente de
absorcién Cr [4]

Este proceso lo repetimos para los diferentes niveles
de energia utilizados C = 3.0946 y C = 3.1340.

En la 6rbita de baja energia con un nivel de energia
C = 3.0946 adicionamos la perturbacion de
radiacion solar en el calculo obteniendo los
siguientes resultados.
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0,61|1,61| 6,32E-03 | 7,31E-03 | 1,71E-02 | 2,80E-02

0,71|1,71| 6,84E-03 | 7,49E-03 | 1,74E-02 | 3,04E-02

0,811,81|7,32E-03 | 7,62E-03 | 1,77E-02 | 3,20E-02

09|19 |773E-03 | 7,71E-03 | 1,79E-02 | 3,34E-02

Tabla 3 Diferencia Media entre cada componente x y & y
de la Orbita de baja energia sin perturbacién y con
perturbacién (fuente propia)

En la Tabla 3 se nos muestra la diferencia media
entre cada componente del vector para toda la rbita
generada; es decir, tomamos todos las posiciones
x,y Y las velocidades x y de la érbita perturbada y
hallamos la diferencia entre los mismos
componentes x,y, x,y de la orbita sin perturbacién
finalmente realizamos la media por cada
componente.

Al aplicar la perturbacién de radiacidon solar se
obtienen diferencias en el orden de 1e — 3 0 1e — 2.
Estas diferencias hacen que la drbita discrepe, pero
aun logra viajar entre las dos orbitas periddicas
Lyapunov como se muestra en la Figura 7.

Trayectoria de baja energia con Presion de Radiacion solar Cr 1.90

#  Posicion Inicial

—
Ty
Perturbacion y,

Radiacion Solar

Sin Perturbacion
0.1
0.05

Figura 7 Trayectoria de baja energia utilizando presion
solar (Fuente propia)

Desarrollamos un anélisis similar, utilizando un
nivel de energia distinto C = 3.1340, como se
muestra en la tabla 4, los resultados se alejan de la
oOrbita sin perturbacion o ideal en una mayor
magnitud que los encontrados en la tabla 3.

e Cr X y VX Vy

e Cr X y VX Vy

0,21|1,21| 4,09E-03 | 5,98E-03 | 1,28E-02 | 1,79E-02

0,21|1,21| 7,60E-02 | 1,09E-01 | 8,77E-02 | 2,12E-01

0,31|1,31| 4,65E-03 | 6,43E-03 | 1,46E-02 | 2,03E-02

031|131 7,60E-02 | 1,09E-01 | 8,77E-02 | 2,12E-01

0,41 1,41 5,22E-03 | 6,79E-03 | 1,58E-02 | 2,33E-02

0,41 1,41 7,59E-02 | 1,08E-01 | 8,77E-02 | 2,12E-01

0,51 1,51 5,78E-03 | 7,09E-03 | 1,67E-02 | 2,54E-02

051|151 759E-02 | 1,08E-01 | 8,77E-02 | 2,12E-01

061|161 758E-02 | 1,08E-01 | 8,77E-02 | 2,12E-01
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0,71|1,71| 7,57E-02 | 1,08E-01 | 8,77E-02 | 2,12E-01

0,811,81| 7,57E-02 | 1,08E-01 | 8,77E-02 | 2,12E-01

09|19 |756E-02 | 1,08E-01 | 8,77E-02 | 2,12E-01

Tabla 18 Diferencia Media entre cada componente x y & y
de la Orbita de baja energia sin perturbacion y con
perturbacién C = 3.1340 (fuente propia)

En este caso la perturbacion genera una discrepancia
mayor que con un nivel de energia menor como se
muestra en la Figura 8 pues ya no se logra crear una
trayectoria entre las dos ¢érbitas periddicas
Lyapunov.

0 1‘£rgyectoria de baja energia con Presion de Radiacion solar Cr 1.90
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Figura 8 Trayectoria de baja energia utilizando presion
solar C = 3.1340 (Fuente propia)

Para el segundo caso de perturbacion, afiadimos
valores aleatorios a cada uno de los componentes de
la aceleracién

Axtotar = Ay + ApCos(theta)
Aytorar = Ay + A,Sin(theta)

durante toda la trayectoria. El valor A, A,
representan los componentes de aceleracion sin
perturbacion, A, esun valor fijoy theta es un valor
aleatorio entre 1 y 2m; es decir, ampliamos la
magnitud de la aceleracion por un valor fijo A, pero
la direccion theta es aleatoria. Utilizando una
perturbacion de forma aleatoria nos permitira
abstraer todas las posibles perturbaciones en una sola
y asi hallar hasta que rangos se destruye la orbita de
baja energia.

Para analizar el efecto que tiene la perturbacion
aleatoria en una trayectoria de baja energia tomamos
una muestra de 10.000 orbitas, donde cada orbita
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poseia un valor de theta aleatorio que se mantenia
durante toda la Orbita para después hallar la
diferencia entre el Gltimo vector x y x y y el vector
de una Orbita sin perturbacion.

Lo anterior nos permite identificar si se cumple el
objetivo de transportarse entre dos 6rbitas periodicas
Lyapunov. Ademas, se escogié una zona, la cual nos
indicaria cuantas drbitas estarian cerca de alcanzar el
ultimo vector x yxy dado por la érbita sin
perturbacion.

Aplicamos la perturbacion aleatoria sobre una
trayectoria de bajar energia con una constante de
Jacobi € = 3.0946, los resultados se muestran en la
tabla 11. vemos la media de diferencias entre el
ultimo vector de la orbita sin perturbacién y con
perturbacion aleatoria, como se observa los valores
obtenidos son bastante grandes en magnitud para
todas las variables x y x y; es decir, la perturbacion
aleatoria causa una gran divergencia con respecto a
una trayectoria sin perturbacion como se ve en la
Figura 9.

Se encuentran resultados similares en la tabla 12,
donde se nos muestra la cantidad de veces que el
vector final estuvo dentro de la zona definida por el
intervalo x:[1.04, 1.08] y y:[0, 0.1], esto nos
indica que la probabilidad de llegar a una zona
deseada es de 0.029% utilizando una perturbacion
aleatoria.

Ap X y VX Vy
1,E- | 0,26991 0,667726
05 63 0,8129327 | 0,3668544 7

1,E-| 1,36291 | 1,2816922 | 0,9337771 | 0,627597
04 12 79 91 46

Tabla 11 Diferencia Media entre Gltimo vector de Orbita
de baja energia sin perturbacion y con perturbaciones C =
3.0946 (fuente propia)

Ap # trayectorias Zona # trayectorias
1,E-05 29 10.000
1,E-04 3 10.000

Tabla 12 Numero de trayectorias que estan en la zona
(fuente propia)

Es importante destacar que los resultados obtenidos
utilizaron una magnitud de la aceleracion A,, muy
bajo 1e — 5 y le — 4, debido al alto impacto que
tiene esta perturbacion en la trayectoria, si
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aumentamos A, a valores mas altos veremos una
divergencia atin mayor.

Trayectoria de baja energia con Perturbacion aleatoria Ap 1e4

[+ Posicion inicial
14 Pertubacién Alealoia
— Sin Perturbacion

Figura 9 Trayectoria de baja energia utilizando
Perturbacion Aleatoria y un nivel de energia C = 3.0946
(Fuente propia)

Por dltimo, realizamos el mismo proceso utilizando
un nivel de energia distinto C = 3.1340 obteniendo
resultados similares de gran divergencia con
respecto a la posicion deseada como se observa en la
tabla 13.

Ap X y VX Vy
1,E | 0,780651
-05 4 1,7859884 | 1,5701024 | 0,6125374

1,E | 1,097125 | 1,20706580 | 1,0148490 | 0,3888399
-04 5 4 4 1

Tabla 13 Diferencia Media entre ultimo vector de Orbita
de baja energia sin perturbacion y con perturbaciones C =
3.1340 (fuente propia)

Ap # trayectorias Zona | # trayectorias
1,E-05 11 10.000
1,E-04 20 10.000

Tabla 14 Numero de trayectorias que estan en la zona
(fuente propia)

El nimero de orbitas que terminaron dentro de la
zona especificada por el intervalo x:[1.04, 1.08] y
y:[0, 0.1] ha incrementado con respecto a la
perturbacion con menor nivel de energia, pero sigue
siendo muy bajo, en general la perturbacion aleatoria
genera una gran divergencia llevando a la trayectoria
a perder el objetivo como se muestra en la Figura 10.
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Trayectoria de baja energia con Perturbacién aleatoria Ap 1e-5

0 (

Figura 10 Trayectoria de baja energia utilizando
Perturbacion Aleatoria y un nivel de energia C = 3.1340
(Fuente propia)

V. CONCLUSIONES

Podemos destacar tres conclusiones la primera nos
muestra como las perturbaciones si pueden causar
que la trayectoria de baja energia se desvié de gran
manera aun si las perturbaciones poseen valores en
el orden de 1e — 4, esto se debe a que las Orbitas
Lyapunov sobre L1 y L2 son inestables; es decir, si
nos desviamos de ellas nos vamos a alejar
exponencialmente, el anterior problema tiene
solucién pues como se puede observar en la Figura
33 esta perturbacion no hace que la trayectoria desde
x =1 — pu hacia las 6rbitas periddicas Lyapunov se
dafie por lo que podemos utilizar técnicas de control
de posicion y velocidad cuando nos encontremos en
las Orbitas periodicas pues sabemos que velocidad
debemos tener para mantenernos en ellas.

La segunda se basa en la diferencia de resultados
obtenidos al cambiar los niveles de energia en las
orbitas, encontramos que dicho cambio afecta la
relacion con las perturbaciones utilizadas, por
ejemplo, cuando utilizamos la radiacion solar como
perturbacion el cambio a una érbita con mayor
energia genero una mayor divergencia en la érbita.

Por Gltimo, hallamos los rangos de valores en los
cuales una 6rbita de baja energia se pierde al aplicar
dos tipos de perturbaciones, ademas, encontramos la
necesidad de emplear métodos correctivos de 6rbita
durante una misién espacial pues las perturbaciones
incluso con magnitudes muy pequefias generar una
gran divergencia.
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7.2 Formato Poster
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Analisis de Perturbaciones En Trayectorias de Baja Energia

Juan David Aguilar

INTRODUCCION

*  Este trabajo busca que rango de per pueden hacer que una 6rbita de
baja energia desaparezca entre dos oOrbitas periodicas Lyapunov. el anterior objetivo es
importante para cualquicr mision espacial debido a la influencia de las perturbaciones en su
trayectoria. Para generar una trayectoria de baja cnergia, nos posicionamos en el sistema
Tierra-Luna y utilizando las variedades invariantes de cada orbita periddica buscamos en
que puntos estas variedades se intersecan dando inicio a la trayectoria de baja energia.

A partir de esta trayectoria dos tipos de per la primera es una
perturbacion aleatoria en cada uno de los componentes de la aceleracion, de esta forma
logramos encapsular diferentes perturbaciones en una sola y la segunda perturbacién es la

presion de radiacion solar.

METODOS

+ Utilizamos el método de disparo simple y continuacién para generar las drbitas periddicas
Lyapunov en el sistema Tierra-Luna, almacenando ¢l vector de posicion, velocidad y el
nivel de energia de la érbita.

& Periodic Lyapunov Orbit (Close Up)
(7
o1 {
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Figura 1. Muestra de la Familia de Orbitas Lyapunov sabre los puntos de Lagrange L1 (Rojo) y L2 (Azul).
(Fuente: elaboracién propia)

¢ El método globalizacién de las variedades invariantes, nos permite calcular las variedades
invariantes de las orbitas periodicas Lyapunov.

1 Variodades Invariantos sobre [as Orbitas Lyapunov G =3.1340

Figura 2 Variedades Invariantes Estables en orbita periodica Lyapunov con una constante de Jacobi de 3,1340,
(Fuente: elaboracion propia)

+ Para encontrar los puntos exactos donde ocurre una conexion heteroclinica en
nuestro sistema debemos crear una aplicacion de Poincare, en particular
creamos una seccion de Poincare donde x = 1 —p yy <0

El siguiente paso es hallar que puntos de la aplicacion de Poincare poseen la
siguiente caracteristica y; = v, ; Vys = Vy,, estos son los puntos donde existe
una conexién heteroclinica entre las variedades invariantes.

Para generar la trayectoria de baja energia necesitamos un estado inicial X =
[xyxy] el cual podamos propagar adelante y hacia atrds, donde la 6rbita
generada viaja entre las dos orbitas periddicas de Lyapunov. Conocemos y, ¥,
x = 1— p debido a la aplicacién de Poincare, solo necesitamos hallar X, esto
lo hacemos utilizando la ecuacion de energia [1].
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OBJETIVOS

Generar una orbita periddica Lyapunov sobre L1 y L2,

Generar las variedades invariantes para las orbitas periddicas Lyapunov

Utilizar las aplicaciones de Poincare para i inter i entre las

invariantes.

Generar trayectoria de baja energia,

Analizar perturbaciones en el sistema.

an |
L I T R B R KR Y

Figura 3. Trayectoria de baju cnergia entre las orbitas periodicas Lyapunov, Rojo variedad inestable Azul
variedad estable, Constante de Jacobi ¢ = 3.1340 (Fuente: elaboracion propia)

* Perturbacion Presion de Radiacion Solar: Se toma el drea del satélite y su masa como
valores fijos y variamos el coeficiente de reflectividad o absorcion del satélite, este
coeficiente depende del material utilizado.

Panel Solar 021 121
Antena de Alta Ganancia 0.30 130
Vela Solar 088 188

Tabla 1. Tipos de Materiales y su Coeficiente de absorcion Cr [2]

190
¥ Poscen ncal
ity oo pwtursocin
Ontila e, pertatacion

£ T S R KR F R I
Figura 4 Trayectoriu de baja encrgia utilizando presion solar € = 31340 (Fuente propia)
Perturbacion Aleatoria: Afadimos valores aleatorios a cada uno de los componentes de la
aceleracion
Axtotat = A + ApCos(theta)
Ayiotat = Ay + A, Sin(theta)
durante toda la trayectoria. El valor Ay, Ay

T los T de ion sin

perturbacion, A, es un valor fijo y theta es un valor aleatorio entre 1y 27,

Mg @i 92 © oz o4 o8 o8 1 32

Figura 5 Traycetoria de baja energia utilizando Perturbacion Aleatoria y un nivel de cnergia € = 3.0946 .

(Fuente: elaboracién propia)

CONCLUSIONES

+ A partir de los resultados obtenidos encontramos que la presion de radiacion solar causa
que la trayectoria se pierda incluso utilizando diferentes coeficientes de reflectividad.
Cuando utilizamos la perturbacion aleatoria vemos que la 6rbita no se mantiene incluso
utilizando magnitudes en el orden de 1e — 5 0 1e — 4, en este caso se genera divergencias
mds grandes que con la perturbacion de radiacion solar.

Los anteriores resultados rectifican que las orbitas periddicas Lyapunov son inestables por
lo que un desvié en la direccion inestable nos va a alejar exponencialmente. Podemos
concluir que serd 0 aplicar métodos de control para que una nave espacial dentro
de la trayectoria de baja energia se mantenga en clla.
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7.3 Tablas de Conversion

Unidad Normalizada distancia Km

1 384.467
1,3629112 523.994
0,8129327 312.546
0,78693 302.549
0,2699163 103.774
9,43E-02 36.255
4,08E-02 15.686
1,01E-02 3.883
9,61E-03 3.695
3,50E-03 1.346
4,77€-04 183

Tabla 19 Tabla de conversiones de Unidades Normalizadas de Distancia a Kildbmetros

Unidad Normalizada Velocidad Km/s
1 1,01846642
0,933777191 0,95102071
0,6677267 0,68005722
0,51606 0,52558978
9,01E-02 0,09176382
8,77E-02 0,08931951
5,58E-02 0,05683043
3,34E-02 0,03401678
2,80E-02 0,02851706
1,79E-02 0,01823055
1,28E-02 0,01303637

Tabla 20 Tabla de conversiones de Unidades Normalizadas de Velocidad a Kilometros por segundo
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