APLICACION DE LA TEORIA DE LOS NUMEROS
CONGRUENTES A LA ARITMETICA ESCOLAR (¥)

El fin propuesto en esta investigacion ha sido determinar la
superioridad existente entre tres procedimientos, utilizados para
comprobar los resultados de las operaciones aritméticas.

«Comprobar una operacidon es otra operacion por medio de la
cual se obtiene la casi seguridad de no baber cometido error al
ejecutar la operacion primera» (1).

{Comprobacion hace referencia a la enseflanza de ciertos pro-
cedimientos, empleados para verificar los resultados de las ope-
raciones aritméticasy (2).

Es muy distinta la posicion del alumno que sabe que su «cuenta»
o su problema esta bien o mal hecho simplemente porque se lo ha
dicho el profesor, que la de aquel otro que ha llegado a compro-
harlo por si mismo y que al encontrar el fallo o el error, ha vuel-
to hacia si, ha reflexionado y ha deducido que la mayoria de sus
equivociaciones son o porque olvida las unidades que lleva, o
porque estima mal la cifra del cociente...: es mas formativo que
el mismo sujeto compruebe su trabajo. pues como dice Crespo
Pereira, «el aprender lo hecho por otro es algo muy diferente al
hacer por si mismo el original de la cosa» (3).

El nifo que sabe sumar tamhién sabra hacer la prueba corres-
pondiente, puesto que, desde un punto de vista didactico, se tien-
de a que la prueba de una operacidén sea mas facil que la opera-
cion en si, pues si no no tendria ningun intercs.

De aqui que el momento mas indicado para su aprendizaje sea
el de la operacion correspondiente.

* Agradezco de modo singular los asesoramientos e los doctores Garcia
Moz y Fernandez Huerta.

(1) Dararau Carres: dritmética razonada. Madrid, 1947, pag. 31.

(2) PErEz Sowmoza: Motodologia de la aritmélica elemcental. 1 Tlaba-
na, 1930.

(3) Cresvo Pereira: La enseianza de las matemdticas. «Rev. Educacion,
NUYo, 1954.
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Nos referimos a dos tipos de pruebas:

a) Prueba de multiplicar.

h) Prueba de los nueves en sus dos modalidades: aspa v ar
tificio de Gosart.

s a esta tltima a la que aplicamos el titulo del trabajo, ;e
aplicacion puede tener la congruencia a la aritmética escolar?

A primera vista, no parece que pueda tener sentido; pero aua-
lizando su contenido, observamos que la prueba de los nueves esta
intimamente ligada a la congruencia, asi como ésta lo esta « la
divisibilidad ; de este mutuo apoyo podemos deducir la condicion
necesaria vy suficiente para que dos ntimeros sean congrucntes,
respecto de un modulo (que en nuestro caso seria el 9) y es que
su diferencia sea un multiplo de .

Para hacer la prueba por nueve. de la multiplicacion, se bus-
can los residuos de la division por g del multiplicando, del multi-
plicador i del producto : se multiplican los dos primeros entre si,
v su producto, dividido por g, debe dar un residuo igual al del
producto de los ntimeros propuestos.

En la division se sigue el mismo proceso, tomando el dividen-
do como producto, cuyos factores son el divisor y el cociente.

l.a modalidad que introduce (Gossart es con el fm de simplifi-
car, v consiste en la reduccion a digitos sin intervencion de la
resta.

IEl valor que pudiéramos otorgar a la prueba de los nueves es
el de estar solidamente fundamentada en la teoria de la con-
gruencia, a la vez que nos proporciona sencillez de aprendizaje y
una mayor exactitud v rapidez.

Proceso seguido cn la investigacion.—l.os sujetos elegidos co-
rresponden a los grados ¢, 10 v 11 del grupo escolar Zumala-
carregui, de Madrid. con una edad de nueve a trece ailos v un
nivel intelectual medio.

‘Durante todo el proceso se procurd que las condiciones fue-
ran las mismas: horario, tiempo de enseflanza, ejercicios..., etc.

Primeramente se aplico una prueba inicial, compuesta de una
serie de operaciones correspondientes a los tres métodos A), B)
v C, con el fin de conocer el estado inicial de los sujetos. Como
los resultados diferian mucho entre si, nos vimos obligados a
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comenzar una etapa de aprendizaje, con el fin de lograr datos
equivalentes. Al cabo de quince dias aplicamos una prueba inter-
media, con los siguientes resultados:

Grado 9.°: 62 por 100.
Grado 10.°: 71 por 100.
Grado 11.°: 83 por 100.

Como estos resultados no eran satisfactorios, continuamos
la explicacion hasta obtener un nivel superior al 8o por 100.

Obtenidas todas las puntuaciones, era preciso utilizar un me-
todo que pudiera darnos luz para'interpretar los resultados : éste
ha sido el Analisis de varianza. del cual nos hemos servido. y
cuya aplicacion hemos llevado a cabo por medio del Disciio [Fue-
lorial 2 x 2. (4).

LLa utilizacion de este método nos permite encontrar no sélo
los factores de cada método v de cada variante, sino también la
interaccion entre los métodos y las variantes. Dada su simplici-
dad mediante una sola comprobacion, podemos hallar la homo-
geneidad de varianzas y medias de los diferentes grupos.

A lo largo de la experiencia se ha mantenido la superioridad
del método :AA) en exactitud, y del B), en rapidez. En ambos ca-
sos es necesario determinar si las diferencias encontradas son so-
lamente atribuibles al influjo del azar o hien responden a una
distincion real, conseguida por uno u otro método.

Para resolverlo, comenzamos efectuando las operaciones co-
rrespondientes, primero, a la homogeneidad de medias; segundo,
a la homogeneidad de varianzas.

Fl proceso seguido en amhos casos es el siguiente:

1.° Puntuaciones obtenidas por los sujetos en las_distintas
pruebas. '

2.2 Totalizacion.
©° Puntuaciones obhtenidas al cuadrado.

3.
4.2 Totalizacion de las columnas al cuadrado.

(4) Ferwixpez Huerrta, ).: Disesio jactorial 2 X 2. «Rev. E. de Pedago-
gia», nim. 52, pags. 294-301.
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Logrados estos valores, podemos determinar la homogenei-
dad de medias :

1. Determinar la suma total de cuadrados.

Para lograrlo, el procedimiento mas facil consiste en totalizar
todos los cuadrados de las puntuaciones obtenidas, puede hacer-
se sumando los totales de las tres columnas de cnadrados.

087 + 212 = 1.199

Al total se le resta €l resultado obtenido por el cuadrado de
la suma de las puntuaciones, dividido por el ntimero total de su-
jetos.

146 + 30 = 176; 176* = 30.976

30.970 1 156 = 2026 1.100 — 262,6 = 36,4

2% Determinar la suma del cuadrado entre las medias.

Para 1llevarlo a cabo, bhasta la suma de los cuadrados de las
sumas de las colummas originales y la division del total entre el
numero de alumnos. Del resultado obtenido se resta el cociente
de dividir el cuadrado de las sumas de puntuaciones por el niime-
ro total de alummnos:

31.316 + Goo = 322161 32.216 : 32 = 619,7
619;5 — 262,6 = 356,09
3. Determinacion de la suma de cuadrados dentro de cada
grupo.

Se obtiene por la diferencia entre la suma de cuadrados total
v la suma de cuadrados entre las medias:

936,4 — 356,9 = 579.5

4.° ILstudio de las varianzas.
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TaprLa I.—Analisis de varianza en el estudio de la homogenei-
dad de medias.

MU TIPLICACTON
Grado: 10.° Prueba: 1.* Métodos: A, B3, C.

Suma 6 1. Cuadrado i

Origcn'dc varianza de cuadeados medio llipdtesis
Entre grupos... . 518,0 2 2593 48 | Rechazada
Dentro de grupos. 597,06 133 5,4

Toran . ..., 1.340,2 155

5. Se comparan los cuadrados entre grupos y dentro de los
grupos, teniendo en cuenta que en igualdad estadistica supone in-
diferenciacion entre las medias.

F) Iis el cociente entre los cuadrados medios, teniendo jue
ser mavor que I, segin las tablas elahoradas por Snedecor.

Teniendo en cuenta que el nivel obtenido, segun estas tablas,
es al 5 por 100, rechazamos la hipotesis de la homogeneidad (e
medias. Sn diferenciacion no puede atribuirse a factores {ortui-
tos, sino que algunas de Jas medias obtenidas es cientificamente
diferenciable de las demas.

1£1 mismo proceso de la multiplicacion es el que hemos segui-
do en la division, cuyos resu'tados exponemosx concretamente :

1.° 544 + 509 =1.053.
80 + 71 = 151: 151 = 22.801

22801 : 1560 = 146.1: 1.053 — 146 = goy

2° 6.400 + 3.041 = TTl.441: 11.441 © 52 = 220.
220 — 140 = 74

3.* 9oy — 74 = 833.

4.° Estudio de las varianzas.
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Tasra [l.—Andlisis de varianza en el estudio de la homoge-
neidad de medias.

DIVISION
Grado: 1.° Prueba. 1.% Método: A, B, C.

Origen de varianza de ci:z‘:adus G. L. L‘:g;i:‘do b Hipdtesis
Entre grupos.. . 833 2 37 0,8 | Rechazada
Dentro de grupos 907 153 5,4

ToraL .. ... 74 155

5.° l.a diferencia entre las medias es inferior que la multipli-
cacion ; pero también encontramos un nivel al 1 por 100, puesto
que es igual a 6,8.

Ilemos puesto como ejemplo los resultados correspondientes
al grado 10.” y a la prueba 1.*. Para evitar que el trabajo se alar-
gue excesivamente, como el proceso a seguir es el mismo, pone-
mos a continuacion una tabla que compendia todos los resulta-
dos correspondienties a la prueha tercera (5).

[

Grados: ¢.° 10.° y 11.* Miétodos: A, B, C. Prueba: 3.~

TaBra [1T.—Analisis de varianza en el estudio de la homoge-
neidad de medias.

EXACTITUD RAPIDEZ
Origen de varianza, [— == e

Multiplicacién Division Multiplicacién Divisidn
Grado 9.°.... 16,1 5,8 33 45,2
Grado 10.°. . 27 9.3 48 7,2
Grado 11.°. ... 8,7 12,7 31,4 8,9

(5) Véase trabajo de [Licenciatura: . plicacion de la teoria de los wime-
ros congruentes a la clritmética escolar. Madrid, septiembre, 1956.
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Los resultados obtenidos nos hacen ver qtie en los tres grados
existe una heterogeneidad cientifica de medias: lo mismo en
exactitud que en rapidez, porque las puntuaciones alcanzan cl
nivel 1 por 100 de las tablas de Snedecor: por tanto, la hipotesis
queda rechazada v comprobamos que alguna de las medias obte-
nidas es diferenciable del promedio general.

Si a esta diferencia de medias unimos la homogeneidad de va-
rianzas, podemos dar por buena la investigacion y afrmar que,
efectivamente, hay cierta superioridad de un método sobre otro.

TapLa IV.—I{omogeneidad de varianzas.

EXACTITUD RAPIDEZ
Multiplicacién | Divisidn Multiplicacién 'l Divisién
|
Grado 9. .. 5,885 0,697 1,419 ’ 0,802
Grado 10°. ... 7.205 2,105 8,139 | 2,472
Grado 11.°. .. 4,143 8,007 8,310 ‘ 5,885

l.os valores presentes nos muestran como en los tres grados
no ha existido ninguna anormalidad gue haya podido influir en
aprendizaje, ya que en todos encontramos un nivel minimo al
1 por 100 e las tablas de -* Tampoco es necesario recurrir a
la formula de correccion. La variacion de los valores de las va-
rianzas en los diferentes grados cae dentro del margen atribuible
al muestreo fortuito.

Hemos llegado a ello, siguiendo el proceso siguiente:

Grado g.*. Prueba 3.°. Métodos A, B. (.

Multiplicacion

12 Determinar la varianza de cada grupo. Suma de cuadra-
dos entre grados de libertad.
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2.° Hallar el logaritmo decimal de las varianzas.

3. Totalizar las varianzas y los logaritmos.
1.293,6 ; 7,85.846

4. Hallar el logaritmo de: Suma de varianzas, entreé munero
de grupos.

203,60 1 3 = 431,0
log 4316 = 2,63508

2 Multiplicar dicho logaritmo por el numero de grupos.

1

2,63508 x 3 = 7,00324

6. Restar este producto de la suma de los logaritmos ante-
riores.

7,90524 —7,85846 = 0,04678

7. Multiplicacién de dicha diferencia por 2,3026 (log. 10) ¥
yor el nimero de elementos en cada grupo menos uno.
grug

0.04678 x 2.3020 4+ 30 = 35.885.445.000 = 3.883

8.° Para evaluar el resuliado de la 3% hallada se considerara
con un numero cle grados de libertad igual al niimero e grupos
menos una (niveles al 5 por 100 y 1 por 10¢) (6).

0.° Sl el valor es significativo se aplica la {ormula de correc-
cion.

Una vez hallada la homogeniedad de Medias y Varianzas, po-
demos afirmar que, efectivamente, existe una diferencia entre los
tres métodos.

(0) TFerniNpEz Huerra, J.: El criterio extrinseco en la determinacidn de
la normalidad «R. E. P, nim. 44, pags. 517-527.
26
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Tapra V. —Homogenidad de varianzas.

GRUPO n n-! SE log. S*®
IR PR L 51 50 113 2,85 307
2. R Y A0 2835 | 2,85.255
3 51 R0 8971 | 2,05.284

1 2936 7,85.840

IZl método A supera al B y C en exactitud. El método B su-
pera al A v C en rapidez. Es, pues, el C el que ocupa un lugar
inferior al ser superado por los otros dos; por ello prescindimos
de ¢l y nos ocupamos del B v del A.

Inmediatamente nos planteamos el signiente prablema: ;Se
puede afirmar que esta diferencia entre el método B v el A es
verdaderamente significativa o solo se debe al azar?

Para solucionarlo aplicamos la siguiente formula, por la que
obtenemos la significacion de la diferencia entre las medias.

M. A — M. B.

' (a—B)

Tasra VI.—Signiticacion de la diferencia entre las medias.

EXACTITUD RAPIDEZ
Multiplicacion Divisién Maltiplicacién Divisidn
| <
Grado 9.°.... 13,6 | 4,1 10,9 17,9
|
Grado 10°....| 21 . 55 4,6 18,3
Grado 11.°. . 10,6 14 10,2 ’ 2.1

Con estos resultados nos queda un amplio margen de seguri-
dad para operar con uno u otro meétodo. En los tres grados v en
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la multiplicacién y division alcanzan un nivel superior al 1 por
100 de la tabla de ', excepto el ultimo caso—G.™ 11 division—,
que solo alcanza el nivel 5 por 100.

Como resultado final vy a la vista de los resultados ponemos
a4 continuacién las conclusiones deducidas :

1.% Superioridad cientifica del método A sobre el B en exac-
titud.

2.* Superiridad cientifica del método B sobre el A en rapidez.

3.* La superioridad del método A en exactitud es mayor en
la multiplicacién que en la division.

4.* La superioridad del método B -en rapidez es mayor en la
division que en la multiplicacion,

5.0 “Tanto el método A como el B superan al C en exactitud
v rapidez.

Silo que pretendemos es llevar a la practica uno u otro mé-
todo, la eleccion dependera del fin que el docente se proponga
en su labor: bhien eligiendo el A si lo que husca es una mayor
exactitud, bien el B si lo que pretende es una mayor rapidez. Uno
v otro llevan consigo un amplio margen de seguridad v confianza.

M.* PiLar MARDOMINGO SaANZ

Licenciada en Pedagogin
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