
APLICACION DE LA TEORIA DE LOS NUMEROS 
C O N G RUENTES A LA ARITME TICA E SCOLAR (*) 

El fi n propuesto en esta iiwestigación ha sido determinar la 

s uperioridad existente entre tre.s procedimientos,  u tilizados para 

compro bar los resultados de las operaciones aritmét icas . 

«Comprobar una operación e_;; otra operación por medio de la 

cual se obtiene la casi seguridad ele. no haber comet1ido erro1· a l  
ej ecutar l a  operación primera)) ( 1 ) .  

<<'Comprobación hace referencia a la enseñanza d e  ciertos pro

cedimientos, empicados para yerificar los resnltados de las ope

raciones aritméticas)) (2) . 

Es m uy distinta la posición del alumno que sabe que su « ClH:'nt:a>> 

o s u  problema está bien o mal hecho s implemente pon1ue se l o Jia

dic h o  el profe.sor, que la de aquel otro <.jue h a  llegado a compro

barlo por sí mismo y que a l  encontrar el fa'l lo o el error,  ha ntel
to hacia s í ,  ,]¡a reflexionado y ha deducido que la mayoría ele s u s

equivocaciones son o porque olvida l a s  unidades q u e  llel'a ,  o 

porque e.stima mal la cifra del cociente . . .  : es más forma tivo que 

el mismo sujeto compruebe su traba_i o .  pues como d-ice Crespo 

Pereira, « el aprender lo hech o por otro es algo muy diferente al

hacer por s í  mismo el original ele. la cosa)) (3) .
E l  niño que sabe sumar t;1111Lién sabrá hacer la prneba corres

pon diente, puesto que, desde un punto ele \' Ísta didáctico , S\: tien

de a que la prueba ele. una operación sea más fácil que la opera

ción en s í ,  pues si no no tendría ningún interés . 

De aquí  q11e el momento más indicado para s u  aprendizaj e sea 

el ele la operación corresp on diente. .  

" Agradezco <l e  mo<lo singular los aseso1·amientos ele los doctores García

1-J oz y Fernán<lez Huert� . 

( 1 )  DAur.1u CARLES : !l ril111 étira ra::o11ada. Madrid, 1 9.¡7, pág. 3r . 
(2) 1-'íHEZ so�lOZ.\ : J l o t odo/ogía de la arit111 J t ica e/r111 c1 1 la/ .  La llaba

n a ,  1930. 

(3) Cin:sl'o PEREl l\.\ : La e11sc1/a 11za de las 111a l e 111áticas. «Re'" Educación»,

mayo,  1 954 . 
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.K os referimos a dos tipos de pruebas : 

a) Prueba de multiplicar.

b) Prneba de los nue\·es en sus dos modalidades : aspa y ar

tificio de Gosart.  

Es a esta últl!ma a la c¡ne. aplicamos el tí tulo del trabaj o ,  ¿ qtfé 
aplicación puede tener la c ongruencia a la <i ritmética escolar ? 

A primera vista , no parece que pueda tener sentido ; pero a11 a ·  

lizando s u  contenido , obsenamos que l a  prue.ba d e  los nueves está 
ínt imanwnte ligada a la co ngruencia, así  como ésta lo está : t  la 

c l i visibil ida cl ; de este mutuo apoyo p odemos deducir la condición 

necesaria y suficiente para que dos n úmeros se.an congruente!' , 

respecl:o ele un módulo (que en nuestro caso sería e l  9) y es que

"n diferencia sea un múltiplo ele. 111 . 
Para hacer b prueba por nueve .  ele la multiplicación, se bus

can los residuos •de la diYisión por 9 del multiplicando, del multi

plicador �- del producto : se multiplican los  dos primeros entre s í ,  
y s n  producto, dividido p o r  9, debe. dar n n  residuo igual al del

proclucl o de los números propuestos . 

En la cli 1· is ión se s igne el mismo proces o ,  t omando el di1·iden

clo como producto, cuyos fa ctores s o n  el divisor y el cociente . 
L i. moclal;dad que introduce Gossart es con el fin de. s implifi

car, y c onsiste en la reducción a dígitos sin intien-ención de la 

resta. 
El valor que pttdiéramos oto rgar a la prueba de los nueves es 

el de e. star sólidamente fundamentada en l a  teoría ele la con

gruencia,  a la v e z  que nos proporciona sencillez de aprendizaje y 

una mayor exa ctitud y rapidez . 

Pro ceso seguido f i l  la im;estigación .-Los sujetos elegidos co

rrc:.spo n den a los grados 9.0,  1 0  y 1 1  del grupo escolar Zumala

cárregui ,  de .Madrid.  con una edad de nueve a trece afi a s  y un

n ivel intelectual medio . 

'Durante todo el proceso se procuró que las condiciones fue
ran las mismas : horario , tiie.mpo de enseilanza, ej ercicios . .  ., etc .  

Primera mente s e  aplicó una prueba inicial , compuesta ele una 

serie de opera ciones correspondientes a los tres métodos A) , B) 

y C, con el fin de conocer e.1 estado inicial  <l.e los sujetos . Como 

los resultados diferían mucho entre sí, nos Yimos obligados a 

, 
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comenzar una etapa d e  aprendizaje, con e l  fin d e  lograr datos 

equivalentes. Al cabo de quince días aplicamos una pruioba inter

media, con los siguientes resultados : 

Grndo 9." : 62 por loo. 
Grado 10 .º : 71 por 1 00 .  

Grado l r . º : 83  por 100.

Como •estos resu'1tados no eran satisfact1orios ,  continuamos 

la explicación hasta obtener un n ivel superior a l  80 por roo. 

Obtenidas todas las puntuaciones, ua preciso utilizar un mé
todo que pudiera darnos luz para

' 
interpretar los resultados : éste 

ha s ido el Anális i s  de yarianza , del cual nos hemos sen-ido . y 
cuya aplicación hemos llevado a cabo por medio del Dísc i'í o Pa r
t.orial 2 x 2 .  (4).

La utúlización de este método nos permite encontrar no sólo 

los factores de ca da método y de cada variante, s ino también la

interacción entre los métodos y las variantes. Dada su s implici

dad mediante una sola comprobación . podemos hallar la l iomo
gene.idad de varianzas y medias e le los diferentes grupos .

A lo largo ele la experiencia se ha mantenido la superioridad 

del método •A) en exactitud ,  y del B) , en rapidez. En ambos ca

sos es necesario determinar s i  las dife.rencias encontradas son so

lamente atribuibles a l  influj o del  azar o b1en responden a una 
distinción real, conseguida por uno u otro método. 

Para resolverlo , comenzamos efectuando las ope.raciones co

rrespondientes , primero, a la homogeneidad ele medias ; segundo, 

a la homogeneidad de varianzas. 

El proceso segu·ido e.n ambos casos es el s iguiente : 

r .º Puntuaciones obtenidas por los sujetos en las distintas 

pruebas. 

2. º Totalización.

3:0 Puntuaciones obtenidas al cuadrado. 

4.º Totalización de las columnas al  cuadrado .

(4) FERfüÍNDEZ HUERT.I, J .  : Diseiio f<ictoriaJ 2 x 2 .  <Rev. E. de Pedago
gía», núm. 52, págs. 294-301 . 
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Logrados estos \·a lores,  podemos determinar la h o m o  gen e i
dad de ! l ledias : 

I .0 De.terminar l a  s u ma total ele ..:u adra clos . 

Para lograrlo, el p rocedimiento más fáci l  cons iste en t o tal izar

todos los cuadrados ele las pun�uaciones obtenidas ,  puede hacer

se sumando los totales de las tres colnmna s de cuadra dos . 

987 + 2 1. 2  = r . 1 99 

Al total s e  le resta e.1 re sultiado obtenido por el c uadrado de 
la snma de las puntnaciones . dividido por el número. total de su

j e t o s .  

1 ..¡.6 + 30 = 1 76 ; 1 762 = 30 .976 

30 .976 : i 56 = 262 . 6 : 1 . 1 9c 1  - 262 ,6 = 03fi . ..¡. 

2. 0 Determ inar la s uma del cua drado entre bs medias . 

P a ra 'l levarlo a cabo,  basta la suma de los cuaclrados de las 

s nma s ele las columnas origina.!e.s y la divis ión del total entre el 
número ele alumnos . Del resultado obtenido s e  resta el  cociente 

ele divid ir  el rnaclraclo de las sumas ele puntn.ia'ciones por el núm�

ro total ele alumnos : 

'.) l  . J l O  T <)00 -=e 32 . 2 ¡ (í : 32 . 2 1 6  : ,=i2 

3 °  De.terminación ele la s uma ele cuadrados dentro de cada 
grnp o .  

S e  obtiene p o r  l a  diferencia entre la suma el e  cuadrados total

>' la suma ele cuadrados entre las  medias : 

4.º Estudio ele las varianzas . 
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TABLA I .-1Análisis d e  varianza e n  e l  estudio ele l a  homogem.i

clad de media s .

:VIU f, !IPJJCA l  '/O.\ '  

Grado :  1 0 .º Prueba: 1 .ª l\fotodos: 1\ , B ,  C .  

1 Suma G.  l .  Cuadr.1do i:. 1 llipót .. i•  Je cuadrado• medio 1 º""", d< mfaou 

Entre grupos . . . 5 1 8,6 2 259 .3 -:�1 R tchazad..i
Dc:nlro de gr upos . ::i97,6 1 53 5,-t 

TOTA i . . 1 . 3-+6,2 1 55 

r o 
:J ·  S e  comparan los cuadra dos entre grupos y dentro ele l os 

grnpos, teniendo en cuenta qne en igu aldad Estadíst ica supone in

diferenciación entre las medi a s .  

F) E s  ei  coci ente e n tre l o s  cua drac!os medios . teniendo q u e

s e r  mayor q u e  I ,  s e g ú n  las tablas  elahora clas por Snecle c o r .

Tenien d o  en cuenta q u e  e.! n i ,·el  obtenido.  según estas  labia s .  

e s  al 5 p o r  ioo, rechazamos l a  hipótesis ele la l 1 omogenei cl a c l  e le

media >' .  Sn d iferenciación no pnecle  a tribuirse a factores r ortui

tos, s ino que. algunas ele las media� o btenidas e s  c ient í ficamente 

d iferencia ble ele -las demá s .  

lil mismo pro ceso de la multiplicación e s  el que hemos segui

do en l a divis ión.  cuyos resu1tiados c xponem o .' concret amente : 

I .º 544 + 509 = i .053 . 

80 + 7 1 = L 5 T ; 1 5 t " = 22 .8o l

22.80 1  : r 56 = l 4G .  i : 1 .053 - q6 = 90¡ 

2.0 Ó -400 + 5 .04 1 = I I  -44 1 : 1 Lf . .j.I : 52 = 220. 
220 - 1 46 = 74 

4.º Estudio de las varianzas .
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TABLA I T .-Análisis  de 1'arianza en el estudio de l a  homoge

neidad ele medias . 

DIV/ 51 0,V 

Grado: 1 .º Prneha.  1 . '1 l\ilétodo: A ,  B ,  C .  

1 1 S11ma G.  L. J C11adrado 
Origen de v-.ianza 

de cuadrados medio f. Hipátc•is 

entre grupos . • 833 2 37 ó,8 Recha:rn<la 
Den tro de grupos 907 1 53 5 ,-l  

TOTAL . . , . 7-l 1 55 

La diferencia entre las medias es inferior que la multip·l i-� o 
,} ·  

cación ; pero también 

qne es igual a 6.8.  
encontram os un ni ve.l al  1 por 1 00 .  pues t o

Hemos puesto c omo ej emplo los res u ltados correspondientes 

a l  grado 1 0 . "  y a la prueba r . ª .  Para e \' itar que el  traba j o  se alar

gue excesivame.nte , como el proceso a segu i r es el  mismo , pone

mos a cont inuacíón u n a  tabla que compendia todos los resulta
do,; correspondienties a la pnieha tercera (5) . 

Gra dos : 9 . 0 • r o .º y T I . ª Mlétoclos : ·A . H, C. Prueba : 3 . • .

TABLA I l I  .-Análisis d e  1·a rianza e n  e l  estudio ele la homog�-

1 1 c i clacl ele med ias . 

E X A C T I T U D R A P I D E Z 
Ori.�rn de vArianza. 

1 
---

Multiplicación División Multiplicación División 

Grado 9.º . . . . 1 6, 1 5,8 33 45,2 1 Grado 1 0.0 . . . 27 9,3 ..¡s 7,2 
Grado 1 1 .0  • • • . 8,7 1 1 2, 7  3 1 , 4 8,9 

(S) \'éasc trabajo de Licenciatura : .· l plicar ió11 de la teoría de los míme
ros co11gru en tcj· a la rlritmética escolar . .\ladrid, septiembre, 1956. 
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L os resultados obtenidos n os hacen ver qt1e en los t res grados 

existe una heterogeneida<l c ientífica d e  medias : l o  mismo en 

exactitud que en rapidez,  porque las  punttlaciones a lcanzan el 

nive.J r por r oo  de las tablas  de Sneclecor : por tant o .  la hipótesis

queda reoha zada y comprobamos ql le  a lguna de l a s  media� obte

nidas es diferenciable del  promédio genera l .  

S i  a esta diferencia  d e  medias unimos la homogeneidad de va

rianzas, p odemos dar por buena la invest igación y afirmar que,

e fe.ctivamente, hay c ierta s uperioridad de t m  método s obre otr o .  

TABLA I V .-Homogeneidacl <]e varianzas . 

E X A C T I T U D � R A P I D E Z 

MPhiplicación 1 División Muhiplica ci•n / División 
1------1-------1 ______ ---- -----

G rado 9.� . 
Grado 1 o o 

Grado 1 1 .0 .  

5,885 U,697 1 ,4 1 9  0,802 

7,205 

�, H3 
2, 1 05 
8,067 

8, 1 39 
8,3 1 0  

2,� 7'l. 
5, 88') 

Los valores presentes nos muestran cómo en los tres gra dos 

no ha existido ninguna anormalidad qlle haya podido influ ir  en 

apre.ndizaj e ,  ya que en todos encontramos u n  ni,·el mínimo al  

I por r oo <le las tablas ele -,� Tampoco es  necesario recnrrir a 

la fórmula de corrección . La variación de los Yalores ele las ya

i: ian zas en l o s  diferentes grados cae dentro del ma rge.n atribuible  

a 1 mues �reo fortmito.  

Hemos l legado a el lo,  s igu iendo el proceso s iguiente : . 

Grado 9 . º. Prueba 3 . " .  Métodos A, B .  C .  

lvfoltiplica ció n 

1 .º De.terminar la varianza de cada grnpo . Suma de cuadra

dos entre grados de l i berta d .  

2 .626 � ( 1 28. 16-+ : 5 1 )  = 1 1 3 
r . 653 - (69.696 5 1 )  = 283 ,5  

I .484 - (45 .796 : 51 )  = 897, 1 
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2 . º  Hallar el logaritmo decimal de las varianzas . 

lag I 1 3  = 2,45367 
log 283 , 5 = 2,45255 
log 897. t = 2,QS::?84 

3.0  Totalizar las var ianzas y los logaritmos .

,.¡ ." Hallar el logar i tmo ele : Suma de varianza s ,  entre número
ele grupos .

i . 293 ,6  : 3 = 4 3 1 ,6 

log 43 r ,6 = 2,63508 

5 . "  Mnlt ipl icar dicho logaritmo por el n úmero d<:. grupos . 

6.º  Restar estie proc!Ltcto de la suma de los logaritmos ante
r iores . 

7.0  M ultiplicaci?n de dic•ha diferencia por 2 ,3026 (log. i o) y 
por el número ele elementos en cada grnpo me.nos u n o .  

0.0.167'<'-l x 2 . 3026 + 50  = 5 . 885 -4..J.S · (>oo = 5 .8S.; 

8.0 Para evaluar el resultado ele la z.2. ha'llada se considerará

con un n úmero c!e grados ele l ihert::td igual al número ele grupos

mrnos. una (niveles al 5 por 1 00  y 1 por rnc) (6) .

<) . º  Si el valor es significativo se aplica l a  fórmula de correc

c ión .  

Una vez hallada la homogeniedad de Mecfo¡s y Varianzas, po

demos a firmar que,  efectivamente, Existe L tna diferencia entre los  

tres métodos . 

(6) FERN,L'<DEZ HUERTA, ] . : El criterio extrí11seco en la determi·11aci611 de

la normalidad <R. E. P . . ,  núm. 44, págs. 5 1 7-527.
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TABLA \i .-<H omogenidacl de 1·arian z a s .

G � u p 

l .  . . . . . . . . . 

2 . .  
3 .  

. . . . . .

. . . . . . . . 

o 

. . .  
. . . . 

. . . . . . . 

11 n - 1  52 

5 1  50 1 1 3 

5 1  50 283,5 

'i l  "'º 897, 1 

1 293,6 

¡_10�� 
1 2,85 307 

2,85 . 255 

2,95 . 284 

7,85 . 846 
-

El método A supera a l  B y C en exactitud. E.l méto d o  B su

pera al A y C en rapidez . Es , pnes , el C el que ocupa un luga.r

inferior a-J ser s upe.rndo por los  otros dos ; p o r  ello pre s c i ndimos 

ele él y nos ocnpamos del B y del A .  
l nmediatamentie nos planteamos el  s-igniente prohlem<i : ; Se 

puede aifirmar que e�ta cliferu1cia entre el método B y el A es

verda dera mente significat i 1·a o sólo se debe al azar ? 

Para s olucionarlo aplicamo;; la signie11te fórmula , por la que 
obtenemos la s i gn i ficación ele la d i ferencia entre las med i a s .

M. A .  - M .  B.

s (t.-B) 

TABLA V I._,Sígn i f-i cación e le la diferencia entre l a s  medias . 

Gr;ido 9.º  . . . .
Grado 1 0. 0  • • . .

Grado 1 1 . º  . .

E X A C T I T U D

Multiplica(i�n 

13,6 
21 
1 0,ó 

1 División 
1 

¡-�-
1 5 ,5  

1 1 1 ,4 

1 R A P I D E Z

1 Multiplicación División 
----·-

1 0,9 1 7,9 
4,6 1 1 8,3 1 0,2 1 2 , 1

Con estos re3ultaclos n o s  queda un amplio m argen d e  segun

dad para operar con uno u otro método . En los tres gra do s  y en 
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la multiplicación y di,�is ión alcanzan un nivE.1 superior al r por

r oo de la tabla d e  T, excepto e l  úluimo caso-G ." I I  división-, 

que sólo akanza el  nivel S por roo. 
Como resultado final y a fa vista d e  los resultados ponemos

a continua ción las condu!'iones deducidas : 

l . � Supi:.rioridad c·ientífica del método A sohre el B en exac

titu d .  

2 . ª  Superiridad científica d e l  método B sobre el A en rapidez.

3 . "  La s uperioridad del  método A en exacütud es  mayor e n

la multiplicación que en la división.

� ·" La superioridad del método B ·en rap ide z  e� mayor en la 
división que en la multiplicación .  

5 . "  Tanto el método A como el 8 s upera n a l  C e n  exactitud

y rapidez .

Si  l o  q n e  pretendemos e s  llevar a l a  práctica uno u otro mé

todo,  la  eli:. cción dependerá del fin que el docente s e  proponga 

en su labor : bien eligiendo el A si lo que busca es una mayor 

exactitud.  b ien el B si lo que pretende es una mayor rapidez.  Pno 

y olio lleva n cons igo tm amplio margen di:. seguri dad y confianza . 

M."  PILAR lVIARDmn :-.: c o  SA)!Z 
Licenciada en Pcrlagogi:i 
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