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Resumen

En este trabajo se presenta un circuito comparador para computacion cudntica. El
circuito es capaz de determinar, dadas dos cadenas de bits A y B de cualquier longitud, si
A es menor o igual a B, o bien si A es mayor que B. Aunque ya existen otros comparadores
para computacion cuantica, el circuito que se propone en este trabajo permite realizar dicha
operacién necesitando un menor nimero de cubits. Los cubits son la unidad minima de
informacién en computacién cuantica. Como los dispositivos cudnticos actuales disponen de
una cantidad muy limitada de cubits, conseguir circuitos que optimicen su uso es crucial
para este paradigma de computacion. Tipicamente, cada cibit que se logra reducir del
disenio de un circuito permite extender la longitud de las cadenas que el circuito puede
comparar en una unidad, lo que también puede traducirse como un aumento del tamano de
los datos en un orden de magnitud en base 2. Pero lograr tal optimizacién no resulta trivial,
pues los circuitos cuanticos tienen restricciones importantes tales como la imposibilidad
de copiar valores o la exigencia de que la computacion que en ellos se hace siempre debe
ser reversible.

Palabras clave: computacion cudntica, circuitos cudnticos, comparador cuantico, cir-

cuito medio comparador



Abstract

This work presents a comparator circuit for quantum computing. The circuit is able
to determine, given two bit strings A and B of any length, whether A is less than or
equal to B, or whether A is greater than B. Although there are already other comparators
for quantum computing, the circuit proposed in this work allows this operation to be
performed with a smaller number of qubits. Qubits are the minimum unit of information
in quantum computing. As current quantum devices have a very limited number of qubits,
achieving circuits that optimize their use is crucial for this computing paradigm. Typically,
each qubit that is successfully reduced from a circuit design allows extending the length
of the strings that the circuit can compare by one unit, which can also translate as an
increase in data size by an order of magnitude in base 2. But achieving such optimization
is not trivial, as quantum circuits have important restrictions such as the impossibility
of copying values or the requirement that the computation done in them must always be
reversible.

Keywords: quantum computing, quantum circuits, quantum comparator, half com-

parator

VI



1. Introduccion

1.1. Motivacion

La computacion cudntica es capaz de resolver ciertos problemas de forma més eficiente
que otros modelos de computacién (Nielsen y Chuang, 2011). Los algoritmos de Shor
y de Grover son posiblemente la mejor demostracién de esta superioridad (Shor, 1999;
Grover, 1996)). El primero de ellos es capaz de encontrar los factores de un nimero en un
tiempo polinomial, algo imposible para cualquier algoritmo clasico existente hoy en dia.
Por su parte, el algoritmo de Grover permite encontrar uno o varios elementos en una
base de datos desordenada de forma mas rdapida que el resto de los algoritmos clasicos de
buisqueda conocidos. Pero los algoritmos cuanticos que logran ventajas computacionales no
se limitan a estos dos, sino que existe una gran variedad de ellos con aplicaciones en areas
tan distintas como la quimica (Bauer et al., 2020; Cao et al., [2019; Lee et al., 2021)), el
algebra lineal (Berry et al., 2017; Harrow et al., 2009; Wossnig et al.,[2018)), o el aprendizaje
automatico (Biamonte et al., [2017; Huang et al., [2021; Y. Liu et al., 2021)) entre otros.

Pese a que puede ofrecer ventajas computacionales con ejemplos como los mencionados
algoritmos de Shor o de Grover, la computacion cuantica estd en pleno desarrollo y se
enfrenta actualmente a ciertos problemas y limitaciones (Preskill, 2018]). Uno de estos
problemas es la escasa cantidad de recursos de los que disponen los dispositivos cudnticos
actuales: poseen una limitada cantidad de cubits (la unidad bésica de informacién en
computacion cudntica), por lo que los problemas que pueden resolverse actualmente estan
limitados en tamano por este nimero (Bharti et al., 2022). Afortunadamente, el nimero
de cubits del que disponen los computadores cuanticos es cada vez mayor, por lo que este
problema se va reduciendo progresivamente (Chauhan et al.,|2022). Pero, mientras tanto,
los investigadores se ven obligados a buscar formas eficientes de representar sus algoritmos
si quieren ser capaces de ejecutarlos en un nimero reducido de cubits (Cerezo et al., [2021)).

Otro problema, mas grave atin que el anterior, es la extrema sensibilidad que tienen los
computadores cudnticos actuales al ruido interno y externo (Bharti et al., 2022). El ruido
interno es causado por los defectos e imprecisiones de los propios dispositivos, mientras que
el externo es el causado por cualquier perturbacién exterior. Los efectos del ruido afectan
negativamente al estado y comunicacion de los cubits, provocando que los algoritmos

cuanticos produzcan resultados erréneos. Desde el punto de vista de la implementacién,
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existe una intensa investigacién enfocada en lograr mejores implementaciones de los ctbits,
de forma que puedan reducirse los efectos del ruido (Gyenis et al., 2021} C. Wang et al.,
2022). Pero hay otras formas de combatir los efectos del ruido. Por ejemplo, el propio
diseno de los algoritmos (de lo que se hablard més adelante), puede realizarse teniendo en
cuenta estos efectos y, hasta cierto punto, se puedan detectar e incluso corregir (Sharma
et al., 2020; Xue et al., 2021). También hay otro factor importante relacionado que es
la longitud del algoritmo: un algoritmo que se ejecute rapidamente estarda poco tiempo

expuesto al ruido y serd menos propenso a sufrir sus efectos (Pérez-Salinas et al., [2020).

A partir de los dos problemas mencionados (escasez de recursos y ruido), podemos
afirmar que dados dos algoritmos que resuelven un mismo problema, el mas pequeno en
términos del nimero de ctibits y operaciones necesarias serd més eficiente que el otro (Asadi
et al.,|2020; Noorallahzadeh y Mosleh, 2019). Por supuesto, asumiendo que las operaciones
sean del mismo orden. El algoritmo pequenio es mas eficiente porque consumird menos
cubits, siendo capaz de resolver con datos méas grandes. Y a su vez, es més eficiente
porque se vera menos afectado por el ruido por el simple hecho de que estd menos tiempo
expuesto a él (Preskill, 2018). En relacién a la reduccién del tiempo de ejecucién, también
puede resultar interesante paralelizar las operaciones cuando sea posible, pues también
redundard en una reduccién del tiempo total de ejecucién y de la exposicién del algoritmo

al ruido (Ball et al., 2016} Takahashi y Kunihiro, 2008; Thapliyal et al., 2019)).

Incluso con los inconvenientes que tienen los computadores cuanticos actuales, éstos ya
se utilizan actualmente con éxito para resolver gran cantidad de problemas (Yarkoni et al.,
2022). Uno de los principales responsables de ello es el propio cibit. Su potencia es tal que,
incluso con un numero reducido de cibits es posible alcanzar resultados sorprendentes si
se utilizan representaciones de datos que permitan aprovechar su capacidad (del ciibit) de
representar infinitos valores (Pérez-Salinas et al., 2020)). Un bit puede contener uno de dos
valores: 0 o 1. El bit puede representar cualquier sistema binario, como por ejemplo un
interruptor que puede estar encendido o apagado. Por su parte, un cibit puede definirse
como cualquier ket unitario en C? (el conjunto de vectores columna, de tamafo 2, de
numeros complejos), pudiendo por lo tanto tomar infinitos valores (Bernhardt, 2019). El
término ket, acunado por Paul Dirac (Dirac, 1939), es simplemente una forma de llamar a
los vectores columna. Siguiendo la notacién de Dirac, representamos un ket con un nombre

cualquiera y una simbologia propia |...). Dos ejemplos de estados posibles de un ctibits son
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0
|0) = y |l = , siendo pues los nombres que hemos elegido para estos dos kets 0
1

y 1, respectivamente. De hecho, estos dos estados que aqui hemos notado como [0) y 1)

son especialmente ttiles, como se explica a continuacion.

Cuando se trabaja con cubits, llega un momento en que es necesario medirlos para
recuperar sus valores. Se ha dicho que un cubit puede tomar infinitos valores posibles. En
la Figura se muestra la llamada esfera de Bloch (Bloch, |1946). La esfera de Bloch se
utiliza para describir graficamente un cibit. Se asume que la esfera tiene radio 1, siendo
cualquier vector con origen en el centro de la esfera y extremo en la superficie de la misma
un estado valido para el ctibit. Como hay infinitos puntos en la superficie de la esfera,
tenemos infinitos vectores posibles. Sin embargo, aqui entran en juego las propiedades de
la mecéanica cudntica: pese a que el cubit puede tener esos infinitos valores, al medirlo solo
devolvera uno de dos valores posibles. Justo lo mismo que ocurre con los bits. En realidad,
el cubit no devolvera un valor binario, sino que el cibit “colapsard” a uno de dos estados
posibles, que nosotros interpretaremos como 0 o 1. Es decir, que al medir el cibit, esté es-
tard en uno de dos estados cuanticos posibles. ;A qué dos estados puede colapsar un cubit?
Esto dependera de cémo se mida. Para medir un cubit se debe elegir una direccién de me-
dida, lo que se traduce en utilizar una base ortonormal ordenada (|by),|b1)) (Bernhardt,
2019). Una base de un espacio vectorial es un conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes que son capaces de generar a todos los vectores que forman parte de ese espacio

vectorial. Los adjetivos ortonomal y ordenada se explican a continuacion.

Figura 1.1: La llamada esfera de Bloch permite representar graficamente un ctbit. Cual-
quier vector que lleve desde el centro de la esfera a la superficie de la misma representa

un estado cudntico valido [¢).
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Una base ortonormal estd compuesta por dos kets que son ortogonales (el producto
interno de un vector de la base con cada uno de los otros vectores de la base es 0) y que
tienen normal 1 (Nielsen y Chuang, 2011). El orden es importante (por eso lo de ordenada),
puesto que si establecemos la base (|bg),|b1)) asumimos que |by) serd el 0y |b1) el 1 (como
resultado de la medida), mientras que si la base es (|b1),|by)) entonces |b;) serd el 0y |bo)

el 1. Todo estado [¢)) de un ctbit puede expresarse como combinacién lineal de una base

(160),[b1)):

W) = albo) + Bb1) (1.1)

dénde « y B son ntimeros complejos (Nielsen y Chuang, 2011). A esta idea -que el estado
del cubit puede expresarse como combinacion lineal de una base- se le denomina super-
posicién (Bernhardt, 2019)), que es una de las propiedades mas conocidas y caracteristicas
de la computacién cudntica (heredada, por supuesto, de la mecénica cudntica). Al medir
el cibit en el estado |¢) y asumiendo que para medir utilizamos la base (|bg),|b1)), €l
ctibit colapsard a |bg) con una probabilidad a2, o a |b;) con una probabilidad 8% (Rieffel
y Polak, |2011)). Una base especialmente utilizada en la literatura por su simplicidad es la
base (|0),|1)), de cuyos componentes ya hemos hablado anteriormente. Ademads, esta base
es utilizada por los computadores cudnticos de IBM (Cruz et al., 2019)), que son a los que
tenemos acceso para realizar las ejecuciones en este trabajo. Por lo tanto, en el presente
TFM se utilizara dicha base.

Existen diversas formas de programar un algoritmo en un computador cuantico, siendo
la més habitual el disefio e implementacién de circuitos cudnticos (Bernhardt, 2019; Nielsen
y Chuang, |2011)). Los circuitos cuénticos son similares en concepto a los circuitos clésicos,

aunque existen diferencias importantes entre ambos tipos:

= Bit versus cibit: La diferencia més obvia es que los circuitos clasicos trabajan con
bits, mientras que los circuitos cuanticos trabajan con cibits y sus infinitos estados

posibles.

= Teorema de no clonacién: Otra diferencia es que en los circuitos clasicos podemos
copiar bits, lo que en electrénica digital se conoce como fan-out (Harris y Harris,
2015). Sin embargo, en computacién cudntica no podemos clonar estados cudnti-
cos (Wootters y Zurek, 2009)). El origen de esta imposibilidad tiene su origen, una

vez mas, en la mecanica cudntica. El llamado teorema de no clonacién afirma que no
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podemos copiar un estado cudntico de un cuibit a otro (Park, |1970; Wootters y Zurek,
1982)). La demostracién de dicho teorema estd fuera de los objetivos de este TFM,
pero puesto que la computacién cudntica tiene por objetivo emular las propiedades
de la mecanica cuantica, queda claro que los circuitos cuanticos deben regirse por el

teorema de no clonacion.

= Reversibilidad: Una tercera diferencia entre circuitos clasicos y cudnticos es que es-
tos dltimos deben ser reversibles, también como consecuencia de la mecanica cuanti-

ca (Bernhardt, 2019).

El colapso al medir, la superposicién, el principio de no clonacién y la obligacién de rever-
sibilidad (que hace que nunca se pierda informacién) no son las unicas propiedades de la
mecanica cuantica (Merzbacher, 1998]), pero son las mas importantes para el entendimiento
de este trabajo.

Toda funcién que puede llevarse a cabo a través de un circuito clasico puede implemen-
tarse en un computador cuanticos (Deutsch, 1985)). Por lo tanto, a la hora de construir un
circuito cuantico que implemente una funcién clasica, puede resultar interesante consultar
la literatura sobre electrénica digital cldsica para encontrar disenos optimizados (Thom-
sen et al., 2010). Por ejemplo, los sumadores aritméticos son circuitos muy interesantes
en computacion cuantica, pues son necesarios en multiples algoritmos cuanticos como el
algoritmo de Shor (Shor, 1999). Estos circuitos sumadores estdn construidos siguiendo la
teoria de la electrdnica digital clasica, que ofrece disenos que se han ido optimizado a lo
largo de décadas de estudio (Harris y Harris, [2015; Patterson et al.,[1990). Sin embargo, la
requerida reversibilidad anade una dificultad extra al diseno de circuitos cuénticos (Tha-
pliyal y Ranganathan, 2010). Como norma, esta reversibilidad implica que se necesiten
mds recursos para implementar cualquier funcién respecto a su andloga clasica. A modo
de ejemplo, la Figura muestra dos circuitos que realizan la suma de dos bits A y B,
siendo el circuito de la izquierda clasico y el de la derecha cuantico. La suma de dos bits
produce como resultado otros dos bits: la suma S = A + B y el acarreo C' = A® B. No
es necesario en este momento conocer el funcionamiento de las puertas légicas o cuanti-
cas utilizadas, puesto que solo se pretende demostrar la necesidad de recursos extra en
el caso cudntico. Por simplicidad para este ejemplo, en el circuito cuantico se asume que
las entradas solo pueden ser [0) y |1), representando ambos estados a los bits 0 y 1 res-

pectivamente (y lo mismo ocurre con las salidas). Esta operacién se conoce como “medio
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suma” (Harris y Harris, |2015). El término “medio” se debe a que la operacién no admite
acarreo de entrada. Puede notarse, en esta operacién tan sencilla, que el circuito cuantico,
para mantener la reversibilidad, necesita una entrada mas. También, por estos motivos,
tiene una salida més que el cldsico. Asimismo, son necesarias mas operaciones en la version

cuantica que en la clésica.

Ae

. s A-e o —A

0 V+[{V+|- VES

(a) (b)

Figura 1.2: (a) Esquema, a nivel digital, de un medio sumador cldsico (Yaghoubi et al.,

2014). (b) Esquema de un medio sumador cuantico (Hung et al., 2006).

En base a todo lo expuesto, podemos concluir que todo circuito cudntico que imple-
mente una funcién 1til, y que sea pequeno, serd un recurso valioso incluso aunque no
presente por si mismo ninguna ventaja cudntica (Pérez-Salinas et al., [2020). Sera valioso
porque se puede utilizar en algoritmos y circuitos cudnticos mayores que si ofrecen algin
tipo de beneficio. Volviendo al caso de los sumadores, un circuito cuantico que realice la
suma aritmética, como los expuestos anteriormente, no ofrece ninguna ventaja por si solo.
Sin embargo, tal y como hemos visto, son necesarios para poder implementar algoritmos
cudnticos ttiles como el de Shor (Orts et al., 2020). Un sumador optimizado redundard
en el beneficio total del circuito que implemente el algoritmo de Shor. Si, por ejemplo,
emplea pocos cubits, dejard libres mas cubits para que otras operaciones del algoritmo
puedan utilizarlos y asf resolver la factorizacion para nimeros mayores. Lo mismo ocurre
con muchas otras operaciones, incluida la comparacién (Xia et al., 2019; Xia et al., [2020).

En este trabajo se propone un circuito medio comparador para computacién cuantica.
El funcionamiento de un medio comparador se detalla en la siguiente Seccién, pero de forma
resumida se puede decir que comprueba si un valor A estd por encima de un determinado

umbral, 0 no (Chu y Current,|1999). La necesidad de este tipo de circuitos en computacién
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cuantica se justifica por ser una operacién que resulta fundamental para gran cantidad de
algoritmos cudnticos de probada eficacia en, por ejemplo, el tratamiento de imagenes (Du
et al., 2022; Orts et al., 2021; Yan et al., 2017) o el cdlculo matematico (Bodasingi et al.,
2022; H. Li, 2022; Zhao et al., 2022)). El circuito propuesto estd optimizado en el nimero
de cubits necesario para su implementacién, y en el de operaciones necesarias para realizar

la mencionada operacién.

1.2. Planteamiento del problema

La comparacién es una operacion basica de cualquier sistema que opere con numeros,
incluidos los computadores clasicos (Floyd, |2011). Dadas dos cadenas de bits A y B que
representan cada una un numero binario, un circuito comparador devuelve el resultado
de la comparacién a través de dos o tres bits. En el caso de funcionar con dos bits, el
resultado se devuelve como un nimero binario. Por ejemplo, 00 0 11 si A = B (y valen 0
o 1, respectivamente), 10 si A > B,y 01 si A < B. Para mayor claridad, se muestra este
supuesto en la Tabla[I.1] En dicha tabla, Ay y A son los digitos de A, By y By los de B,y
los digitos S y Sp se corresponden con la salida de la comparacién. No obstante, para evitar
tener que interpretar el resultado, es habitual proporcionar tres salidas: una para cada caso
posible. Por ejemplo, para el caso A =1y B = 0, la salida correspondiente a A > B serd
1, y las restantes salidas seran 0. Si se prefiere trabajar con légica inversa (Harris y Harris,
2015)), los resultados serdn los opuestos, lo importante es poder distinguir el resultado

correcto de los restantes. Un ejemplo de un comparador de solo dos digitos se muestra en

la Figura [1.3]

Existe una versién reducida de estos comparadores, llamada medio comparador (Xia
et al., 2018). El medio comparador realiza una funcién similar a la del anterior comparador
(al que llamaremos comparador completo a partir de ahora, para distinguir claramente a
ambos). Sin embargo, el medio comparador solo identifica si A > B o no (Angulo et al.,
2007). Es decir, devolvera 1 si A > B, o bien 0 si A <= B. El medio comparador es de
gran utilidad para una gran cantidad de aplicaciones en las que es necesario comprobar si
un valor determinado supera (o no) un umbral, sin necesidad de distinguir el caso A = B
del caso A < B (Harris y Harris, 2015). Por supuesto, también puede disenarse de forma
que compruebe si el valor estd por debajo, o no, de un valor umbral en lugar de comprobar

si estd por encima de él (Harris y Harris, 2015). Ademads, el medio comparador tiene la
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Ay | Ao | B1 | Bo || S1 | So
olo|loO]O]oO0]oO
0lo0 |0 ] 1]o0]1
0Ol0|1]01o0]1
0lo0 |1 ]1]o0]1
o100 1]o0
ol1]lo0o]1]o0]o0
o1 [1]01]o0]1
0] 1|1 [11]o0]1
1| ojolo|1]o0
1ol o0o|1(1]o0
1| o100 0]oO
1101 1o0]1
1 1]0]o0f1]o0
1 1]0|1(1]o0
1110 1]o0
11 ]1]1(o0f]o0

Tabla 1.1: Tabla de verdad de un comparador binario de dos digitos. Se comparan dos
cadenas de dos bits A y B, y se produce una salida de dos bits .S que serd 00 cuando A y
B son iguales, 01 cuando A < B, y 10 cuando A > B.

ventaja, respecto al comparador completo, de que necesita menos recursos en forma de
puertas légicas, lo que se traduce en una implementacion fisica mas econémica y reducida
en espacio, y un solo bit de salida. En la Figura se muestra un medio comparador de
nameros de un solo digito. Puede apreciarse a simple vista que necesita menos recursos
que el comparador completo de la Figura Conforme aumente el nimero de digitos

(bits) de A y de B en ambos casos, la diferencia serd ain mayor.

Pasando ya a computacién cuantica, el concepto de medio comparador es exactamente
igual que el expuesto hasta ahora: dados dos nimeros A y B, se requiere un circuito que
determine si A > B o no. Es importante remarcar que no se comparan estados cuanticos,
operacion que sin duda resulta mas compleja (Andersson et al.,|2006), sino que se busca una

forma de representar digitos binarios utilizando cubits, y devolver una salida interpretable
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Alo _D—©A<B

B[O :D—©A>B

Figura 1.3: Ejemplo de disefio digital de un comparador binario de dos digitos. Hay dos

entradas, A y B, y tres salidas posibles. Solo una de las salidas devolverd un 1 en funcién
de los valores de entrada, siendo el valor de las dos salidas restantes 0. Fuente: elaboracién

propia utilizando el software Logisim (Burch, [2002).

3 @ Salida
B[O >0—

Figura 1.4: Ejemplo de diseno digital de un medio comparador binario de dos digitos. Hay

dos entradas, A y B, y una sola salida posible. La salida serd 1 si A > B, y 0 en caso

contrario. Fuente: elaboracién propia utilizando el software Logisim (Burch, [2002)).

a través de una medida o bien por otro circuito cudntico como potencial entrada (H. Li
et al., 2020)). Todo ello cumpliendo con los requisitos impuestos por la mecanica cuantica,
como todos los circuitos cuanticos (Nielsen y Chuang, 2011)). Es directo comprobar que los
circuitos mostrados en las Figuras y no son circuitos cuanticos validos por diversos
motivos: realizan unién de cables, hay diferente nimero de entradas que de salidas, las
puertas légicas utilizadas poco tienen que ver con las puertas cuanticas, y el circuito no
resulta reversible. Por ejemplo, si la puerta AND de la Figura[l.4] devuelve 0, no es posible
recuperar los valores originales de A y B que ha provocado este valor. Obtener un circuito
equivalente a este en términos cudnticos es sencillo y puede realizarse con tres cubits que
solo trabajen con la base |0) y |1) (y como ya hemos dicho, interpretando tales estados como
0 y 1) y utilizando solo tres puertas cudnticas. Se muestra este circuito en la Figura

Sin embargo, obtener un medio comparador eficiente para el caso general de nimeros de NV
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bits no resulta trivial (Xia et al.,|2018)), como lo demuestra la gran cantidad de alternativas

expuesta en el Capitulo

10 ofF - |0) off -
T T | T ol |
10 —p l o N —p T
10) v off - |0) > off -
[1) on I1) on -
M T I T P |
10— l 5 i N— . ram

(c) (d)

Figura 1.5: Diseno equivalente al mostrado en la Figura (1.4} pero para computacion cuanti-
ca. Por motivos de claridad, se muestran los cuatro casos posibles en funcién de las entra-
das. Dados tres cubits A, B, y C (empezando por arriba), el circuito devuelve C' = |1) si
A > B (subfigura c¢), y C' = |0) en caso contrario (subfiguras a, b y d). Fuente: elaboracién

propia utilizando el simulador Quirk (Gidney, |2023).

1.3. Estructura de la memoria

El resto del trabajo se estructura como se indica a continuacién:

= Kl Capitulo 2 introduce las métricas utilizadas para medir un circuito cuantico y hace
una revision de los trabajos existentes en la literatura sobre medio comparadores para

computacion cuantica.
= El Capitulo 3 expone de forma clara los objetivos perseguidos en este trabajo.

= El Capitulo 4 presenta el circuito propuesto y explica en detalle como es posible

reproducirlo en cualquier simulador o dispositivo cuantico real.

= Kl Capitulo 5 realiza un anélisis del circuito propuesto en base a las métricas indi-

cadas en el Capitulo 2, y realiza una comparativa entre el circuito propuesto y los

10
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disponibles en la literatura.
= Kl dltimo Capitulo presenta las conclusiones y los posibles trabajos futuros.

= Finalmente, el Anexo A incluye un resumen del trabajo realizado en formato de

articulo de investigacion.

11



2. Contexto y estado de la técnica

2.1. Circuitos y puertas cuanticas

Ya se ha mencionado que la forma mas habitual de programar un computador cudntico
actual es utilizando circuitos (Combarro y Gonzalez-Castillo, [2023). De forma similar a
como ocurre con los circuitos cldsicos, los cudnticos se construyen utilizando puertas (Bry-
linski y Brylinski, |2002). Las puertas “cudnticas® son la extensién natural de las puertas
légicas al mundo cudntico (Bernhardt, [2019)). Toda puerta cudntica puede representar-
se matemédticamente como una matriz unitaria compleja (Bernhardt, [2019). Las puertas
cuéanticas operan sobre los cubits, modificando sus estados (Nielsen y Chuang, 2011)). Vol-
viendo a la esfera de Bloch (Figura , una puerta cudntica que actie sobre un cubit
modificara el estado actual de dicho cubit, aunque por exactitud seria correcto afirmar que
también podria no tener efecto alguno sobre dicho cubit (Bernhardt, 2019).

En electrénica digital, existe un ntmero limitado de puertas légicas. Para trabajar
sobre un bit, solo existen dos puertas légicas posibles: la identidad y la NOT (Patterson
et al., 1990)). La primera deja el bit como estd, y la segunda lo invierte. A su vez, existe
un pequenio conjunto de puertas que actiian sobre dos bits: la AND, la OR, la XOR, y
sus versiones negadas (Patterson et al., [1990)). En computacién cuantica, existen infinitas
puertas cudnticas posibles para trabajar sobre un solo cibit (Bernhardt, |2019; Nielsen y
Chuang, |2011)). Afortunadamente, existen conjuntos de puertas cuanticas universales que
permiten aproximar a todas las demés (Bernhardt, [2019). Un ejemplo de conjunto universal
nos lo ofrece el llamada grupo Clifford+T. En la Figura se muestran algunas de las
puertas pertenecientes al grupo Clifford+T. En realidad, hay otras puertas pertenecientes
al grupo, pero pueden ser generadas utilizando las mostradas en la Figura

Para entender el funcionamiento de las puertas, supongamos un sencillo ejemplo. Ten-
gamos un unico cibit que inicialmente estd en el estado |0). Si aplicamos a este cubit la
puerta cuantica mostrada en la Figura (f), lamada Pauli-X y cuyo funcionamiento
detallaremos més adelante (de momento, solo nos interesa la matriz mostrada en dicha

figura), realizaremos la siguiente operacién:

0 1 1
X105 = - (2.1)
1 0 0 1

12
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_ o O O
o= o O

5
oo o -
o O = O

Figura 2.1: Puertas cudnticas del grupo Clifford+T: (a) Puerta Hadamard, (b) puerta T,
(c) puerta adjunta de la T, (d) puerta S, (e) puerta adjunta de la S, (f) puerta Pauli-X,

y (g) puerta CNOT. Se muestra, para cada puerta, su simbolo y su matriz (Yan et al.,

2014).

Podemos ver que el resultado de aplicar la puerta Pauli-X sobre un ciibit en el estado |0)
es que el ciibit pasa a estar e el estado |1). Puertas cudnticas diferentes producirén resulta-
dos diferentes en un mismo cibit. Incluso la misma puerta cudntica producird resultados

diferentes sobre estados cuanticos diferentes (bernhardt2019quantum0). Por ejemplo:

0 1110 1
X10) = = (2.2)
1 011 0
En base a los resultados mostrados por la puerta Pauli-X en las Ecuaciones y

puede entenderse el por qué a la puerta Pauli-X se la llama puerta cominmente puerta

NOT por algunos autores (Schmidt-Kaler et al., 2003; Smolin y DiVincenzo, 1996)).

13
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2.2. Puertas cuanticas que aparecen en este trabajo

Se identifican y explican a continuacion las puertas cuanticas utilizadas en este trabajo.
Algunas de estas puertas se utilizan en el circuito propuesto, mientras que otras se utilizan
en los circuitos estudiados. A su vez, hay algunas puertas que no se utilizan directamente

en tales circuitos, pero que son necesarias para implementar a otras puertas cuanticas.

» Puertas Pauli: Las cuatro matrices Pauli son matrices de tamafno 2 x 2 (Pauli,
1988), tal y como se muestra en la Figura Se pueden aplicar pues a un nico
cubit. Aunque las cuatro matrices resultan de gran interés para la computacion
cuédntica (Nielsen y Chuang, 2011)), en este trabajo solo se utiliza la Pauli-X (llamada
X en la Figura , y muy casualmente la Pauli-Z (llamada Z en la Figura
como parte de la implementaciéon de otra puerta cuantica descrita més adelante. Se
describe a continuacién la puerta Pauli-X, que es por tanto la que tiene interés para

este trabajo.

e[t 0 [0 1
0 1 1 0

Yz[(i) _oi Z=[(1) —01]

Figura 2.2: Las matrices Pauli I, X, Y, y Z son posiblemente las matrices ampliamente

utilizadas en computacién cudntica e informacién cudntica (Nielsen y Chuang, |2011)).

La puerta que implementa a la matriz X ya ha sido mencionada en la Seccién anterior,
en la Ecuaciéon donde ademds se menciond que es comun encontrar trabajos en
los que se le denomina puerta NOT debido a que si se aplica sobre un ctbit con el
estado |0) se obtiene el estado |1), y viceversa. Sin embargo, la analogia con la puerta
clasica NOT solo se cumple si trabajamos con estas bases. Lo que en realidad hace
la puerta Pauli-X es intercambiar las amplitudes de los estados base sobre los que

trabaja. Dicho formalmente, dado un cibit en el siguiente estado:

¥ = al0)+ B[1) (2.3)
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el efecto de aplicar una puerta Pauli-X sobre dicho cubit sera el siguiente:

V) =B10) +all) (2.4)

Lo que hace, pues, la puerta Pauli-X es intercambiar las amplitudes de los estados
base, y no una negacién de estados tal y como la entendemos en computacién clésica,

que implica transformar un 1 en 0, o un 0 en 1.

= T: La llamada puerta T introduce una fase de % en el estado del cibit (Barenco
et al., [1995). Su matriz 2 x 2 se muestra en la Figura La puerta T no se usa
directamente en este trabajo, pero si es requerida en la implementacién de otras
puertas que si forman parte de los circuitos aqui estudiados, como por ejemplo la
puerta Toffoli (se estudia mas adelante en esta misma Seccién). Una peculiaridad
de esta puerta es que hoy en dia no es posible su simulacién de forma eficiente en
un computador clasico (Yuan et al., 2022)). Adema4s, el coste de su implementacién
es mas elevado que el del resto de puertas cudnticas de su mismo tamano (Litinski,
2019)). Este coste extra ha generado gran interés en el mundo de la investigacién para
conseguir circuitos cuanticos que reduzcan el nimero de puertas T necesarias para
su implementacién, lo que supone un ahorro en el coste de dichos circuitos (H. Li

et al., 2020; Orts et al., 2021; Thapliyal et al., [2019).

Lo

Figura 2.3: La matriz de la puerta T tiene un tamano de 2 x 2. Es una puerta que no
puede ser simulada de forma eficiente por los computadores clasicos, ademéas de tener un

coste superior al del resto de puertas (Litinski, 2019).

= Inversa de la T: No causa sorpresa que la puerta inversa de la puerta T, que se
denotara como T’, introduzca una fase de —% (Barenco et al., [1995). Esta puerta
comparte las caracteristicas de coste elevado e imposibilidad de simulacién clédsica

eficiente con la puerta T (Litinski, [2019)). Se muestra su matriz en la Figura

= S: Similar a la puerta T, pero en este caso introduce una fase de % (Barenco et
al., [1995). Al igual que las dos puertas anteriores, no se utiliza directamente en

los comparadores estudiados o en el propuesto, pero si en otras puertas cudnticas

15



Francisco José Orts Gémez
Master en Computacién Cudantica

[é e—?ﬂ/4]

Figura 2.4: La matriz de la inversa de la puerta T permite revertir la fase inducida por la

puerta T.

involucradas en ellos. La puerta S no tiene los problemas vistos para las puertas T

y T’. Se muestra su matriz en la Figura[2.5

o

Figura 2.5: La matriz de la puerta S realiza un giro de 90 grados alrededor del eje Z de la

esfera de Bloch.

= Hadamard: La puerta Hadamard, a veces llamada simplemente H, es de gran im-
portancia para la computacién cuédntica (Nielsen y Chuang, 2011)), aunque en este
trabajo su uso se limita al de componente para la construccién de otras puertas
de mayor tamano. Se muestra su matriz en la Figura Esta puerta se utiliza

fundamentalmente para poner los cibits en superposicién (Bernhardt, [2019).
50l
211 —1

Figura 2.6: Matriz de la puerta Hadamard. La puerta Hadamard permite poner en super-

posicién el estado de un cubit.

= CNOT: El término CNOT, del inglés Controlled-NOT, hace referencia a una puerta
Pauli-X controlada (Bernhardt, [2019). Este término es ampliamente utilizado en la
literatura sobre circuitos cuanticos (H. Li et al., |2022; P. Li et al., 2020; Thapliyal
et al., 2019)), por lo que lo mantendremos en este trabajo. Es una puerta controlada
de dos cubits (Nielsen y Chuang, 2011)). Una puerta controlada siempre tiene uno o
mas cubits de control, y un tnico cibit objetivo. Sobre el cibit objetivo se aplicard
una operacién U (una puerta cudntica 2 x 2, como por ejemplo la anterior Pauli-X),

pero solamente si el estado del cibit o cibits de control es |1). En el caso concreto
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de la puerta CNOT, se tiene un cuibit de control ¢ y un cibit objetivo o, de forma
que se aplica una operacién equivalente a aplicar una puerta Pauli-X sobre o pero
solo si ¢ = |1). Esta operacién se nota como |c) @ |o) (Nielsen y Chuang, 2011). La
matriz asociada a la puerta CNOT se muestra en la Figura .

_ oo O
o RO O

OO
o o O

Figura 2.7: Matriz de la puerta CNOT. La puerta CNOT es una puerta 4 x 4 con un ctibit
de control y un cibit objetivo. Estd intimamente relacionada con la puerta Pauli-X, y de
manera simplificada se puede decir que aplica una puerta Pauli-X sobre el cubit objetivo
siempre que el cibit de control esté en el estado |1), y no hace nada en caso de estar en el

estado |0).

Para mayor claridad, se muestra la tabla de verdad (Tabla de la puerta CNOT
sobre dos cibits considerando las bases canénicas de C?. Pero es importante no-
tar que esta tabla solo sirve para dar una idea intuitiva del funcionamiento de la
puerta, pues la CNOT podria aplicarse a los infinitos estados cudnticos posibles de
esos cubits. Esta puerta resulta muy similar a la puerta clasica XOR, que devuelve
0 cuando las dos entradas son iguales, y 1 cuando son diferentes (Harris y Harris,
2015)). No obstante, la puerta XOR tiene una tnica salida, mientras que la CNOT
tiene una salida (cubit, en este caso) extra por motivos de reversibilidad. En reali-
dad, la salida extra es simplemente la entrada ¢, que mantiene su valor. Hay una
situacién que puede resultar contraintuitiva al no ocurrir nada parecido en compu-
tacion clésica (Nielsen y Chuang, 2011): en ciertas situaciones, el cibit de control
podria cambiar su valor tras aplicarle esta puerta. Esta situacion no puede deducirse
a partir de la Tabla y es por ello que antes se ha remarcado su incompletitud
como descriptora de la puerta CNOT. Se dan mas detalles de este curioso fenémeno

a continuacién.

Es importante también mencionar que esta puerta esta intimamente relacionada con
el entrelazamiento (Bernhardt, 2019). Una vez remarcado que la puerta se puede

aplicar sobre cualquier estado cudntico, un ejemplo interesante viene al aplicarla
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c o d |od=cho
10) ] 10> || 10) 0)
0> | [1) ] 10) 1
110y ]| 1) 1)
DD ] D) 0)

Tabla 2.1: Tabla de verdad de la puerta CNOT. ¢ y o son los cibits de control y objetivo,

respectivamente. ¢’ y o/ muestran el estado de los ctibits ¢ y o tras aplicar la puerta CNOT.
Como todas las puertas cuanticas, la puerta CNOT puede aplicarse sobre cualquier estado
cuantica, y no unicamente sobre los estados |0) y |1). Por lo tanto, esta tabla de verdad
puede utilizarse para ayudar a explicar los efectos que tiene esta puerta, pero entendiendo

que su aplicaciéon no esta limitada a los casos mostrados en dicha tabla.

sobre los cubits con el estado ¢ = %( |0> + |1)) y o = |0). Si ahora se aplica sobre
ellos una puerta CNOT (respetando la nomenclatura que hemos usado hasta ahora,
¢ serd el cubit de control y o el ctibit objetivo), se llega a un estado cuédntico en el
que no podemos describir por separado el estado de cada cibit: %(|00> +1]11)). Este
estado es uno de lo famosos estados de Bell (Bell, |1964), cuyas propiedades son de
especial interés para la comunidad cientifica (Y.-H. Kim et al., [2001; Tittel et al.,

2000).

» Toffoli: La puerta Toffoli es una extensién de la puerta CNOT (Toffoli, [1980). De
hecho, en algunas fuentes se le denomina CCNOT (Reed et al., |[2012)). Es similar en
comportamiento a la puerta CNOT, pero con dos ctbits de control. Dados dos ctibits
€1y co que actuardn como cuibits de control, y un tercer ctibit o que actuard como
ctibit objetivo, se invertirdn las amplitudes de |0) y |1) del estado de o pero solamente
si tanto ¢; como ¢y estan en el estado |1). Se muestra la matriz correspondiente a
esta puerta en la Figura Se puede ver que su tamano es de 8 x 8. Esto es debido

al producto tensorial de las bases de los tres cubits involucrados (Bernhardt, 2019).

Existe en computacién clasica una puerta légica llamada NAND, que acepta dos
entradas y devuelve siempre un 1, salvo cuando ambas entradas valen 0, en cuyo
caso devuelve un 0 (Harris y Harris, 2015). Esta puerta NAND es una puerta uni-
versal: con ella, y solo con ella, se puede implementar cualquier funcién posible en

computacion cldsica (Roth Jr et al., 2020)). La puerta Toffoli es capaz de reproducir
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Figura 2.8: La matriz de la puerta Toffoli es de tamafio 8 x 8. Puede verse el crecimiento
de las matrices viendo los tamanos de las matrices Pauli, la CNOT, y ahora la Toffoli,

conforme aumenta el nimero de ctbits.

el comportamiento de la puerta NAND, como puede verse en su tabla de verdad
(Tabla. Si se observan aquellos casos en los que o vale inicialmente 1, puede ver-
ses como la puerta Toffoli se comporta de forma similar a lo descrito para la puerta
NAND: o valdrd siempre 1 (|1)), excepto cuando ¢1 y ¢2 valgan ambos 1. Este resul-
tado es especialmente importante: si una puerta cuantica es capaz de reproducir una
puerta clasica universal, entonces es posible implementar cualquier funcién cléasica

en computacién cuantica.

La puerta es ampliamente utilizada en circuitos cuanticos de todo tipo, y es actual-
mente objeto de un intenso estudio para tratar de optimizar su implementacién (Y.
Kim et al., [2022)). De entre las diversas implementaciones propuestas, posiblemente
la més utilizada en la literatura (Bharti et al., 2022; Campbell et al., 2017; Murali
et al.,|2019) es la propuesta por Amy et al. (Amy et al., 2013)). Como puede verse en
la Figura [2.9] estd compuesta de varias puertas CNOT, ademads de otras puertas de
un solo cibit ya estudiadas en esta Seccion. Consta pues de 16 puertas cudnticas de
tamanos 2 x 2 o 4 x 4. Existen otras implementaciones para la puerta Toffoli (Orts
et al., 2022), pero no son de interés para este trabajo puesto que como se verd en
la Seccion siguiente, se terminara utilizando una versién concreta de dicha puerta

como consecuencia de la plataforma de trabajo elegida.

Por motivos de claridad, conviene resaltar que las diversas implementaciones de la

puerta Toffoli no modifican su funcionamiento, sino que permiten realizar su funcio-
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Tabla 2.2: Tabla de verdad de la puerta Toffoli. ¢; y c2 son los ctibits de control, y o el ciibit

objetivo. ¢}, ¢, y o' muestran el estado de los ctbits tras aplicar la puerta Toffoli. Si o se
establece inicialmente a |0), la puerta Toffoli se comporta como una puerta AND clésica que
realiza la operacion cjca, mientras que si o se establece a |1) se comporta como una puerta
NAND clasica (Roth Jr et al., . Este ultimo comportamiento es excepcionalmente
importante, pues demuestra que la puerta Toffoli es una puerta universal para computacién

cldsica en computadores cuanticos.

Figura 2.9: Esta implementacién de la puerta Toffoli es la mas eficiente disponible ac-
tualmente en términos de nimero de puertas necesarias (Amy et al., 2013). Las puertas
mas complejas, como esta, no suelen hacerse con una sola operacién, sino que involucran

operaciones (puertas) mas pequenas.

nalidad utilizando menos recursos o de forma mas rapida. Resulta obvio decir que,
si se modifica el comportamiento de la puerta Toffoli, ya no seria la puerta Toffo-
li. Un ejemplo sencillo de esto es la puerta Légica-AND temporal, descrita justo a

continuacion.

» Logica-AND temporal: La puerta Logica-AND temporal (Gidney, [2018) realiza

casi la misma funcién que la puerta Toffoli, pero presenta ciertas diferencias en su
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comportamiento que la hacen interesante. Dicha implementacién se muestra en la
Figura Las dos primeras puertas, identificadas como H y T respectivamente (se
detalla su funcionamiento un poco més adelante), ponen al tercer cibit en el estado
%(|0> tet |1)). Para que la puerta Logica-AND temporal funcione correctamente,
este cubit tiene que estar inicialmente en el estado |0), para que al aplicar las puertas
H y T se llegue al estado mencionado. Vemos una primera diferencia con respecto a la
puerta Toffoli: esta otra puerta no puede partir con un ciibit objetivo en el estado |0),
con las implicaciones que ello tiene. Por ejemplo, no podra simular a la puerta NAND
cldsica ni por tanto implementarse cualquier funcién légica utilizando esta puerta.
Una pequena ventaja de la puerta Légica-AND temporal frente a la puerta Toffoli
seria que necesita menos puertas de tamanos 2 x 2 o0 4 x 4 para su implementacién: 13
puertas frente a las 16 de la puerta Toffoli. Sin embargo, la principal ventaja de esta
puerta y que la hace tan atractiva en gran cantidad de trabajos de investigaciéon es su
capacidad para revertirse de forma muy rapida y utilizando muy pocas puertas (Cao

et al., 2019; Daley et al., 2022; Gidney y Ekera, 2021)). Pero para entender esto, es

necesario introducir otra puerta: la puerta que revierte a la Logica-AND temporal.

Figura 2.10: Implementacién de la puerta llamada 16gica-AND temporal propuesta por
Gidney (Gidney, . Para que funcione, el cubit identificado como C' debe inicializarse
en el estado %(|O>+e% |1)). Puede verse que consta de 11 puertas de uno o dos cibits, que
tiene un retraso de 94\, un cubit auxiliar (C, puesto que es un valor de entrada constante),
y que no tiene salidas basuras puesto que al finalizar C contiene el resultado, y A y B

tienen sus valores originales.

= Inversa de la puerta Logica-AND temporal: Como norma, se considera una
buena practica revertir las operaciones realizadas en computacién cuantica una vez
han cumplido su comentido (Mohammadi y Eshghi, . Los motivos de ello se
explican en detalle en una Seccién posterior. Baste ahora decir que el objetivo de
revertir operaciones es dejar los cubits en su estado original para que puedan ser

utilizados por otras operaciones (Bennett, [1973). En el caso de la puerta Toffoli,
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revertir dicha operacién requiere aplicar otra puerta Toffoli. Resulta trivial que el
coste en términos de puertas cudnticas sera el doble: 16 puertas para implementar

la puerta Toffoli, y otras 16 para revertir la operacion y dejar libres esos cubits.

En el caso de la puerta légica-AND temporal, su autor propuso una segunda puerta
(que llamaremos inversa de la l6gica-AND temporal) que permite revertirla sin ne-
cesidad de tener que aplicar otra vez dicha puerta (Gidney, 2018)). Para ello, utiliz6
una estrategia definida en un trabajo anterior (Jones,|2013) para simplemente medir
el cibit objetivo y, una vez medido, realizar una sencilla operacién mediante una
puerta Z. Queda fuera del ambito de este trabajo detallar el funcionamiento de esta
técnica, pero como las puertas 1égica-AND temporal y su inversa aparecen en uno de
los circuitos estuiados, resulta necesario tener nociones fundamentales sobre dichas
puertas. Es suficiente sabe que revertir esta puerta tendra un coste de tan solo dos
puertas cudnticas (y una medicién). En la Figura se muestra la puerta inversa

de la 16gica-AND temporal.

]
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Figura 2.11: Implementacién de la puerta inversa de la 16gica-AND temporal (Gidney,
2018). En lugar de tener que invertirse aplicando una inversién literal del circuito de
la Figura [2.10], esta puerta utiliza una aproximacién diferente para logrando utilizando

muchos menos recursos (Jones, 2013).

» SWAP: La puerta swap (Fredkin y Toffoli, 1982)) es una puerta cuantica que actia
sobre dos ctibits, es decir, se corresponde con una matriz 4 x 4 (Figura , y puede
implementarse facilmente utilizando tres puertas CNOT. A diferencia de las puertas
multiciibit anteriores, esta puerta no es una puerta controlada. Es decir, que no hay
un cubit controlando que se aplique o no una operaciéon sobre un cibit objetivo. En
este caso, la operacion a realizar es el intercambio del estado cuantico de dos cubits.

Sean A y B dos ctibits, cada uno con el siguiente estado:

|A) = a|0) + B[1),[B) = 7|0) +01) (2.5)
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La puerta SWAP provocara el siguiente resultado:
[A) =7(0)+611),]B) = a[0) + B[1) (2.6)

Es importante matizar que esta puerta no esta copiando estados cuanticos, algo que
ya se ha dicho que no es posible en computacién cudntica. Lo que hace la puerta
SWAP es intercambiar el valor de los dos cibits involucrados, sin ningin tipo de
copia o creacién de informacién (Nielsen y Chuang, 2011). Pese a que inicialmente
podria parecer que una puerta que solo intercambia valores es poco 1til, lo cierto es
que es muy utilizada en la literatura (Lye et al., 2015; Sangouard et al., [2005; Wille
et al., [2014).

oS RO O
_- oo O

S OO -
S O O

Figura 2.12: La matriz de la puerta SWAP es de tamano 4 x 4, y en caso de aplicarse sobre

dos cubits intercambiara el valor de tales cubits.

= SWAP controlada: La puerta SWAP controlada (Fredkin y Toffoli, [1982) es una
puerta que involucra tres cubits (8 x 8, ver Figura . Es similar a la puerta
anterior, pero anadiendo un cibit de control. y utilizando dos puerta CNOT y una
puerta Toffoli en lugar de tres puertas CNOT. Resulta trivial explicar que en este
caso la operacion de intercambio de valores entre dos cubits solo se realizara si
el cibit de control estd en el estado |1). Algunos ejemplos de uso de esta puerta
incluyen comparadores (Xia et al., 2019) o circuitos para el tratamiento cudntico de

imagenes (Xia et al., [2020)).

= Peres: De forma simplificada, la puerta Peres produce un efecto similar al que pro-
ducirfan una puerta Toffoli aplicada sobre tres cibits A, By C (siendo este tltimo el
ctbit objetivo), y una puerta CNOT que realice la operacién A® B (Peres, |1985). Es
decir, realiza las operaciones AB®C y A® B. No obstante, esta puerta implementa
de una vez ambas operaciones, por lo que en caso de tener que realizar la sucesiéon
de puertas descrita (Toffoli y CNOT), el uso de una puerta Peres permitird hacer

dichas operaciones con una sola puerta. La matriz de la puerta Peres puede verse
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Figura 2.13: La matriz de la puerta SWAP controlada, de tamafio 8 x 8, permite aplicar
una operacion SWAP entre dos cubits solamente si un tercer cibit de control estd en el

estado |1).
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Figura 2.14: La matriz de la puerta Peres, de tamano 8 x 8. Esta matriz produce el mismo
efecto que aplicar de forma consecutiva una matriz Toffoli y una CNOT sobre los cibits
de control de la Toffoli. Sin embargo, ambas operaciones pueden integrarse en una sola,

como puede verse en esta matriz (Peres, [1985).

en la Figura Esta puerta también permite emular a la puerta NAND (resulta
trivial demostrarlo, pues se ha dicho que una de las operaciones que realiza la Peres

es AB@® (), por lo que también es una puerta para computacién clésica.

Existen diversas implementaciones propuestas para la puerta Peres, siendo la mas
eficiente en niimero de puertas cudnticas la ofrecida por Li et al., mostrada en la Fi-
gura (H. Li et al., 2020). Esta implementacién requiere de 15 puertas cudnticas,

una menos que la puerta Toffoli. En realidad, el ahorro es de dos puertas, puesto que
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Figura 2.15: Implementacién de la puerta Peres (H. Li et al., 2020). La puerta Peres
permite realizar sobre tres cubits A, B y C, de una sola vez, las operaciones AB® C' y

A@C.

en el caso de la puerta Toffoli habria que aplicar una puerta CNOT extra, operacion
que en la puerta Peres ya estd incluida. La puerta Peres se aplica, precisamente,
cuando se aplican numerosas puertas Toffoli seguidas de puertas CNOT. En su lu-
gar, se utiliza la Peres para conseguir un ahorro de puertas cuanticas. El ahorro

serd mayor cuantas mas puertas Toffoli y CNOT se puedan reemplazar por puertas

Peres (H. Li et al., [2020]).

2.3. Puertas disponibles en la plataforma IBM Quantum

Los circuitos a estudiar, asi como el circuito propuesto, se van a implementar en la pla-
taforma IBM Quantum (IBM, como parte de este trabajo. Por lo tanto, es importante
verificar que las puertas cuanticas estudiadas en la Seccidén anterior estan disponibles para
su implementacién en dicha plataforma, ya sea de forma directa, o bien mediante el uso de
otras puertas cuanticas. En la Figura se muestran aquellas puertas (y su simbolo) que
estan directamente incluidas en la plataforma IBM Quantum, y que por tanto se pueden
utilizar directamente. Estas puertas no son todas las disponibles en la plataforma, sino
que es un listado de las puertas que se necesitan para implementar los circuitos recogidos
en este trabajo.

En base a dicha lista, queda patente que las siguientes puertas cudnticas necesarias no
estan incluidas en la plataforma y sera necesario recurrir a implementaciones a partir de

otras puertas:

= Logica-AND temporal: se usara la implementacién mostrada en laa Figura [2.10

= Inversa de la 16gica-AND temporal: se usard la implementacién mostrada en laa

Figura 2.11}
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Puerta Simbolo Puerta Simbolo
Pauli-X @ T
Pauli-Z - )
Hadamard . 5
CNOT E Swap
: Swap
Toffoli é controlada

Figura 2.16: Nombre y simbolo de las puertas cuanticas necesarias en este trabajo incluidas

en la plataforma IBM Quantum.

Por lo demas, solo un detalle requiere de atencién. Aunque la puerta Toffoli estd dispo-
nible aparentemente de forma nativa, en realidad esta implementada utilizando el diseno
mostrado en la Figura[2.17] El motivo de que utilicen este disefio y no el descrito por Amy
et al. mostrado en la Seccién anterior (Amy et al., no se detalla. Si puede verse
que este otro diseno requiere una puerta cudntica menos. Por sencillez, en este trabajo se
utilizard el disenio disponible en la plataforma de IBM.

De igual modo que ocurre con la puerta Toffoli, la implementacién utilizada por la
plataforma de IBM para la puerta Swap controlada es la mostrada en la Figura [2.18
Simplemente utiliza una puerta CNOT, una Toffoli, y otra CNOT. La puerta Toffoli estd
implementada conforme lo descrito en la Figura En este trabajo se utilizara esta

versién de la puerta SWAP controlada, que en este caso si coincide con la descrita en la
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Figura 2.17: Implementaciéon de la puerta Toffoli que ofrece la plataforma IBM Quantum.

Esta es el diseno que se utilizara si utilizamos la puerta Toffoli incluida en dicha plataforma.

Seccién anterior, pero con la diferencia de implementaciones para la puerta Toffoli.

»
©:0
[ ] o [ ]
Figura 2.18: Implementacién de la puerta Toffoli que ofrece la plataforma IBM Quantum.

Esta es el diseno que se utilizara si utilizamos la puerta Toffoli incluida en dicha plataforma.

2.4. Meétricas

A la hora de medir un circuito cldsico, es comun describirlo en términos tales como su
coste de fabricacion, su tiempo de ejecucion, su consumo energético, o incluso el espacio
que ocupa (Hasan et al., Soumya et al., Zhuang v Wu, . De esta forma, si
tenemos dos circuitos diferentes que realizan la misma funcién, resulta sencillo compararlos
si previamente los hemos medido utilizando estas métricas (Harris y Harris, [2015)). Si uno
de los circuitos es més rapido que el otro, diremos que es mejor en tales términos. No
obstante, el circuito mas lento podria ser mas barato, resultando mas adecuado que el
otro circuito en un contexto de ahorro econémico. De hecho, es habitual encontrar disenos
optimizados en una o varias métricas que a menudo sacrifican el resto de las métricas en
favor de las prioritarias (Bruce et al., Han y Carlson, Naseri y Timarchi, .
Por ejemplo, los llamados sumadores de acarreo anticipado son sumadores especialmente
rapidos, pero cuyo coste es bastante mas elevado que el de otros tipos de sumadores (Harris
y Harris, . Precisamente tienen un coste mayor porque emplean mas recursos para
conseguir tal velocidad (Liu et al., . Estos sumadores serdn mas valiosos que los
sumadores méas lentos cuando la velocidad sea un factor importante. Sin embargo, si la
prioridad es reducir costes, estos sumadores no deberian ser la primera opcién. El que un

circuito sea mejor que otro dependera pues de la utilidad que se le quiera dar, pero no
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podemos establecer que una o varias métricas sean mejores que el resto.

En computacién cuantica también existen métricas para medir la bondad de los cir-
cuitos en determinados aspectos (Mohammadi y Eshghi, 2009)). Existen métricas para
medir los circuitos desde el punto de vista fisico y analégico (Paredes-Barato y Adams,
2014)), y otras métricas mas adecuadas para medirlos a nivel digital (Thapliyal y Ranga-
nathan, 2010)). Los dispositivos cuédnticos actuales estan construidos utilizando diferentes
tecnologias: superconductores (Houck et al., 2008), iones (Leibfried et al., 2003)), y otras
propuestas (Kok et al., |2007) compiten por ser las que consigan maquinas cudnticas més
avanzadas (Jazaeri et al., 2019). Comparar circuitos centrados en diferentes tecnologias
no resulta especialmente 1til, puesto que lo normal es que cada uno de esos circuitos se
centre en las prioridades de su tecnologia. Por citar un ejemplo, en computacién cuantica
6ptica (Kok et al., [2007) existen grandes dificultades para construir puertas controladas,
por lo que se priorizan los disenos de circuitos que permitan minimizar su uso (Lemr et al.,
2015). Este problema no ocurre con otras tecnologias, por lo que dicha métrica (el nimero
de puertas controladas) solo resultard 1til en un contexto de computacién cuédntica optica.

Puesto que no existe una tnica tecnologia cuantica, resulta ttil proponer disenos digi-
tales para los circuitos en lugar de centrarse en una tecnologia, de forma que estos sirvan
para cualquier dispositivo cuantico disponible. Por supuesto, construir circuitos adaptados
a la tecnologia a usar es fundamental, pero es una tarea que deberia hacerse a partir de
disenos digitales optimizados, de igual forma a como se hace en circuitos clésicos (Harris
y Harris, 2015)). En la literatura sobre circuitos cudnticos es frecuente este enfoque de
diseno de circuitos digitales, habiendo abundancia de trabajos (Héner et al., 2020; Y. Kim
et al.,[2023; H. Li et al., [2020; H. Wang et al., 2022). En este nivel, existen varias métricas
empleadas por estos trabajos para medir y comparar circuitos. Mohammadi y Eshghi defi-
nieron un marco de trabajo para medir circuitos cudnticos (Mohammadi y Eshghi, [2009)).
ampliamente utilizadas. El trabajo de Mohammadi y Eshghi permite, de forma sencilla,
analizar y comparar circuitos cudnticos a un nivel digital, y es sido ampliamente utilizado
en la literatura (Gaur et al., [2019; Majumdar y Sur-Kolay, 2020; Noorallahzadeh et al.,
2021). En particular, este trabajo propone cuatro pardmetros para medir y analizar la

bondad de un circuito:

= Coste cudntico: El coste cuantico nos permite hacernos una idea aproximada de la
complejidad de un circuito. El coste cudntico indica el nimero de puertas de uno o

dos cubits que componen el circuito. Existen algunos trabajos en la literatura (Cha-
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krabarti y Sur-Kolay, 2008)) que utilizan como métrica el nimero de puertas (de
cualquier tamano) que componen un circuito, pero esta comparacién puede resultar
enganosa. En caso de comparar dos circuitos A y B, el primero compuesto por una
puerta Toffoli, y el segundo compuesto por tres puertas Pauli-X, comparar directa-
mente su numero de puertas nos llevaria a la errénea idea de que B es un circuito
mas complejo que A. Es por ello por lo que el coste cuantico identifica el niimero de
puertas de uno y dos cibits, y no las de mayor tamafnio. En caso de una puerta de 3
0 mas cubits, su coste cuantico vendra dado por el nimero de puertas de uno y dos

cubits que la componen.

Retraso: El retraso (delay, en inglés) es una métrica relacionada con la velocidad del
circuito. La velocidad de un circuito cudntico estd intimamente relacionada con la
tecnologia utilizada y las diversas implementaciones tanto de los cibits como de las
puertas cuanticas. En lugar de medir tiempos, lo que hace el retraso es indicar el
numero de puertas de uno y dos ctibits que se ejecutan secuencialmente en el camino
critico del circuito. De forma similar, el retraso de una puerta multi-ctibit vendrd
determinado por el nimero de puertas de uno y dos cubits que deben ejecutarse

secuencialmente. Se define la unidad delta (A) como unidad del retraso.

Cubits auxiliares: Mohammadi y Eshghi denominan cibit auxiliar (ancilla qubit, en
inglés) a todo cubit que inicialmente tiene un valor constante. Dicho de otra manera,
se considera cibit auxiliar a todo cibit que no se utiliza para introducir en el circuito
los valores externos necesarios para que este pueda realizar su funcién. En el caso de
este trabajo, que realiza la comparacion entre dos nimeros a y b, se considerara un
cubit auxiliar cualquier ctibit que inicialmente no se utilice para introducir los digitos
de a y de b. Los ejemplos mas comunes de cubits auxiliares son cubits utilizados para
realizar operaciones auxiliares o para contener la salida/s del circuito (Thapliyal y

Ranganathan, 2010).

Salidas basura: Se denomina salida basura a cualquier salida del circuito que cumpla
estas dos condiciones: 1) no contiene un valor que forme parte de la solucién del pro-
blema resuelto por el circuito (y que por tanto es 1til para una operacién posterior),
y 2) no contiene el estado cudntico al que se inicializé al comienzo del circuito. Los
cubit que no se restauran a su valor original no pueden ser utilizados por circuitos

posteriores al no conocerse su estado. Con los dispositivos cudnticos actuales tenien-
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do recursos limitados, revertir estos cubits a su estado original resulta fundamental
para aprovechar correctamente los recursos disponibles y poder asi construir apli-
caciones mayores. Para revertir estos cibits a su estado debe realizarse un proceso
adecuado que mantenga la reversibilidad del circuito completo, como por el ejemplo
el propuesto por Bennett, [1973. De forma simplificada, el método de Bennet consiste
en aplicar un circuito inverso. Este circuito es exactamente igual que el anterior, pero
todas las puertas cudnticas se aplican en el orden exactamente inverso. La primera
puerta serd la tltima, y viceversa. Aunque algunos dispositivos cuédnticos ofrecen
operaciones de reseteo que son inmediatas, como es el caso de los computadores de
IBM, estas operaciones no son reversibles y pueden provocar errores en caso de que

los circuitos se deban integrar dentro de otros.

A modo de ejemplo de estas métricas, se va a analizar el circuito mostrado en la
Figura Este circuito es la ya descrita puerta cudntica légica-AND temporal, que
establece un qubit C' a |1) si y solo si otros dos cubits A y B estan en el estado |1) (Gidney,
2018). La Figura es ligeramente diferente a la Figura m que se mostré para ilustrar
su funcionamiento. Esto es debido a que la Figura [2.10] muestra no solo la puerta en si,
sino también los preparativos necesarios para que funcione. Ya se mencionén que para
que esta puerta funcione correctamente, es necesario inicializar C' en el estado %(\@ +
e [1)). Pero en la Figura que es similar a como es decrita por su autor en la fuente
original (Gidney, 2018)), no se muestran dichos preparativos. Precisamente se remarca esto
ahora para entender que es necesario conocer las puertas para conocer sus costes reales.
Por lo demas, podemos determinar que el circuito tiene un cubit auxiliar, puesto que el
objetivo C siempre estd preparado en el estado indicado. El resultado se almacena en el
cubit C', mientras que los otros dos cibits A y B mantienen su valor original. Por lo tanto,
no hay salidas basura. Determinar el coste cuantico de la puerta légica-AND temporal
resulta trivial una vez sabemos que tenemos que preparar el estado cuantico indicado para
C' utilizando una puerta H y una puerta T (ver Seccién: el circuito consta de 11 puertas
cuanticas de uno y dos cubits, mas esas dos puertas, por lo que su coste cuantico sera de
13. Finalmente, el retraso vendra dado por el niimero de puertas que deben ejecutarse
secuencialmente, dando un resultado de 11A. Para mayor claridad, en la Figura se
han identificado numéricamente los 9 intervalos de 1A cada uno. Habria que anadir las
puertas H y T que se ejecutan de forma secuencial para preparar C, y asi obtenemos el

valor de 11A.
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Figura 2.19: Simbolo e implementacién de la puerta llamada 16gica-AND temporal (Gid-
ney, 2018)). Para que funcione, el cibit identificado como C' debe inicializarse en el estado
%(\(D +eT |1)) utilizando una puerta H y una puerta T (no mostradas en la imagen).
Puede verse que consta de 11 puertas de uno o dos cubits, que tiene un retraso de 94\, un

ctbit auxiliar (C, puesto que es un valor de entrada constante), y que no tiene salidas ba-

suras puesto que al finalizar C' contiene el resultado, y A y B tienen sus valores originales.

Para una total claridad de cara al andlisis de los circuitos, se muestra en la Tabla
el coste cudntico y retraso de todas las puertas cudnticas involucradas en este trabajo.
Estos valores corresponden a su uso en los dispositivos cuanticos reales de IBM en los
términos que se han descrito en esta Seccién. Es importante aclarar que se considerara la
misma implementacién de las puertas para todos los circuitos analizados (pues las pruebas
y medidas se realizaran en la plataforma de IBM) con independencia de la implementacién

escogida por los autores en los trabajos originales.

2.5. Comparadores en la literatura cuantica

Dada la importancia de la comparacién, ya existen trabajos previos en los que se
proponen circuitos cudnticos para realizarla (H. Li et al., |2020; Orts et al., 2021} Xia et
al., 2018, 2019; Xia et al.,2020). En esta Seccién se hace una revisiéon de los comparadores
mas recientes publicados en la literatura sobre computacién cuantica. No se incluyen en
esta revision los comparadores completos, puesto que comparar los recursos de este tipo
de comparadores con los utilizados por los medio comparadores no tendria sentido, al
asumirse que los primeros necesitan mas recursos al realizar mas operaciones y ofrecer una
funcionalidad ampliada. Por lo tanto, la revisién se centra solo en los medio comparadores.

En 2018, Xia et al. propusieron dos comparadores (Xia et al., [2018). El primero de

ellos es un medio comparador, y el segundo un comparador completo, por lo que solo
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Puerta Coste cudntico | Retraso (A)
Pauli-X 1 1
Pauli-Z 1 1
T 1 1
T 1 1
S 1 1
CNOT 1 1
Swap 3 3
Légica-AND temporal 13 11
Toffoli 15 11
Swap controlada 17 13

Tabla 2.3: Métricas del circuito propuesto, sin revertir las salidas basura, y con las salidas
basura ya eliminadas. Se muestra el coste cuantico, el retraso, en nimero total de ctubits,
y el nimero de salidas basura. Revertir las salidas basura tiene un coste alto en términos

de coste cuantico y retraso, pero permite dejar libres 2N — 1 cubits.

el primero es de interés para este trabajo. Para la construccion del comparador, Xia et
al. construyeron dos subcircuitos llamados CGC y ICGC'. El primero devuelve el acarreo
generado al sumar dos digitos, o tres si se le pasa un acarreo anterior (Figura, mientras
que el segundo es igual que el primero pero en orden inverso (para revertir los cibits a su
estado original). Cada uno de estos circuitos consta de dos puertas Pauli-X, dos puertas
CNOT, y una puerta Toffoli. Para construir el comparador, se utilizan N circuitos CGC),
una puerta CNOT, y N circuitos ICGC. El circuito tiene dos cibits auxiliares: el acarreo
del primer circuito CGC, y un cibit final para guardar el resultado. El comparador esta
libre de salidas basura. Se muestra un ejemplo completo del circuito, para el caso N = 4,

en la Figura [2.21

En 2019, los mismos autores del trabajo anterior publicaron un trabajo presentando
varios comparadores, entre ellos un medio comparador de N bits (Xia et al., 2019). En este
circuito, se comparan dos numeros A y B con igual cantidad de cifras binarias, empezan-
do por los pares de digitos menos significativos y terminando en los mas significativos. El
circuito se construye mediante puertas Pauli-X, puertas CNOT, y puertas SWAP controla-

das, basdandose en un disefio previo presentado en ese mismo trabajo de un comparador de
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Figura 2.20: Puerta CGC propuesta por Xia et al. para generar el acarreo de dos bits A
y B (Xia et al., [2018) y un posible acarreo de entrada. ¢[0] contiene el posible acarreo
inicial, y al finalizar el circuito contendra el resultado. ¢[1] y ¢[2] contendran los digitos a

sumar. Al circuito inverso lo denominaron ICGC.

dos bits. Se muestra un ejemplo de este circuito, para el caso N = 4, en la Figura[2.22] Los
autores afirman que el circuito necesita un tnico ciibit auxiliar, pero en realidad necesita
dos: ¢[0] y ¢[9]. Ambos ctibits deben comenzar siempre en el estado |0), por lo que deben
considerarse constantes y auxiliares. Para construir el circuito se necesitan 2N puertas
Pauli, 2N + 1 puertas CNOT, y 2N pueras SWAP, asi como 2N + 2 cubits en total. El

circuito revierte correctamente todos los cubits, por lo que no presenta salidas basura.

En 2020, Li et al. presentaron un trabajo sobre operaciones aritméticas para compu-
tacién cudntica y su aplicacién en el tratamiento de imagenes (H. Li et al., 2020)). Como
parte de este trabajo, se definieron diversos circuitos de diseno propio para la suma, res-
ta, y multiplicacién. También se presenté un medio comparador, construido utilizando un
sumador modular presentado en el mismo trabajo. Este sumador modular se implementa
utilizando la puerta Peres (Peres, 1985), que a su vez se puede implementar mediante
una puerta Toffoli y una puerta CNOT. Se reproduce el circuito de Li et al. en la Figu-
ra [2.23] para el caso de numeros de 4 digitos. Por claridad, las puertas Peres se muestra
explicitamente como una puerta Toffoli y una puerta CNOT. En realidad, hay un pequenio
error de definicién en el trabajo de Li et al.: la puerta Peres debe realizar la operacién
correspondiente a una puerta Toffoli seguida de una puerta CNOT sobre los dos cibits
de control de la puerta Toffoli. Es decir, que la CNOT no tiene efecto sobre la operacién
realizada por la puerta Toffoli, puesto que se aplica después. Sin embargo, para que el
circuito de Li et al. funcione correctamente hay que aplicar primero la puerta CNOT y
luego la puerta Toffoli (ver Figura , por lo que técnicamente esta puerta no es una

puerta Peres. Omitiendo ahora la puerta Peres y centrando nuestra atencion en el resto, el
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Figura 2.21: Comparador propuesto por Xia et al para la comparacion de dos nimeros A y B. Se muestra aqui un ejemplo para el caso
N = 4 digitos. Puede apreciarse que se construye con subcircuitos CGC (Figura E“ una CNOT, y circuitos ICGC (el inverso de CGC).
q[0] v ¢[9] son cubits auxiliares inicializados a |0). A partir de ¢[1], cada par de cubits representan (inicialmente) los digitos de A y B
(Ao, Bo, A1, B1, A2, Ba, As, Bs). Todos los ctibits se revierten a su valor original, por lo que no hay salidas basura. Se muestra un medidor

para indicar dénde debe medirse el valor resultado.
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Figura 2.22: Circuito propuesto por Xia et al. para comparar dos nimeros A y B, con
N = 4 (Xia et al., 2019). En el circuito, ¢[0] y ¢[9] son cibits auxiliares. Los cibits
impares representan los digitos de A, y los pares los digitos de B. Se muestra un medidor

en el cubit que contiene el resultado tras la ejecucién del circuito.

circuito constard de 6N — 5 puertas CNOT, y de 2N — 1 puertas Toffoli. Asimismo, tendra

una unica entrada auxiliar (el cibit superior, en la Figura [2.23]), y ninguna salida basura.

[+ I3

Figura 2.23: Circuito propuesto por Li et al., para el caso N = 4 (H. Li et al., . El
cibit ¢[0] debe estar inicializado a 0. Los ctibits impares contendrén los digitos de B (desde
q[1] = Bn—1 hasta ¢[7] = By_1). Por su parte, los ctbits pares contendrén los digitos de
A (desde ¢[2] = An—1 hasta ¢[8] = Anx_1). A diferencia de los anteriores comparadores,
este comienza la comparacién desde los digitos mas significativos en lugar de hacerlo desde

lo menos significativos.

En el mismo ano, Xia et al. propusieron un trabajo sobre comparadores y su aplicabi-
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lidad en la binarizacién de imégenes en computacién cuantica. Sin embargo, la aportacién
de este trabajo es un circuito binarizador (da a cada pixel de una imagen el valor blanco
o negro en funcién de que superen o no un determinado valor umbral), siendo el circuito
comparador utilizado el mismo que ya propusieron en 2019. En 2021, Orts et al. continua-
ron el trabajo de Xia et al. y su binarizador, pero aportando esta vez un medio comparador
nuevo (Orts et al., [2021). El comparador de Orts et al. se centra en reducir el nimero de
puertas T que el circuito necesita respecto a los comparadores anteriores. La puerta T
tiene un coste superior al resto de puertas (Litinski, 2019), por lo que es frecuente en la
literatura encontrar trabajos centrados en tratar de reducir el nimero de puertas T que
posee un circuito (Gidney, 2018; Mutioz-Coreas y Thapliyal, 2018; Thapliyal et al., [2019).
Reducir este ntimero es muy 1til en trabajos de bajo nivel que ofrecen circuitos pensando
en los niveles inferiores de implementacién. En la Figura [2.24] se muestra un ejemplo del
circuito, para el caso N = 4. Por simplicidad, se utiliza la representacion de la puerta Tof-
foli en la imagen para la operacién AN D. Sin embargo, este circuito no utiliza la puerta
Toffoli, sino que utiliza la puerta logica-AND temporal (Figura, que permite reducir
el namero de puertas T de 7 a 4 y, lo que es atin mas importante, ser revertida sin necesitar
para ello ninguna puerta T (la Toffoli necesitaria otras 7 puertas T). Para un tamano N,
el circuito necesitara 2N puertas Pauli-X, 6 N — 1 puertas CNOT, N puertas 16gica-AND
temporal, y N — 1 puertas para revertir a la puerta légica-AND temporal. Aunque en las
métricas utilizadas en este trabajo no sea competitivo, en términos de nimero de puertas
T es el mejor medio comparador actualmente disponible en la literatura segin el analisis
realizado en dicho trabacho (Orts et al., 2021). En su defecto, logra tal niimero a costa de

sacrificar cubits: necesita N cubits auxiliares.
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Figura 2.24: Circuito de 2020 propuesto por Orts et al., para el caso N = 4 (Orts et
al., . Esta implementacion estd centrada en reducir el niimero de puertas T. Cabe
destacar que aqui el simbolo habitual de la Toffoli no denota a esta puerta, sino a la légica-
AND temporal (Figura . Los ctbits van conteniendo sucesivamente pares de digitos
(q[0] = Ao, q[1] = By,...). Sin embargo, los ciibit objetivo de todas las puertas 16gica-AND

temporal son auxiliares preparados en el estado %(\O> +e1|1)).

37



3. Objetivos

3.1. Objetivo principal

El objetivo principal de este trabajo es el disefio e implementacién de un circuito
comparador para computacion cuantica que permita reducir el nimero necesario de cibits
respecto a los trabajos actualmente disponibles en la literatura sobre comparadores.

Se ha explicado en la Introduccién (Capitulo [1)) cémo los computadores cudnticos ac-
tuales disponen de pocos cibits (Preskill, 2018). Por este motivo, es importante buscar
formas de optimizar el nimero de cibits de los circuitos. En el caso concreto de la com-
paracién, se ha visto que el comparador mas eficiente en estos términos es el de Li et al.
(Figura . Este circuito necesita 2N + 1 ciibits para realizar la comparacién de dos
cadenas de N bits. Este nimero de cubits, 2N + 1, es el limite inferior tedrico con el
que puede hacerse un circuito comparador utilizando el método de codificacion directo de
los circuitos comparadores descritos en la Seccion Segun este método de codificacion,
cada cubit representa un bit (necesitdndose por lo tanto 2N ctbits para representar dos
cadenas de N bits), no siendo posible realizar la comparacién con un circuito que tenga
2N ctbits o menos por motivos de reversibilidad (Nielsen y Chuang, 2011). Lo contrario
implicarfa que con 2N cibits (0 menos) se puede representar una tabla de verdad que va
a contener salidas totalmente idénticas para dos o més entradas diferentes, algo que no es
posible en computacién cuantica. Un ejemplo sencillo: Supénganse tres pares de cadenas:
{00, 11}, {01, 11} y {10, 11}. Un hipotético circuito destinado a comparar estas cadenas
podria tener solo 2 cibits, pues no se necesitan mas cibits para representar tales valores.
El circuito deberia devolver una salida (un solo cibit, el otro lo podemos utilizar para
intentar mantener la reversibilidad) que represente si la primera cadena es menor o igual
que la segunda o no, valiendo dicha salida |0) o |1), respectivamente. Puede verse a simple
vista que resulta imposible: uno de los cubits (la salida) siempre tiene que ser |0), puesto
que en los tres casos del ejemplo la primera cadena es menor que la segunda. No pode-
mos, con el otro cubit, dar un valor diferente para los tres casos, por lo que no es posible
mantener la reversibilidad con solo este niimero de ciibits. Sin embargo, en este trabajo se
ha podido implementar la comparacion con solo 2N cubits gracias al uso de una codifica-
cién alternativa explicada en el Capitulo siguiente, demostrandose que se puede superar

el limite de 2NV + 1 si se codifican eficientemente los datos.
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3.2. Objetivos secundarios

Para lograr la consecucién del objetivo marcado como principal, se hace necesario

establecer una serie de objetivos secundarios.

1. Estudiar el funcionamiento de los diferentes tipos de circuitos comparadores en
computacion clasica, y definir claramente las entradas, salidas y pasos necesarios

para realizar dicha comparacion.

2. Analizar los circuitos comparadores para computacién cudntica publicados en la lite-

ratura cientifica, verificando su correcto funcionamiento y analizando su metodologia.

3. Identificar las puertas cudnticas mas significativas y sus implementaciones mas efi-

cientes, asi como todas las puertas cuanticas utilizadas en los circuitos estudiados.

4. Estudiar diferentes técnicas y formas de representacién de la informacién en compu-
tacion cudntica que puedan permitir reducir el nimero de cubits necesarios para

implementar un circuito comparador.

5. Reproducir los circuitos comparadores existententes en la literatura en la plataforma

IBM Quantum.

6. Identificar y estudiar las técnicas més adecuadas para el andlisis y medicién de
circuitos cuanticos, seleccionando un conjunto de ellas que resulte apropiado para la

medicién de circuitos comparadores.

7. Utilizar el conocimiento adquirio en los objetivos anteriores para disenar e imple-
mentar un circuito de aportacién propia que permita mejorar a los actualmente

disponibles en los términos indicados por el objetivo principal.

8. Realizar una comparativa objetiva entre el circuito propuesto y los circuitos existen-

tes para demostrar que se ha alcanzadao el objetivo principal.

3.3. Metodologia de trabajo

El desarrollo del presente trabajo se ha desarrollado en tres fases diferenciadas, que
de forma resumida pueden identificarse como andlisis del estado de la técnica, diseno e
implementacién y demostracién de que se ha alcanzado el objetivo. Mas en deralle, estas

tres fases son:
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1. Estudio de la literatura: la primera fase ha consistido en estudiar el conocimiento
ya disponible en las materias relacionadas. Estas materias han sido, fundamental-
mente, electrénica digital (cldsica) y las bases necesarias de computacién cuédntica
para poder interpretar circuitos cuanticos. La parte temporalmente més costosa de
esta primera fase ha sido el estudio de los circuitos cuanticos comparadores ya dis-
ponibles. Relacionado con este ultimo punto, ha estado el estudio de la plataforma
IBM Quantum para poder implementar y probar tales circuitos, asi como el uso de
Github (Github, 2020)) para clonar los circuitos y ofrecer prototipos de los mismos

como aportacién de este trabajo.

Objetivos cubiertos en esta fase:

= Estudiar el funcionamiento de los diferentes tipos de circuitos comparadores en
computacion clésica, y definir claramente las entradas, salidas y pasos necesarios

para realizar dicha comparacion.

= Analizar los circuitos comparadores para computaciéon cudntica publicados en
la literatura cientifica, verificando su correcto funcionamiento y analizando su

metodologia.

» Identificar las puertas cudnticas mas significativas y sus implementaciones mas
eficientes, asi como todas las puertas cuanticas utilizadas en los circuitos estu-

diados.

= Estudiar diferentes técnicas y formas de representacion de la informacién en
computacion cuantica que puedan permitir reducir el nimero de ciibits necesa-

rios para implementar un circuito comparador.

= Reproducir los circuitos comparadores existententes en la literatura en la pla-

taforma IBM Quantum.

» Identificar y estudiar las técnicas més adecuadas para el andlisis y medicién de
circuitos cudnticos, seleccionando un conjunto de ellas que resulte apropiado

para la medicién de circuitos comparadores.

2. Diseno e implementacion: la segunda fase del trabajo se ha dedicado a utilizar el
conocimiento adquirido en la fase anterior para disenar e implementar un circuito
cuantico comparador que mejore en términos de cubits necesarios a los circuitos

actualmente disponibles. Se han identificado las técnicas que se han considerado
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mas adecuadas de los paradigmas de computacién clasico y cuantico para establecer
el diseno. De forma similar a como se ha hecho con los circuitos estudiados, se ha
implementado el circuito propuesto en la plataforma IBM Quantum y se ha subido
un prototipo a Githulﬂ, que también se ofrece publicamente para que cualquier

investigador interesado puedo probarlo rapidamente.

Objetivo cubierto en esta fase:

= Utilizar el conocimiento adquirio en los objetivos anteriores para disenar e im-
plementar un circuito de aportacién propia que permita mejorar a los actual-

mente disponibles en los términos indicados por el objetivo principal.

3. Comparativa de circuitos: la tercera fase ha consistido en un andlisis comparativo
(utilizando las métricas estudiadas en la fase 1) entre el circuito propuesto y los
circuitos disponible en la literatura (también estudiados en la fase 1). Se ha demos-
trado en este andlisis que el circuito comparador propuesto ha alcanzado el objetivo

principal, siendo el mejor de su categoria en términos de niimeros de cubits.

Objetivo cubierto en esta fase:

= Realizar una comparativa objetiva entre el circuito propuesto y los circuitos

existentes para demostrar que se ha alcanzadao el objetivo principal.

Thttps://github.com/2forts/QuantumComparator
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4. Desarrollo del trabajo

El comparador que se va a proponer se fundamenta en dos ideas principales. En primer
lugar, se utiliza la metodologia del comparador de Li et al (H. Li et al., 2020), que ya ha
sido descrita en la Seccién 2.5 En segundo lugar, se utiliza la idea propuesta por Pérez-
Salinas et al. de introducir valores a un circuito, no como estados de los cubits, sino
como operaciones sobre ellos (Pérez-Salinas et al., 2020). Dicho de otra forma, en lugar
de asignar valores iniciales a los cibits como se hace en el resto de los comparadores
estudiados en este trabajo, se utilizan puertas cuanticas a lo largo del circuito en funcién
de estos valores. Es habitual en todo circuito cudntico inicializar el estado de los ciibits con
puertas cuanticas, pero Pérez-Salinas et al. no se limitaron a eso, sino que reintroducen
a lo largo del circuito esos valores. La ventaja principal es que se obtiene un ahorro de
cubits. Si se hace con cuidado, es incluso posible reducir el coste cuantico del circuito. En el
caso de Pérez-Salinas et al., les permitié implementar un clasificador cudntico con un solo
cubit. Ademads, Pérez-Salinas et al. justifican que esta reintroduccién de datos en circuitos
cudnticos es una forma natural en computacién cudntica de compensar la imposibilidad
de copiar valores que si existe en computacién clasica.

Al igual que los comparadores anteriores, el circuito que se va a proponer comparara
dos cadenas de bits A y B. Los digitos de B, esto es, by_1...bg, se introducen de forma
similar a lo explicado en los circuitos anteriores. Es decir, se necesitaran N cubits para
representar B. Sin embargo, para introducir A se utiliza la metodologia de Pérez-Salinas
et al. En lugar de utilizar ctibits inicializadaos con los digitos ay_1...ag, se aplicaran tales
digitos mediante puertas cudnticas. Se muestra en la Figura un ejemplo sencillo de
cémo funciona esta idea, antes de explicar el circuito propuesto. Supongamos dos bits ag
y bg. Si se quiere realizar la operacién ag @ by, el proceder habitual en un circuito cuantico
es el mostrado en la Figura a). Sin embargo, es posible realizar esta misma operacién
utilizando un tnico cubit, tal y como se muestra en la Figura (b) Aqui, la puerta
roja etiquetada como ag serd una puerta Pauli-X si ag = 1, o bien una puerta identidad
(o simplemente una ausencia de puerta) en caso contrario. El porqué se deben utilizar
estas puertas y no otras se explica justo a continuacién. Por lo demds, en este sencillo
ejemplo ya se ponen de manifiesto las ventajas y desventajas de esta metodologia (que se
analizardn con detalle en el siguiente Capitulo): se ha reducido el nimero de cibits, pero

serd necesario construir un circuito diferente cada vez que cambie ayg.
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bo @ & bo [@8 +
ao e cl =

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Operacién ag @ by utilizando la puerta CNOT. (b) La misma operacién,
pero utilizando una puerta de un solo cubit para representar a ag. Esta puerta sera una

puerta identidad si ag = 0, o una puerta Pauli-X en caso contrario.

En el circuito que se va a proponer, al igual que en el resto de comparadores, se
trabaja con las bases {|0),|1)} que el usuario del circuito interpreta como los digitos
0 y 1 respectivamente. Un vistazo rapido al circuito de Li et al. (Figura permite
constatar que dicho circuito estd compuesto uinicamente de puertas CNOT y Toffolis.
Explicado de manera simplificada, tales puertas suponen que se aplique una rotacién de la
matriz de Pauli (sobre X) cuando uno o dos ctibits de control (para la CNOT y la Toffoli,
respectivamente) estan en el estado [1), que es el estado que tendra cada cibit cuando el
digito al que representa estd puesto a 1. En el ejemplo mostrado en la Figura [4.1] se ha
indicado que se debe utilizar una puerta Pauli-X si ag = 1 precisamente por este motivo.
Y en caso contrario, no se debe utilizar ninguna puerta o, por simple motivo de claridad,
utilizar una puerta identidad.

Por supuesto, el ejemplo de la Figura muestra el caso méas sencillo. Pero otras
multiples operaciones pueden simplificarse de esta manera. En este trabajo, ademas de la

mencionada en el ejemplo, se utilizan principalmente estas otras:

= Supongase que se necesita el valor ag @ by de la Figura (b) para, a su vez, actuar
como cubit de control sobre otro cibit C'. Una vez realiza esta operacion, podemos
volver a aplicar la misma puerta ag (una Pauli-X si ag = 1, o una identidad en caso
contrario) para revertir el estado actual del cibit y que vuelva a contener a by si

volvemos a necesitar el uso de este valor.

= Se puede reutilizar varias veces un cubit auxiliar (ver definicién en la Seccién [2.4)
para guardar temporalmente diferentes valores. Por ejemplo, si en un momento dado
se necesita utilizar una puerta Toffoli controlada por by y ag, y posteriormente se

quiere aplicar una segunda puerta Toffoli esta vez controlada por by y a1, podemos
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introducir ag mediante puerta en el cibit auxiliar, aplicar la puerta Toffoli, revertir el
valor del cubit auxiliar mediante otra puerta ag, y finalmente introducir a; mediante

puerta para poder aplicar la segunda Toffoli.

» Dos puertas a; y a; consecutivas en un mismo cubit auxiliar realizan la operacién

ai(—Baj.

Con estas cuatro sencillas ideas, se puede simplificar el circuito de Li et al. de forma que
se reduzca en uno el numero de cubits necesarios, logrando asi el tinico comparador

en la literatura sobre circuitos cuanticos que solo necesita 2N cibits.

4.1. Algoritmo para la construccion del comparador

Para construir el circuito para cualquier tamano de digito N, basta con seguir estos

pasos:

1. Preparar 2N cubits. De ellos, N se utilizardn para codificar los digitos de B (by_1...bo,
y el resto se inicializardn a |0) y seran utilizados como cubits auxiliares. Los cibits
que contienen los digitos de B estardn en el estado |0) si el digito al que represen-
ta es 0, y en el estado |1) en caso contrario. No serdn necesarios més cibits para

implementar el comparador.

2. Aplicar una puerta Pauli-X en el primer cibit auxiliar si ag = 1, o una puerta
identidad si ag = 0. A partir de ahora, a este tipo de operacién en la que aplicamos
una puerta Pauli-X si a; = 1 o una puerta identidad si a; = 0 la etiquetaremos como
puerta a;. También se aplicard una puerta a; sobre el segundo ctbit auxiliar, y una
puerta a; sobre cada uno de los cubits utilizados para codificar B a excepcién de b
(es decir, desde j = N — 1 hasta 1). A continuacién, se aplica una puerta CNOT
sobre el primer cubit auxiliar y by para realizar la operacién ag @ by, y una puerta
Toffoli sobre by y los dos cibits auxiliares utilizados hasta ahora de forma que se
realice la operacién (ag @ bg)ag @ a1. Finalmente, se aplica una puerta ag sobre el

primer cibit auxiliar para revertirlo y que quede libre.

3. Sobre el cubit auxiliar que hemos liberado anteriormente, aplicar una puerta a; y
una puerta as, de forma que se implemente la operacién a; @ as. Aplicar una puerta

CNOT cuyo cubit de control es el segundo ctbit auxiliar y cuyo objetivo es by, y
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finalmente una puerta Toffoli cuyos cubits de control son los cubits involucrados en

la CNOT, y cuyo objetivo es el clibit que contiene a; @ as.
4. Desde ¢ = 2 hasta i = N — 2, repetir:

= Sobre un cubit auxiliar aiin no utilizado anteriormente, realizar la operacion
a;+1 D a; aplicando dos puertas a;1+1 v a;. Aplicar una puerta CNOT, siendo su
cubit de control el cubit objetivo de la ultima puerta Toffoli aplicada, y cuyo
ctbit objetivo (de la CNOT) es b;. Finalmente, aplicar una puerta Toffoli cuyos
cubits de control son los dos cubits involucrados en la CNOT previa, y cuyo

cubit objetivo es el cibit auxiliar que contiene la operacién a; 11 @ a;.

5. En el ultimo paso para construir el circuito se debe aplicar una puerta CNOT, siendo
su cubit de control el cibit objetivo de la ultima puerta Toffoli aplicada, y cuyo cibit
objetivo (de la CNOT) es by_;. Posteriormente, se aplica una puerta Toffoli cuyos
cubits de control son los dos ctibits involucrados en la CNOT previa, y cuyo cibit
objetivo es el tinico ctbit auxiliar que ain no se ha utilizado. Sobre este cubit, se

aplica la operacion ay_1. Este cibit contendra el resultado del comparador.

En la Figura se muestra un ejemplo del circuito propuesto para el caso N = 4. Tal
y como se ha explicado, se necesitan 2N = 8 cibits para su implementacion. Puede verse
c6mo los digitos de B se introducen en los cibits (marcados como bs...b1 ), mientras que los
digitos de A se introducen en forma de puertas cuanticas de color rojo. Las puertas rojas
con un numero ¢ hacen referencia a las diferentes operaciones a;. Asimismo, por motivos
de claridad cada etapa se muestra separada de las demés por una barrera que cubre todos
los cuibits. Las barreras pequenas que no cubren todos los ctbits se utilizan para mantener
el orden visual explicado en el algoritmo de construccién del circuito.

Sin embargo, el circuito en su estado actual presenta salidas basura que deben revertirse
para liberar esos ctbits. Para revertir dichas salidas basura basta con aplicar el esquema de
Bennett (Bennett, [1973)) al circuito anterior como ya se dijo en la Seccién respetando
el cubit que contiene el resultado. En la Figura se puede ver un ejemplo del circuito
necesario para revertir las salidas basura del circuito propuesto, para el caso N = 4. Puede
verse como en este segundo circuito se respeta en todo momento el cibit que contiene el
resultado, mientras que el resto de cubits es devuelto a su estado inicial y son libres de

poder ser utilizados por otros circuitos cudnticos. Puede verse en la Figura |4.3| como,
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Figura 4.2: Circuito propuesto, para el caso N=4. Puede verse a simple vista que reduce
el nimero de cubits necesarios respecto a los comparadores estudiados. Los digitos de B
se representan utilizando los cibits marcados como b;. Por su parte, los digitos de A se
introducen mediante puertas cudnticas (indicadas en color rojo) en la propia implemen-
tacién del circuito. El nimero de cada puerta roja indica el indice del digito de A. Por
ejemplo, un 3 hace referencia a as. Esta puerta serd una Pauli-X si dicho digito es un 1, o

una puerta identidad (o una ausencia de puerta) en caso contrario.

efectivamente, los ciibits terminan conteniendo el estado |0) en el caso de los auxiliares, y

el estado asociado a cada digito de B para el resto.

B b
2 b
o b

23H

resultado

S 23

Figura 4.3: Inversa del circuito propuesto para revertir todos los cibits (excepto el que

contiene el resultado) a su estado original y evitar salidas basura.
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5. Analisis y comparativa

En la primera Seccién de este Capitulo se realiza la medicién del circuito propuesto
utilizando las métricas descritas en la Seccién 2.4] En la segunda Seccién se realiza una
comparativa entre el circuito propuesto y los disponibles en la literatura utilizando dichas

métricas.

5.1. Analisis del circuito propuesto

Para analizar el niimero de cibits que necesita el circuito propuesto, asi como su coste
cuéantico, retraso, y presencia (o no) de salidas basura, se va a analizar paso a paso el

algoritmo descrito en el Capitulo anterior para la implementacion de dicho circuito:

= En el paso 1 se indica que se necesitan 2N cubits, de los cuales N se utilizan para
codificar B, y los otros IV tienen fines auxiliares. Por lo tanto, el circuito propuesto

necesita 2N cubits, de los cuales N son cibits auxiliares.

= En el paso 2 se utilizan dos puertas Pauli-X o dos puertas identidad sobre dos
ctbits auxiliares (el coste cudntico de cada una de estas es 1, y su retraso es 1A),
N — 1 puertas Pauli-X o identidad sobre los cubits de B, una puerta CNOT (coste
cuédntico 1, retraso 1A\), una puerta Toffoli (coste cudntico 15, retraso 11A), y una
puerta Pauli-X o identidad (coste cudntico 1, retraso 1A). El coste cuantico de
este paso es 1 + 1+ (N —1)+ 1+ 15+ 1 = N + 18. Por su parte, el retraso es
IA+IA+1IA+1A = 14A (todas las puertas a;, salvo la dltima, pueden computarse

en paralelo).

= En el paso 3 se utilizan dos puertas Pauli-X o identidad, una puerta CNOT, y una
puerta Toffoli. El coste cuanticoes 1+1+1+15 =18, y el retrasoes IA+1A+1A
+11A = 14A.

= En el paso 4 se realizan N — 3 iteraciones. Cada una de estas iteraciones involucra
dos puertas Pauli-X o identidad, una puerta CNOT, y una puerta Toffoli. El coste
cuantico por iteracion es 1 + 1+ 1 + 15 = 18. El retraso por iteracién es 1 A +1 A
+11 A +1A = 14A. Teniendo en cuenta las N — 3 iteraciones, el coste cudntico serd

de 18N — 54, y el retraso de (14N — 42)A.
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= En el paso 5 se aplica una puerta CNOT, una puerta Toffoli, y una puerta PauliX o

identidad. El coste cudntico es 1+15+1 = 17, y el retraso es 1 A+11A +1A = 13A.

El coste cuantico del circuito en este punto es de N +18+18+ 18N —54+17 = 19N —1.
Por su parte, el retraso es de 144+ 14 + 14N —42 + 13 = (14N — 1) A. Sin embargo, ain no
se han revertido las salidas basura y el circuito tiene 2N — 1 salidas basura. Para eliminar

las salidas basura se debe ejecutar el circuito inverso, que supone:

= Invertir el paso 5 solo requiere una puerta CNOT. Supone un coste cuantico y retraso

de 1y 1A, respectivamente.

= El paso 4 debe repetirse entero, pero a la inversa. Se anade pues un coste cudntico

de 18 N — 54 y un retraso extra de (14N — 42)A.

= El paso 3 también debe ejecutarse a la inversa. Supone un coste cuantico de 18, y

un retraso de 14A\.

= El paso 2, de forma inversa, anade un coste cuantico extra de N + 18, y un retraso

de 14A.

= No se requiere ninguna accién para revertir el paso 1. Por lo tanto, no se anaden

costes extras en este paso.

El coste cuantico del circuito inverso es de 1 + 18N — 54 + 18 + N + 18 = 19N — 17.
Su retraso es de 1 + 14N — 42 + 14 + 14 = 14N — 13. Estos valores deben sumarse a
los anteriores, obteniendose un coste cuantico total de 38N — 20, y un retraso total de
(28N — 14)A. El circuito no tiene ninguna salida basura, y se han necesitado 2N cubits,
de los cuales NV son auxiliares. Para una mejor visualizacién, se muestran las métricas
del circuito sin revertir las salidas basuras y de la versién final (con todos los cibits ya
revertidos) en la Tabla

El principal logro del circuito propuesto es haber conseguido un circuito cuantico que
realice la comparacion de 2N bits con solamente 2N cubits. Segiin lo expuesto en la
Seccién [3.1, no es posible implementar una comparacion con menos de 2N + 1 cabits si
se representa cada bit de las cadenas utilizando un ctbit. Sin embargo, el uso de puertas

cudnticas para codificar los bits en lugar de utilizar cibits ha permitido vencer dicho limite.
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Circuito Coste cuantico | Retraso (A) | Cubits | Salidas basura
Con salidas basura 19N —1 14N —1 2N 2N —1
Sin salidas basura 38N — 20 28N — 14 2N 0

Tabla 5.1: Métricas del circuito propuesto, sin revertir las salidas basura, y con las salidas
basura ya eliminadas. Se muestra el coste cuantico, el retraso, en nimero total de cubits,
y el nimero de salidas basura. Revertir las salidas basura tiene un coste alto en términos

de coste cuantico y retraso, pero permite dejar libres 2N — 1 cubits.

5.2. Comparativa

Para poder realizar una comparativa que resulte util, se han medido el resto de circuitos
descritos en la Seccion utilizando las mismas métricas que con el circuito propuesto.
Las métricas para todos los circuitos, incluido el propuesto, se muestran en la Tabla
Aunque en las métricas hemos hablado inicialmente de cubits auxiliares, en su lugar se
muestra aqui el nimero de cubits totales del circuito. El motivo es sencillo: los circuitos de
la literatura utilizan una metodologia en la que indicando el nimero de cibits auxiliares
permite calcular de forma trivial el nimero de cibits totales, pero esto no ocurre con el
circuito propuesto, y puede dar lugar a confusién. Si, por ejemplo, indicamos que el circuito
de Orts et al. tiene N cibits auxiliares y el circuito propuesto en este trabajo tiene N — 1
cubits auxiliares, pareceria que el propuesto solo mejora al otro en un cibit, cuando la
realidad es que lo mejora en N cibits. Por lo demas, se han considerado, para cada puerta

cudntica, los mismos valores de coste cudntico y retraso (indicados en la Seccién [2.4)).

Circuito Coste cuantico | Retraso (A) | Cubits | Salidas basura
Xia et al., [2018 38N +1 26N 2N +2 0
Xia et al., [2019 39N +1 28N +3 2N +2 0
H. Li et al., 2020 36N — 20 26N —14 | 2N +1 0
Orts et al., 2021 32N — 16 28N — 25 3N 0
Propuesta 38N — 20 28N — 14 2N 0

Tabla 5.2: Comparativa en términos de coste cudntico, retraso, nimero de cibits, y nimero

de salidas basura, entre el circuito propuesto y los circuitos revisados en la Seccion [2.5]

En términos de coste cudntico, el mejor circuito es el de Orts. et al., con un coste
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cudntico de solo 32N — 16. El uso de la puerta logica-AND temporal en sustitucién de la
puerta Toffoli le permite un ahorro importante de coste cuantico, hasta el punto de que
es el mejor circuito en tales términos. Sin embargo, como consecuencia del uso de dicha
puerta se incrementa el nimero de cibits que necesita (cada puerta puerta logica-AND
temporal supone anadir un cibit auxiliar). En contraste, el peor circuito en términos de
coste cuantico es el de Xia et al. de 2019. El circuito propuesto tiene un coste cuantico de
38N — 20. Este coste superior en 6N al coste del circuito de Orts. et al., pero necesita N
cubits menos.

En términos del retraso, el mejor circuito (en el caso general) es el de Li et al. con un
valor de 26 N — 14/, seguido del primer circuito de Xia et al. (26NA) y del circuito de
Orts et al. (28N — 25). De hecho, el circuito de Orts et al. mejora al circuito de Li et al.
para valores de N menores que 6. En el lado contrario, el circuito mas lento es el segundo
de Xia et al., con un delay de 28N + 3A. Por su parte, el circuito propuesto tiene un
retraso de 28 N — 14/\. Una diferencia, respecto al més rapido, de 2N /A\.

En términos de ntimero de ciibits es donde mas destaca el circuito propuesto: solamente
necesita 2NN cubits para implementar una comparacion entre cadenas de N bits. Es el
unico comparador actualmente disponible en la literatura cudntica que tiene este nimero
de cubits. Conseguir tal nimero de cibits no era sencillo, como hemos demostrado en
la Seccién anterior, y ha sido posible gracias al uso de una metodologia de codificacién
alternativa. El segundo mejor circuito es el de Li et al, que necesita 2N + 1 cibuts. El peor
circuito en términos de cubits es el de Orts et al., que ya se ha visto como sacrifica cibits
para reducir el valor de otras métricas.

La tultima columna de la Tabla muestra que todos los circuitos carecen de salidas
basura, por lo que estdn optimizados en tales términos y permiten ser facilmente combi-
nados con otros circuitos cuanticos.

Destacando los circuitos mejores en cada métrica, obtenemos:

» Mejor coste cudntico: 32N — 16 (Orts et al., 2021)

Mejor retraso: 26N — 14A (H. Li et al., 2020) y 28 N — 25 (Orts et al., 2021). El

primero es mejor para N > 5, el segundo es mejor para N < 5.

= Mejor nimero de cubits: 2N (circuito propuesto).

Mejor numero de salidas basura: 0 (todos los circuitos).
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Un resultado interesante es que no hay un circuito mejor en términos absolutos, sino
que cada métrica tiene su propio ganador. Por lo tanto, la eleccion de qué comparador
debe utilizarse dependera de la métrica o métricas que se desean optimizar. Si el objetivo
es reducir el coste cuantico y hay cubits suficientes, la mejor opcion es el circuito de Orts
et al. Si se busca un menor retraso, se deberia elegir el circuito de Lit et al. para cadenas
de mas de 5 bits, o bien el circuito de Orts et al. para las cadenas més pequenas de 5 o
menos cubits. En caso de que la prioridad sea el nimero de cubit, que es el recurso mas
escaso en los computadores cuanticos actuales (Preskill, |2018)), el circuito més eficiente
es el comparador propuesto en este trabajo. En términos de salidas basura, todos los
circuitos aqui analizados son 6ptimos, por lo que se puede elegir cualquier otra métrica
como prioritaria sabiendo que, al final, todos los circuitos devolveran el resultado en un

solo ctibit dejando el resto en su estado inicial.
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6. Conclusiones

En este trabajo se ha propuesto un circuito cuantico para realizar la comparacién
entre dos cadenas de bits de una determinada longitud. El circuito propuesto mejora,
en niumero de cibits necesarios para su implementacién, a los comparadores actualmente
publicados en la literatura cientifica cuantica. Para alcanzar este objetivo, se ha utilizado
el conocimiento adquirido durante el Master en Computaciéon Cudntica para establecer los
conceptos necesarios que permitiesen implementar un circuito cudntico, incluyendo entre
otros la codificacion de la informacién (asignaturas de Informacién Cuantica y Matematicas
de la Informacién), el uso de puertas cudnticas (asignatura de Computacién Cuéntica), y
conceptos generales tanto de dlgebra lineal como de mecénica cudntica (en las asignaturas
homonimas del Méster).

Todos los circuitos estudiados en este trabajo, incluido por supuesto el circuito pro-
puesto, han sido implementados en la plataforma IBM Quantum (cuya ensenanza de uso
se cubre en las asignaturas de Computacién Cuéntica y de Algoritmos Cudnticos del
Miéster) para comprobar su correcto funcionamiento asi como la veracidad de las métri-
cas. De hecho, en uno de los circuitos estudiados se han encontrado errores de definicién
(que no de funcionamiento) tal y como se comenta en la Seccién correspondiente al es-
tudio de tales circuitos. Como complemento al trabajo, se ofrece una replica de cada
uno de los circuitos estudiados (y del propuesto) para que cualquier persona interesada
pueda probarlos directamente. Tales circuitos se encuentran en el siguiente repositorio:
https://github.com /2forts/QuantumComparator.

Previamente a la implementacién de los circuitos publicados, se han estudiado las puer-
tas cudnticas necesarias para su implementacién. Se han identificado tales puertas (inclu-
yendo las puertas necesarias para la construccién de las puertas mas grandes, cuando no se
trataba de puertas basicas o disponibles de forma directa en la plataforma utilizada. Todas
las puertas estudiadas pertenecen al grupo Clifford4+T (o se pueden implementar mediante
puertas de dicho grupo). El propio circuito propuesto en este trabajo estd implementado
exclusivamente utilizando puertas del grupo Clifford+T, lo que lo hace compatible con los
codigos de deteccién y correccién de errores estudiados en la asignatura de Informacién
Cuéantica.

Para realizar una medicién robusta del circuito propuesto, asi como una comparati-

va seria y util entre el circuito propuesto y el resto de comparadores para computacién
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cuantica, se ha buscado y elegido un conjunto de métricas ampliamente utilizadas en la
literatura. En tales términos, se han analizado todos los circuitos recogidos en este trabajo
y se ha mostrado la informacién resultante en forma de tabla para que cualquier investi-
gador o investigadora interesado en la materia pueda, de forma comoda y rapida, elegir el

circuito que mas 1til le sea para sus intereses.

El circuito propuesto no se ha definido para un tamano fijo de cadenas a comparar, sino
que es facilmente personalizable a cadenas de cualquier tamano. Se ha proporcionado un
algoritmo que permite su rapida reconstruccién para cualquier tamano incluso aunque no
se entienda el funcionamiento del circuito, y se ha utilizado dicho algoritmo para demostrar
la veracidad de las métricas asignadas en el analisis. El circuito es totalmente reversible
de acuerdo a las reglas de la computacién cudntica, y ademas carece de salidas basura al

igual que todos sus competidores.

Aunque la mejora en términos de cibits pueda parece pequena (estamos hablando
de un solo cubit frente al segundo mejor circuito en tales términos), se ha conseguido
romper la barrera de los 2N + 1 cibits necesarios para realizar la comparacion entre dos
cadenas de N bits impuesta por la necesidad de mantener una computacién reversible
que no pierda nunca informacién. Para ello se ha recurrido a una forma alternativa de
codificar la informacién de manera mas eficiente que la utilizada por los comparadores
cuanticos actualmente disponibles. En lugar de utilizar un ctbit para representar cada bit,
algunos de estos bits se han introducido al circuito mediante puertas cuanticas. Este tipo
de computacién abre la puerta a posibles implementaciones que podrian conseguir reducir
aun mas el nimero necesario de cubits no solo en comparadores, sino en todo tipo de
circuitos aritméticos para computacion cuantica. Posiblemente la conclusién mas grande
que se puede sacar de este trabajo es esta posibilidad de utilizar codificaciones alternativas
en circuitos en los que resulta totalmente contraintuitivo, como es el caso de las operaciones

aritméticas en las que la humanidad lleva siglos utilizando las codificaciones habituales.

Una conclusién interesante que se puede sacar de este trabajo es ver cémo la compu-
tacién cuantica es capaz de utilizar sus propias herramientas para implementar cualquier
funcién légica, en este caso la comparacién de bits. En los circuitos, se ha hablado de
bits, pero en realidad se han manejado estados |0) y |1) para representar tales bits. Se
han tenido que buscar alternativas a la copia clasica de valores, concretamente utilizando
entrelazamiento y cibits auxiliares. Se han realizado operaciones clasicas como la AND o

la OR mediante puertas cudnticas y sus rotaciones en los ciibits. Incluso se han introducido
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valores clasicos (en realidad, rotaciones que interpretamos como tales valores) a través de
puertas cudnticas. Y aunque estos circuitos no utilizan la superposicién en este trabajo, la
pueden soportar perfectamente de forma que puedan, de una sola iteracién, computar la
comparacién entre todos los valores que es posible representar con N bits (o un subcojunto

de ellos) y actuar como parte de otros algoritmos cudnticos mayores.
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7. Trabajo futuro

Como trabajo futuro obvio estd la bisqueda de un circuito comparador que reduzca
aun mas el nimero de cubits necesarios para su implementacién. Ahora que se ha roto la
barrera de los 2N + 1 cubits, ;existen disefios alternativos que permitan reducir atin més
el circuito? ;Se pueden representar algunos de los ctibits de B también mediante puertas
cuanticas? ;Es posible alguna simplificacién en las operaciones del circuito que permita,
tal vez con otras puertas o mediante otras operaciones auxiliares, reducir su complejidad?
Y lo que es igualmente interesante: jse pueden hacer sumadores y otro tipo de circuitos
aritméticos de forma mas eficiente utilizando esta metodologia?

Un estudio bastante maés sencillo que el anterior pero igualmente 1til e interesante seria
el de comprobar las adaptaciones de los circuitos estudiados en este trabajo a las diferentes
arquitecturas cudnticas actualmente disponibles. En este trabajo no se ha cubierto el hecho
de que las implementaciones fisicas de los dispositivos cuanticos no presentan uniones uno
a uno entre todos los cubits (Preskill, [2018)). Esto produce que, si en el disefio de un
circuito dos cubits estan conectados entre si, pero estos dos ctibits estan mapeandos sobre
dos ctbits fisicos que no estan fisicamente conectados, sea necesario recurrir a operaciones
swap que provocan un evidente aumento del coste cudntico y del retraso (O’Gorman et al.,
2019; Wille et al., |2014)). Resultaria muy interesante estudiar los métodos mas eficientes
para mapear circuitos cudnticos, asi como su aplicabilidad en los circuitos estudiados de
forma que pudiera estudiarse cémo de bien se pueden adaptar a las diferentes arquitecturas.

También resultaria sumamente interesante realizar un anélisis de los circuitos propues-
tos en métricas especificas de las diferentes tecnologias estudiadas en la asignatura de
Implementacién Fisica de un Procesador Cuantico. Cada tecnologia tiene sus propias ven-
tajas y desventajas, por lo que las métricas estudiadas en este trabajo podrian resultar
irrelevantes en algunas tecnologias concretas. Por ejemplo, se ha mencionado anteriormen-
te que en Optica lineal es fundamental tratar de reducir lo maximo posible el nimero de
puertas controladas ya que la puerta CNOT solo puede implementarse actualmente de
forma probabilistica (Lemr et al., 2015)).

Finalmente, también podria resultar util utilizar las diferentes técnicas y algoritmos
estudiados en la asignatura Algoritmos Cudnticos para tratar de obtener circuitos compa-
radores mediante técnicas de inteligencia articial, circuitos variaciones, y un largo etcetera.

Por ejemplo, existen circuitos que permiten realizar la suma de manera aproximada que
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han sido diseniados mediante estas técnicas (Gyongyosi y Imre, 2019). Aunque seria ne-
cesario considerar si una comparacién aproximada puede resultar en algiin contexto, si
se consigue con la suficiente precisién para que el error sea relativamente despreciable si

podria resultar de utilidad.
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